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Введение

Â ñîâðåìåííîé ìåõàíèêå âàæíîå ìåñòî çàíèìàåò ñîçäàíèå ðàçíîîáðàçíûõ

êðèñòàëëè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé èç ìàòåðèàëîâ, èìåþùèõ íàíî- è ìèêðîìàñøòàáíóþ

ñòðóêòóðó, êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ, íàïîëíåííûõ íàíî/ìèêðîîáúåêòàìè, è ìå-

òàìàòåðèàëîâ. Òàêèå ìàòåðèàëû îáëàäàþò óíèêàëüíûìè ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâà-

ìè. Èõ íåîáû÷íûå ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà îêàçûâàþò ñèëüíîå âëèÿíèå íà ôèçè÷å-

ñêèå õàðàêòåðèñòèêè. Áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, àóêñåòèêàì.

Òåîðåòè÷åñêèå ðàçðàáîòêè â îáëàñòè îïèñàíèÿ è ìîäåëèðîâàíèÿ ìåõàíè÷å-

ñêèõ ñâîéñòâ òàêèõ ìàòåðèàëîâ ðàçíîîáðàçíû è àêòèâíî âåäóòñÿ îòå÷åñòâåííûìè

è çàðóáåæíûìè ó÷åíûìè. Áîëüøîé âêëàä â èññëåäîâàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ

àóêñåòèêîâ âíåñëè Þ.À. Áàèìîâà, Â.Ã. Áàëàãóðîâ, Â.Í. Áåëîìåñòíûõ, È.Å. Áå-

ðèíñêèé, Ñ.Â. Äìèòðèåâ, À.È. Åïèøèí, À.Ã. Êîëïàêîâ, Ì.ß. Ïîïåðåêà, Í.Ä. Ðà-

ðàíñêèé, Ý.Ã. Ñîáîëåâà, Ñ.Â. Øèëüêî, K.L. Alderson, A. Ballato, D.M. Barnett,

R.H. Baughman, A.C. Branka, K.E. Evans, J.N. Grima, H. Jopek, R.S. Lakes, T.-C. Lim,

V.A. Lubarda, F. Milstein, A.N. Norris, T. Paszkiewicz, X. Ren, M. Rovatti, F. Scarpa,

T. Strek, T.C.T. Ting, K.W. Wojciechowski è äð. Â ñèëó àíèçîòðîïíîé ñòðóêòó-

ðû àóêñåòèêîâ, íàíî/ìèêðîòðóáîê è íàíî/ìèêðîóñîâ âàæíîå çíà÷åíèå ïðèîáðå-

òàþò ðàçðàáîòêè ïðåäñòàâëåíèé òåîðèè óïðóãîñòè àíèçîòðîïíîãî òåëà Ë.À. Àãà-

ëîâÿíîì, Â.È. Àëüøèöîì, Ñ.À. Àìáàðöóìÿíîì, Á.Ä. Àííèíûì, Í.Â. Áàíè÷óêîì,

À.Þ. Áåëîâûì, À.Í. Äàðèíñêèì, Ñ.Â. Êóçíåöîâûì, Ñ.Ã. Ëåõíèöêèì, È.Ì. Ëèôøè-

öåì, Í.È. Îñòðîñàáëèíûì, Å.À. Ïîäîëüñêîé, Â.Ñ. Ñàðêèñÿíîì, Þ.È. Ñèðîòèíûì,

Ì.Þ. Ñîêîëîâîé, Ï.Å. Òîâñòèêîì, Ñ.Ï. Òîêìàêîâîé, Þ.À. Óñòèíîâûì, Ê.Ô. ×åð-

íûõ, Ì.Ï. Øàñêîëüñêîé, D.M. Barnett, S.C. Cowin, K.E. Evans, M.A. Hayes, J. Lothe,

V.A. Lubarda, M.M. Mehrabadi, F. Milstein, A.N. Norris, W.P. Nye, T. Paszkiewicz,

M. Rovatti, A.J.M. Spencer, A.N. Stroh, T.C.T. Ting, T.Y. Tomas, L.J. Walpole,

K.W. Wojciechowski è äð. Áîëüøîé âêëàä â îïèñàíèå ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ óã-

ëåðîäíûõ è íåóãëåðîäíûõ íàíî/ìèêðîóñîâ è íàíî/ìèêðîòðóáîê âíåñëè Ð.Â. Ãîëüä-

øòåéí, À.Â. Åëåöêèé, Â.À. Åðåìååâ, Å.À. Èâàíîâà, À.Ë. Èâàíîâñêèé, Ñ.Í. Êîðîáåé-

íèêîâ, À.Ì. Êðèâöîâ, Í.Ô. Ìîðîçîâ, Â.Â. Ïîêðîïèâíûé, Â.Ì. Ôîìèí, À.Â. ×åí-

öîâ, Ë.À. ×åðíîçàòîíñêèé, P. Avouris, R. Bacon, T. Belytschko, J. Cumings,

M.S. Dresselhaus, T.W. Ebbesen, M.R. Falvo, Y. Huang, C.Q. Ru, R.S. Ruo�,

J.P. Salvetat, R. Tenne, J. Terso�, G.G. Tibbetts, M.M.J. Treacy, C.Y. Wang,

B.I. Yakobson, M.-F. Yu, P. Zhang, A. Zettle è äð.
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Ауксетики

Â ìåõàíèêå äîëãîå âðåìÿ ïðèíèìàëîñü, ÷òî ó ðåàëüíûõ èçîòðîïíûõ óïðóãèõ

ìàòåðèàëîâ êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈 íå áûâàåò îòðèöàòåëüíûì [50], õîòÿ òåðìîäè-

íàìè÷åñêîå îãðàíè÷åíèå â 3-õ ìåðíîì ñëó÷àå

−1 ≤ 𝜈 ≤ 0.5

íå òðåáóåò ýòîãî. Íå òðåáóåò ýòîãî è îãðàíè÷åíèÿ

−1 ≤ 𝜈 ≤ 1

𝐷 − 1

ïðè äðóãîé ðàçìåðíîñòè èçîòðîïíîé ñðåäû 𝐷 [51].

Â àíèçîòðîïíîé óïðóãîñòè ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü ýíåðãèè äåôîðìà-

öèè ïðèâîäèò ê åùå ìåíüøèì îãðàíè÷åíèÿì íà êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà óïðóãèõ

ìàòåðèàëîâ â ñëó÷àå òðèêëèííîé, ìîíîêëèííîé, îðòîðîìáè÷åñêîé, òåòðàãîíàëüíîé,

ðîìáîýäðè÷åñêîé, ãåêñàãîíàëüíîé è êóáè÷åñêîé ñèñòåì [52].

Ïîâèäèìîìó ïåðâàÿ âîçìîæíîñòü íà îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà

äëÿ àíèçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ áûëà óêàçàíà â èçâåñòíîé ìîíîãðàôèè À. Ëÿâà [53].

Òàì ïðèâîäèëñÿ ïðèìåð ïèðèòîâ FeS2 ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà

ðàâíûì −1/7. Â 1962 ãîäó ñîîáùàëîñü îá îòðèöàòåëüíîì êîýôôèöèåíòå Ïóàññî-

íà äëÿ êâàðöà â èíòåðâàëå òåìïåðàòóð îò 20 äî 6500C [54]. Ñîãëàñíî ýòîé ðàáîòå

êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ìîæåò äîñòèãàòü çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî −0.6 ïðè òåìïåðàòóðå

áëèçêîé ê 5000C. Ïîçæå îòðèöàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà íàáëþäàëàñü è â

äðóãèõ êðèñòàëëè÷åñêèõ âåùåñòâàõ: ôåððîìàãíèòíûõ ïëåíêàõ (Fe, Ni, Co è ïåðì-

àëëîé) [55], ñïëàâå In-Tl [56], íåêîòîðûõ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëàõ [57�59], íèêåëåâîì

ñïëàâå [60], 𝛼-êðèñòîáàëèòå [61�64], ñïëàâàõ SmS [65], öèíêå [66], ñïëàâå Fe-Ga [67],

öåîëèòàõ [68, 69], ÷åðíîì ôîñôîðå [70] è äðóãèõ êðèñòàëëàõ [71�90]. Ñòðóêòóðíûå

ìîäåëè, îáúÿñíÿþùèå àóêñåòè÷åñêîå ïîâåäåíèå êðèñòàëëîâ, ïðåäëàãàëèñü â [58] íà

ïðèìåðå ÎÖÊ êðèñòàëëîâ, â [63] äëÿ 𝛼-êðèñòîáàëèòà è â [70] äëÿ ÷åðíîãî ôîñôîðà.

Íà íà÷àëî 2010 ãîäà â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå áûëî óæå èçâåñòíî îêîëî 30 êðèñòàëëè÷å-

ñêèõ àóêñåòèêîâ. Àíàëèçó óïðóãèõ ñâîéñòâ êðèñòàëëè÷åñêèõ àóêñåòèêîâ ñïîñîáñòâî-

âàëî ðåøåíèå çàäà÷ îá ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèÿõ óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê (ìîäóëÿ

Þíãà, êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà è ìîäóëÿ ñäâèãà) [59,91�99] è ðàçâèòèå êëàññèôèêà-

öèé íà îñíîâå óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê [100�102]. Â [100] äëÿ àíèçîòðîïíûõ òåë áûëî

ââåäåíû ïîíÿòèÿ ïîëíûå àóêñåòèêè (ìàòåðèàëû ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì

Ïóàññîíà ïðè ëþáîé îðèåíòàöèè êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû îòíîñèòåëüíî îñè ðàñ-

òÿæåíèÿ) è íåàóêñåòèêè (ìàòåðèàëû ñ ïîëîæèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà

ïðè ëþáîé îðèåíòàöèè êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû îòíîñèòåëüíî îñè ðàñòÿæåíèÿ).

Â [101] âñå êðèñòàëëè÷åñêèå ìàòåðèàëû íà îñíîâå çíàêà êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà

áûëî ïðåäëîæåíî ðàçäåëèòü íà íåàóêñåòèêè, ïîëíûå àóêñåòèêè è ÷àñòè÷íûå àóêñå-

òèêè (ìàòåðèàëû, êîòîðûå ìîãóò èìåòü êàê îòðèöàòåëüíûå, òàê è ïîëîæèòåëüíûå
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çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà â çàâèñèìîñòè îò îðèåíòàöèè êðèñòàëëè÷åñêîé

ñòðóêòóðû).

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ íàáëþäàåòñÿ áóðíûé ðîñò êîëè÷åñòâà òåîðåòè÷å-

ñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ðàáîò ïî èçãîòîâëåíèþ è ïðèìåíåíèþ

ìàòåðèàëîâ è êîíñòðóêöèé ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà [103�109].

Ðèñ. 0.1: Íà ôîòîãðàôèè ïðåäñòàâëåíà ïîëèìåðíàÿ ïåíà ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôè-

öèåíòîì Ïóàññîíà, ðàâíûì −0.6 [110].

Ðèñ. 0.2: Òðåõìåðíàÿ (à) [110] è äâóìåðíàÿ (á) ýëåìåíòàðíûå ÿ÷åéêè àóêñåòè÷åñêèõ

ìàòåðèàëîâ.

Ðèñ. 0.3: Èíäåíòèðîâàíèå íåàóêñåòèêà (à) è àóêñåòèêà (á).

Â [110] âïåðâûå áûëî íàéäåíî ýêñïåðèìåíòàëüíî, ÷òî â ìåòàëëè÷åñêèõ è ïî-

ëèìåðíûõ ïåíàõ êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà îòðèöàòåëåí è äîñòèãàåò −0.7 (ñì. Ðèñ.0.1).

Ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà òàêèõ ìàòåðèàëîâ óñïåøíî ìîäåëèðóåòñÿ òðåõìåðíûì ìíî-

ãîãðàííèêîì ñ âîãíóòûìè ñòåíêàìè (Ðèñ.0.2à). Ïëîñêèé àíàëîã ïîäîáíîé ÿ÷åéêè

ïðèâåäåí íà Ðèñ.0.2á.
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Ðèñ. 0.4: Èçãèá íåàóêñåòè÷åñêîé (à) è àóêñåòè÷åñêîé (á) ïëàñòèí.

Ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà àóêñåòè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ ìîæåò ñóùåñòâåííî îòëè-

÷àòüñÿ îò ñâîéñòâ íåàóêñåòè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ. Ðàçëè÷íî áóäóò ñåáÿ âåñòè íåàóê-

ñåòèêè è àóêñåòèêè ïðè èíäåíòèðîâàíèè (Ðèñ.0.3). Êîãäà íåàóêñåòèê ïîäâåðãàåòñÿ

èíäåíòèðîâàíèþ, òî ïîä èíäåíòîðîì ìàòåðèàë ñæèìàåòñÿ. ×òîáû êîìïåíñèðîâàòü

ýòî ëîêàëüíîå äàâëåíèå ìàòåðèàë íà÷èíàåò ðàñòåêàòüñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî ïðèëî-

æåííîé íàãðóçêå. Äëÿ àóêñåòèêîâ áóäåò íàáëþäàòüñÿ ëîêàëüíîå ñæàòèå ìàòåðèàëà

ïîä èíäåíòîðîì. Òàêèì îáðàçîì, àóêñåòèêè èìåþò áîëåå âûñîêîå ñîïðîòèâëåíèå

èíäåíòèðîâàíèþ ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íûìè ìàòåðèàëàìè. Òàêæå àóêñåòè÷åñêèå è

íåàóêñåòè÷åñêèå ïëàñòèíû âåäóò ñåáÿ ïî ðàçíîìó ïðè èçãèáå, ÷òî âèäíî èç Ðèñ.0.4.

Òàêàÿ ðàçíèöà â ïîâåäåíèè ïðè èçãèáå ìåæäó àóêñåòèêîì è íåàóêñåòèêîì áûëà ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíà ïîêàçàíà â [60] íà ïðèìåðå ìîíîêðèñòàëüíûõ ïëàñòèí èç íèêåëåâîãî

ñïëàâà (àóêñåòèêà) è àëþìèíèåâîãî ñïëàâà Ä16 (íåàóêñåòèêà).

Òâåðäîñòü èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ ïðîïîðöèîíàëüíà 𝐸/(1 − 𝜈2) â ñëó÷àå

ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ [111]. Ïðè óñëîâèè 𝜈 → −1 ñëåäóåò, ÷òî

1 − 𝜈2 → 0. Â èòîãå òâåðäîñòü âîçðàñòàåò ñ óìåíüøåíèåì êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà

ïðè ôèêñèðîâàííîì ìîäóëå Þíãà.

Àóêñåòèêè èìåþò ëó÷øåå ñîïðîòèâëåíèå ê ðàçðóøåíèþ, ÷åì îáû÷íûå ìàòå-

ðèàëû [112,113], è èìåþò íèçêîå ðàñïðîñòðàíåíèå òðåùèí è èì íåîáõîäèìî áîëüøå

ýíåðãèè äëÿ ðàñêðûòèÿ. Êîãäà àóêñåòè÷åñêèå ìàòåðèàëû ðàñòÿãèâàþòñÿ, òî îíè

óâåëè÷èâàþò ñâîè ðàçìåðû (ïðîèñõîäèò óâåëè÷åíèå êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî îáúå-

ìà ýòîãî ìàòåðèàëà). Òàêèì îáðàçîì, âñÿêèé ðàç, êîãäà òðåùèíà îáðàçóåòñÿ, ðàñ-

øèðåíèå ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà áóäåò íàïðàâëåíî íà ¾çàêðûòèå¿ òðåùèíû. Â ðàáî-

òå [112] ýêñïåðèìåíòàëüíî èññëåäîâàëàñü òðåùèíîñòîéêîñòü ïîëèìåðíûõ ÿ÷åèñòûõ

ïåí (re-entrant foams) ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà. Â ðåçóëüòàòå áû-

ëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðî÷íîñòü óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì îáúåìíîãî ñæàòèÿ, ò.å. ñ

óâåëè÷åíèåì ïëîòíîñòè ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà.

Îäíèì èç íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèé àóêñåòè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ ÿâëÿåòñÿ ïî-

ñòðîåíèå ñòåðæíåâûõ ìîäåëåé è ñòðóêòóð [103]. Â 1985 ã. îïóáëèêîâàíà ðàáîòà [114]

ïî ïîñòðîåíèþ ñòåðæíåâîé ìîäåëè ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà. Àâ-

òîð ïðåäëîæèë äâóìåðíóþ ñòåðæíåâóþ ìîäåëü ñ êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà, ðàâ-

íûì −1 (Ðèñ.0.2á). Â 1985 ã. îïóáëèêîâàíà ðàáîòà [115], â êîòîðîé ïðåäëîæåí ìåòîä

ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ óñðåäíåííûõ õàðàêòåðèñòèê ìåëêîÿ÷åå÷íûõ êàðêàñíûõ

êîíñòðóêöèé ïåðèîäè÷åñêîãî ñòðîåíèÿ è ïðåäñòàâëåí êàðêàñ ñ îòðèöàòåëüíûì êî-
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Ðèñ. 0.5: Àóêñåòè÷åñêèå ñîòîâûå (à) è õèðàëüíûå (á) ñòðóêòóðû.

ýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà. Â ðàáîòå [116] àâòîðàìè ïðîàíàëèçèðîâàíû ìåõàíè÷åñêèå

ñâîéñòâà äâóìåðíûõ ÿ÷åèñòûõ ìàòåðèàëîâ, è ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðå-

çóëüòàòîâ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè. Äëÿ äâóìåðíîé ìîäåëè, ñäåëàííîé èç ðåçèí, îáíà-

ðóæåí îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà. Äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèÿ àóêñåòè-

÷åñêèõ êîíñòðóêöèé ïîçâîëèëî ñîçäàòü ðàçëè÷íûå ìåòàìàòåðèàëû â îñíîâå êîòîðûõ

èñïîëüçóþòñÿ ñîòîâûå è õèðàëüíûå ñòðóêòóðû (Ðèñ.0.5) è äð.

Ñëåäóþùèì íàïðàâëåíèåì èçó÷åíèÿ àóêñåòèêîâ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå êîìïî-

çèòîâ ñ ýôôåêòèâíûì îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà. Àóêñåòè÷åñêèå

ñâîéñòâà êîìïîçèòîâ ìîãóò ïîëó÷àòüñÿ çà ñ÷åò íåàóêñåòè÷åñêèõ âêëþ÷åíèé, íàïðè-

ìåð, àðìèðîâàíèåì êîñîóãîëüíîé óêëàäêîé âîëîêîí [117]. Ê ýòîìó òèïó àóêñåòè-

÷åñêèõ êîìïîçèòîâ îòíîñÿòñÿ òàêæå ëàìèíàòû ïðè êîñîóãîëüíîì íàëîæåíèè ñëî-

åâ [118, 119]. Äðóãîé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ êîìïîçèòîâ ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåí-

òîì Ïóàññîíà ïðåäëîæåí â ðàáîòàõ [120,121], ãäå àóêñåòè÷íîñòü äîñòèãàëàñü çà ñ÷åò

æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ (ñòåðæíåâûõ êîíñòðóêöèé [120], çâåçäîîáðàçíûõ ôîðì [121])

è ïîäàòëèâîé ìàòðèöû.

Ñòàòüè [122�127] èíèöèèðîâàëè èçó÷åíèå ðîëè àóêñåòèêîâ â ñëîèñòûõ êîì-

ïîçèòàõ, â êîòîðûõ óïðóãîå ïîâåäåíèå ñòàíîâèòñÿ ðàçíîîáðàçíåå. Ðàñòÿæåíèå äâóõ-

ñëîéíûõ ïëàñòèí îáñóæäàëîñü ïðåæäå âñåãî. Ïðîâåäåíî àíàëèòè÷åñêîå è ÷èñëåííîå

èññëåäîâàíèå ïëîñêîãî ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí èçîòðîï-

íûõ ìàòåðèàëîâ [126]. Â ýòîé ðàáîòå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íàèáîëåå ñóùåñòâåííîå

îòêëîíåíèå îò ïðåäñêàçàíèÿ ïðàâèëà ñìåñè áûëî äëÿ àóêñåòèêî-íåàóêñåòè÷åñêèõ

ïëàñòèí. Àíàëèç ýôôåêòèâíîãî ïðîäîëüíîãî ìîäóëÿ Þíãà èçîòðîïíûõ äâóõñëîé-

íûõ ïëàñòèí áûë ïðîâåäåí â [125]. Áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî ïëàñòèíû, ñîñòîÿùèå èç

÷åðåäóþùèõñÿ àóêñåòè÷åñêèõ è íåàóêòè÷åñêèõ ñëîåâ, äåìîíñòðèðóþò ýôôåêòèâíûé

ïîïåðå÷íûé ìîäóëü Þíãà, êîòîðûé íå òîëüêî ïðåâîñõîäèò îáðàòíîå ïðàâèëî ñìå-

ñåé, íî òàêæå ïðåâîñõîäèò ïðÿìîå ïðàâèëî ñìåñåé. Ýòè ðåçóëüòàòû ïîäòâåðæäà-
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þòñÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñëîèñòûõ êîìïîçèòîâ ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ ñëî-

ÿìè ñ îòðèöàòåëüíûìè è ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè Ïóàññîíà [123, 124].

Â [127] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýôôåêòèâíûé ïîïåðå÷íûé ìîäóëü Þíãà äëÿ àóêñåòèêî-

íåàóêòè÷åñêîé ïëàñòèíû íå òîëüêî ïðåâîñõîäèò ïðàâèëî ñìåñåé, íî òàêæå ìîæåò

ïðåâûøàòü ìîäóëü áîëåå æåñòêîãî ñëîÿ.

Â [128] ñëîèñòûé êîìïîçèò áûë ïðåäñòàâëåí êàê âíåøíèå ñëîè èç æåñòêîãî

íåàóêñåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà è îïòèìèçèðóåìîãî äâóõôàçíîãî ñðåäíåãî ñëîÿ ñ àóêñå-

òèêàìè è äàí ÷èñëåííûé àíàëèç. Â [129] èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â

ñî÷åòàíèè ñ àëãîðèòìîì îïòèìèçàöèè òðåõñëîéíûõ ïëàñòèí ñ äâóõôàçíûì ñåðäå÷-

íèêîì è òîíêèìè íàðóæíûìè ñëîÿìè èç òâåðäûõ ìàòåðèàëîâ. Íàéäåíî, ÷òî êîìïî-

çèòíàÿ ñòðóêòóðà ìîæåò îáíàðóæèâàòü îòðèöàòåëüíûé ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò

Ïóàññîíà äàæå åñëè âñå åå ñîñòàâëÿþùèå õàðàêòåðèçóþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè çíà-

÷åíèÿìè êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà. Â ñòàòüå [130] äëÿ èçó÷åíèÿ êîàêñèàëüíûõ öè-

ëèíäðè÷åñêèõ àóêñåòè÷åñêèõ êîìïîçèòîâ èç èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ èñïîëüçîâàëñÿ

ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Êîìïîçèò áûë ïðåäñòàâëåí òðåìÿ ñëîÿìè, äâà èç êîòî-

ðûõ èçãîòîâëåíû èç îäíîãî ìàòåðèàëà, à òðåòèé - èç äðóãîãî. Âåëè÷èíà îòíîøåíèé

ìîäóëåé Þíãà ðàçíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñèëüíî âëèÿëà íà ýôôåêòèâíûå ìåõàíè÷å-

ñêèå ñâîéñòâà êîìïîçèòà. Èçìåíåíèå ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà îòëè÷àëîñü îò

èçìåíåíèÿ ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà. Ðàçëè÷èå îêàçûâàëîñü ñèëüíåå

äëÿ êîìïîçèòîâ àóêñåòèê-íåàóêñåòèê. Ðàçíîîáðàçèå ïîâåäåíèÿ ñëîèñòûõ êîìïîçè-

òîâ óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ ê êðèñòàëëàì, êîòîðûå

õàðàêòåðèçóþòñÿ ðåàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì àóêñåòèêîâ, ÷òî îòðàæåíî â Ãëàâå 3.

Àóêñåòè÷åñêèå ìàòåðèàëû ìîãóò íàéòè øèðîêîå ïðèìåíåíèå. Èç íèõ ìîæíî

èçãîòàâëèâàòü ìåäèöèíñêèå ñòåíòû [131, 132], ãâîçäè [133], ôèëüòðû [134, 135], òåê-

ñòèëüíûå èçäåëèÿ [136,137], ñïîðòèâíûé èíâåíòàðü [138], ýëåìåíòû ìåáåëè [139].

Углеродные и неуглеродные нано/микротрубки

Ðèñ. 0.6: Ïåðâûå ôîòîãðàôèè óãëåðîäíûõ íàíîòðóáîê ñ äèàìåòðîì ïîðÿäêà 100 íì

[140] (à), ôîòîãðàôèè óãëåðîäíûõ íàíîòðóáîê ñ äâóìÿ, ïÿòüþ è ñåìüþ ñëîÿìè [141]

(á) è ôîòîãðàôèÿ óãëåðîäíîãî ìèêðîóñà [142] (â).
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Âïåðâûå íàíîòðóáêè áûëè ïîëó÷åíû â 1952 ã. [140]. Â ýòîé ðàáîòå Ë.Â. Ðà-

äóøêåâè÷ è Â.Ì. Ëóêüÿíîâè÷ ñîîáùàëè îá ýëåêòðîííî-ìèêðîñêîïè÷åñêîì íàáëþ-

äåíèè ïîëûõ âîëîêîí äèàìåòðîì ïîðÿäêà 100 íì, ïîëó÷åííûõ ïðè òåðìè÷åñêîì

ðàçëîæåíèè îêèñè óãëåðîäà íà æåëåçíîì êàòàëèçàòîðå (Ðèñ.0.6à). Øèðîêîå èññëå-

äîâàíèå óãëåðîäíûõ íàíîòðóáîê íà÷àëîñü ñ èõ íàáëþäåíèÿ â 1991 ã. [141] (Ðèñ.0.6á)

è íåóãëåðîäíûõ íàíîòðóáîê ïîñëå îòêðûòèÿ â 1992 ã. � WS2 íàíîòðóáîê [143], â

1993ã. � MoS2 íàíîòðóáîê [144], â 1995ã. � BN íàíîòðóáîê [145]. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ

ñèíòåçèðîâàíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî íåóãëåðîäíûõ íàíîòðóáîê. Ñðåäè íèõ øèðîêî

ïðåäñòàâëåíû íàíîòðóáêè èç ìåòàëëîâ, ìåòàëë-äèõàëüêîãåíèäîâ, îêèñëîâ ìåòàë-

ëîâ [146�149] è äð.

Ðàçëè÷íûìè ðîñòîâûìè òåõíîëîãèÿìè ñîçäàíî áîëåå íåñêîëüêèõ ñîòåí íåóã-

ëåðîäíûõ íàíîòðóáîê. Ïåðñïåêòèâíî ñîçäàíèå íàíîòðóáîê ñ êîíòðîëèðóåìûìè ïà-

ðàìåòðàìè èç äðóãèõ íàíîñòðóêòóð, íàïðèìåð, íà îñíîâå òîíêèõ ãåòåðîïëåíîê íà

ïîäëîæêàõ. Íàíîòðóáêè ìîãóò îáðàçîâûâàòüñÿ èç ìîëåêóëÿðíî òîíêèõ ãåòåðîïëå-

íîê, â ÷àñòíîñòè, èõ ñïîíòàííûì ñâîðà÷èâàíèåì ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííèõ íàïðÿ-

æåíèé. Ìíîãî ðàçëè÷íûõ íàíîñòðóêòóð îáðàçîâàíî òàêèì çàêðó÷èâàíèåì áèïëåíîê

èç ïîëóïðîâîäíèêîâ, ìåòàëëîâ è äèýëåêòðèêîâ, âûðàùåííûõ ïåðâîíà÷àëüíî ìåòî-

äîì ìîëåêóëÿðíî-ëó÷åâîé ýïèòàêñèè ñ ïîñëåäóþùèì èñïîëüçîâàíèåì ñåëåêòèâíî-

ãî òðàâëåíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ æåðòâåííûõ ñëîåâ (ñì., íàïðèìåð [150�155]). Òàêæå

óñïåøíî ðåàëèçîâàíî çàêðó÷èâàíèå â ìèêðî- è íàíîòðóáêè ¾îäíîàòîìíûõ¿ ïëåíîê,

îáÿçàííîå áîëüøèì ãðàäèåíòàì íàïðÿæåíèé â íèõ [156].

Ðîäñòâåííûì íàíîòðóáêàì îáúåêòîì ÿâëÿþòñÿ ìèêðîóñû è íàíîïðîâîëêè.

Äëèííûå òîíêèå íèòè èññëåäîâàëèñü åùå äî îòêðûòèÿ íàíîòðóáîê. Ó íåêîòîðûõ

òàêèõ íèòåé, ïîëó÷àåìûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì êàòàëèçàòîðà, áûëî òàêæå îáíàðóæå-

íî òðóá÷àòîå ñòðîåíèå [142, 147, 157�159]. Íàïðèìåð, íà Ðèñ.0.6â ïðèâåäåí ñíèìîê

óãëåðîäíîãî ìèêðîóñà ñ òðóá÷àòûì ñòðîåíèåì èç [142].

Ñ ìîìåíòà îòêðûòèÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê ñòàë âîïðîñ î ìîäåëÿõ îïèñûâàþ-

ùèõ ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà è îá îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè òåîðèè óïðóãîñòè ê èõ îïè-

ñàíèþ. Â ðàçíûõ ðàáîòàõ ê íàíîòðóáêàì ïðèìåíÿþò ìîäåëè ñòåðæíÿ èëè îáîëî÷-

êè [148,160]. Äðóãîé âàæíîé ìîäåëüþ íàíî/ìèêðîòðóáîê ìîæåò áûòü ìîäåëü ïîëîãî

ñòåðæíÿ, îáëàäàþùåãî öèëèíäðè÷åñêîé àíèçîòðîïèåé. Ñòåðæíè ñ öèëèíäðè÷åñêîé

àíèçîòðîïèåé ðàññìàòðèâàë åùå Ñåí-Âåíàí. Øèðîêîå ðàçâèòèå òåîðèè ñòåðæíåé

ñ öèëèíäðè÷åñêîé àíèçîòðîïèåé ïîëó÷èëà â ðàáîòàõ Ñ.Ã. Ëåõíèöêîãî, ÷òî íàøëî

îòðàæåíèå â åãî ìîíîãðàôèè [161]. Âïåðâûå ìîäåëü ñòåðæíÿ ñ êðèâîëèíåéíîé öè-

ëèíäðè÷åñêîé àíèçîòðîïèåé äëÿ îïèñàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìíîãîñëîéíûõ óã-

ëåðîäíûõ íàíîòðóáîê áûëà ïðèìåíåíà â ðàáîòàõ Â.À. Ãîðîäöîâà è Ä.Ñ. Ëèñîâåí-

êî [26�28] (ñì. Ãëàâó 2).

Эффект Пойнтинга

Õîðîøî èçâåñòíûé ýôôåêò Ïîéíòèíãà äëÿ èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ ÿâëÿåòñÿ

ýôôåêòîì âòîðîãî ïîðÿäêà. Áîëåå ñòà ëåò íàçàä Äæ.Ã. Ïîéíòèíãîì áûëî óñòàíîâ-
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ëåíî, ÷òî äëèíû ðàçëè÷íûõ ïðîâîëîê óâåëè÷èâàþòñÿ ïðè èõ óïðóãîì êðó÷åíèè, è

óäëèíåíèå ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó óãëà êðó÷åíèÿ [162,163]. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ

óïðóãîñòè èçîòðîïíûõ ñðåä õîðîøî ïîäòâåðæäàåò òàêîé ýôôåêò [164�169]). Â Ãëàâå

2 áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ëèíåéíî-óïðóãèõ àíèçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ âîçìî-

æåí ëèíåéíûé ýôôåêò Ïîéíòèíãà (ýôôåêò ïåðâîãî ïîðÿäêà).

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà îïèñàíèè ìåõàíè÷åñêèõ

ñâîéñòâ êðèñòàëëîâ è íàíî/ìèêðîòðóáîê â ðàìêàõ òåîðèè óïðóãîñòè àíèçîòðîïíîãî

òåëà, ïðèãîäíîé äëÿ ìàñøòàáîâ ïðåâîñõîäÿùèõ íàíîìåòðû, ñóùåñòâåííî ïðåâîñõî-

äÿùèõ àòîìíûå ðàçìåðû.

Научную новизну диссертации ñîñòàâëÿþò ñëåäóþùèå ïîëîæåíèÿ, âû-

íîñèìûå íà çàùèòó:

Âûÿâëåíî ñâûøå 450 êðèñòàëëè÷åñêèõ àóêñåòèêîâ ñðåäè 2000 êðèñòàëëîâ,

ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå î êîòîðûõ ñîáðàíû â ýíöèêëîïåäè÷åñêîì ñïðàâî÷íèêå

Ëàíäîëò-Áåðíñòàéíà (òîì 29à). Ïðåäëîæåíû êëàññèôèêàöèîííûå ñõåìû äëÿ àóêñå-

òèêîâ èç êóáè÷åñêèõ è ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ äëÿ ïîèñêà

êðèñòàëëè÷åñêèõ àóêñåòèêîâ è àóêñåòèêîâ â ñðåäíåì.

Ðàçâèòà àíàëèòè÷åñêàÿ ìîäåëü öèëèíäðè÷åñêè àíèçîòðîïíûõ íàíî/ìèêðî-

òðóáîê èç êðèñòàëëîâ ðàçëè÷íûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ñèñòåì äëÿ îïèñàíèÿ äåôîðìà-

öèé ðàñòÿæåíèÿ è êðó÷åíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî áîëåå 1000 íàíî/ìèêðîòðóáîê ïðîÿâ-

ëÿþò àóêñåòè÷åñêèå ñâîéñòâà.

Âïåðâûå óñòàíîâëåí ëèíåéíûé ïðÿìîé è îáðàòíûé ýôôåêò Ïîéíòèíãà äëÿ

õèðàëüíûõ íàíî/ìèêðîòðóáîê.

Ðåøåíû çàäà÷è ðàñòÿæåíèÿ ñëîèñòûõ ïëàñòèí è ñëîèñòûõ íàíî/ìèêðîòðó-

áîê, êîìïîçèòîâ èç àóêñåòèêîâ è íåàóêñåòèêîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ òàêèõ êîìïîçèòîâ

íàðóøàåòñÿ ïðàâèëî ñìåñåé, à ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà è êîýôôèöèåíò Ïóàññî-

íà ìîãóò äàæå ïðåâîñõîäèòü ìîäóëè Þíãà è êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà èñõîäíûõ

êðèñòàëëîâ.

Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïîâåðõíîñòíûõ âîëí Ðåëåÿ è Ëÿâà äëÿ èçî-

òðîïíûõ ìàòåðèàëîâ ñ ïîëîæèòåëüíûì è îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà.

Âûÿâëåíû àóêñåòèêè ñðåäè íîâûõ ôóëëåðèòîâ è óãëåðîäíûõ àëìàçîïîäîáíûõ

ìàòåðèàëîâ.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðåäñòàâëÿþò òåîðåòè÷åñêèé è ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ äëÿ

ìåõàíèêè, êðèñòàëëîãðàôèè è ìàòåðèàëîâåäåíèÿ, è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè

ïðîåêòèðîâàíèè è ðàçðàáîòêå íàíî- è ìèêðîñòðóêòóðíûõ êîíñòðóêöèé.

Â Главе 1 àíàëèçèðóþòñÿ îñîáåííîñòè ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ êðèñòàëëîâ ñ

êóáè÷åñêîé, ãåêñàãîíàëüíîé, ðîìáîýäðè÷åñêîé, òåòðàãîíàëüíîé è îðòîðîìáè÷åñêîé

àíèçîòðîïèåé. Ïðîâîäèòñÿ àíàëèç çàäà÷è ðàñòÿæåíèÿ óñîâ ðàçëè÷íûõ êðèñòàëëè-

÷åñêèõ ñèñòåì. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ àíàëèçó îòðèöàòåëüíîãî êîýôôèöèåíòà

Ïóàññîíà óñîâ. Âûÿâëåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìîíîêðèñòàëëîâ-àóêñåòèêîâ. Ïðèâî-

äÿòñÿ êëàññèôèêàöèîííûå ñõåìû, íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ íàõîæ-
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äåíèÿ àóêñåòèêîâ.

Â Главе 2 äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ íàíî/ìèêðî-

òðóáîê èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü òðóáêè ñ öèëèíäðè÷åñêîé àíèçîòðîïèåé è ïðèáëèæå-

íèÿ Ñåí-Âåíàíà. Îïðåäåëåíû óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè (ìîäóëü Þíãà, êîýôôèöè-

åíò Ïóàññîíà è êðóòèëüíàÿ æåñòêîñòü) äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê ñ êóáè÷åñêîé, ãåê-

ñàãîíàëüíîé, ðîìáîýäðè÷åñêîé, òåòðàãîíàëüíîé è îðòîðîìáè÷åñêîé àíèçîòðîïèåé.

Âïåðâûå ïðîàíàëèçèðîâàí äëÿ òàêèõ òðóáîê ëèíåéíûé ýôôåêò Ïîéíòèíãà.

Â Главе 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñòÿæåíèå äâóõñëîéíûõ è òðåõñëîéíûõ ïëà-

ñòèíîê èç êóáè÷åñêèõ è ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè â

ñëîèñòûõ êîìïîçèòàõ àóêñåòè÷åñêîãî ñëîÿ íàðóøàåòñÿ ïðàâèëî ñìåñåé, à òàêæå ýô-

ôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà è ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ìîæåò áûòü áîëü-

øå ìîäóëåé Þíãà è êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà èñõîäíûõ ìàòåðèàëîâ. Äàí ñðàâíè-

òåëüíûé àíàëèç ïðîäîëüíîãî ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà â çàâèñèìîñòè

îò âèäà íàãðóçêè (ðàñòÿæåíèå è èçãèá) äëÿ òðåõñëîéíûõ ïëàñòèíîê èç êóáè÷åñêèõ

êðèñòàëëîâ.

Â Главе 4 ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïîâåðõíîñòíûõ âîëí Ðåëåÿ è Ëÿ-

âà äëÿ ìàòåðèàëîâ ñ îòðèöàòåëüíûì è ïîëîæèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà

èçîòðîïíûõ ñðåä.

Â Главе 5 ðàññìàòðèâàþòñÿ óïðóãèå ñâîéñòâà ôóëëåðèòîâ è óãëåðîäíûõ àë-

ìàçîïîäîáíûõ ìàòåðèàëîâ. Ñðåäè ýòèõ óãëåðîäíûõ ìàòåðèàëîâ âûÿâëåíû àóêñåòè-

êè.

ÂПриложении ïðèâåäåíû ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê

êðèñòàëëîâ ðàçëè÷íûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ñèñòåì è çíà÷åíèÿ óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê

íàíî/ìèêðîòðóáîê. Òàêæå äàþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ïî èçó÷åíèþ àóêñå-

òè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ÿ÷åèñòûõ êîíñòðóêöèé.

Результаты диссертации áûëè ïðåäñòàâëåíû íà ìåæäóíàðîäíûõ è âñåðîñ-

ñèéñêèõ êîíôåðåíöèÿõ: Âñåðîññèéñêèé ñúåçä ïî ôóíäàìåíòàëüíûì ïðîáëåìàì òåî-

ðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè (2011 - Í. Íîâãîðîä, 2015 - Êàçàíü), International

Conference Auxetics and other materials and models with ¾negative¿ characteristics and

International Workshop Auxetics and related systems ¾Auxetics¿ (2011 - Ïîëüøà, 2014

- Ïîëüøà, 2015 - Ìàëüòà, 2016 - Ïîëüøà, 2017 - Ãðåöèÿ), Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôå-

ðåíöèÿ ¾Äåôîðìàöèÿ è ðàçðóøåíèå ìàòåðèàëîâ è íàíîìàòåðèàëîâ − DFMN¿ (2011,

2013, 2015, 2017 ãã. - Ìîñêâà), Conference on Functional and Nanostructured Materials

¾FNMA'12¿ (2012 - Ãðåöèÿ), International Conference on Nanostructured Materials

¾NANO-2014¿ (2012 - Ìîñêâà), The International Conference on Crystal Growth and

Epitaxy ¾ICCGE-18¿ (2016 - ßïîíèÿ), Íàó÷íûå ÷òåíèÿ èì. ÷ëåí-êîðð. ÀÍ ÑÑÑÐ

È.À. Îäèíãà ¾Ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ñîâðåìåííûõ êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ¿

(2016 - Ìîñêâà), Ïåðâûé Ðîññèéñêèé êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèé êîíãðåññ ¾Îò êîí-

âåðãåíöèè íàóê ê ïðèðîäîïîäîáíûì òåõíîëîãèÿì¿ (2016 - Ìîñêâà), International

Conference on Topical Problems of Continuum Mechanics (2017 - Àðìåíèÿ).
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè äîëîæåíû íà ñåìèíàðàõ:

1) Ñåìèíàð ïî ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû èì. Ë.À. Ãàëèíà (ðóêîâîäèòåëè:

àêàäåìèê È.Ã. Ãîðÿ÷åâà è Þ.Í. Ðàäàåâ, ÈÏÌåõ ÐÀÍ).

2) Ñåìèíàð ïî ìåõàíèêå ñèñòåì (ðóêîâîäèòåëè: àêàäåìèê Â.Ô. Æóðàâëåâ è

àêàäåìèê Ä.Ì. Êëèìîâ, ÈÏÌåõ ÐÀÍ).

3) Ñåìèíàð ïî ïðîáëåìàì ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû (ðóêîâîäèòåëè:

Ñ.Â. Íåñòåðîâ è ïðîôåññîð ÐÀÍ Ä.Â. Ãåîðãèåâñêèé, ÈÏÌåõ ÐÀÍ).

4) Ñåìèíàð ïî ìåõàíèêå ïðî÷íîñòè è ðàçðóøåíèÿ ìàòåðèàëîâ è êîíñòðóêöèé

(ðóêîâîäèòåëè: Ñ.Â. Êóçíåöîâ è Å.È. Øèôðèí, ÈÏÌåõ ÐÀÍ).

5) Ñåìèíàð ïî ìåõàíè÷åñêèì ñâîéñòâàì êðèñòàëëîâ (ðóêîâîäèòåëü: Â.È. Àëü-

øèö, ÔÍÈÖ ¾Êðèñòàëëîãðàôèÿ è ôîòîíèêà¿ ÐÀÍ).



Глава 1.

Кристаллические ауксетики

1.1. Продольное растяжение кристаллических стерж-

ней [1, 2]

Ìàëûå óïðóãèå äåôîðìàöèè àíèçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ õàðàêòåðèçóåòñÿ ëè-

íåéíîé ñâÿçüþ ìåæäó òåíçîðîì äåôîðìàöèé 𝜀𝑖𝑗 è òåíçîðîì íàïðÿæåíèé 𝜎𝑖𝑗 (çàêîíîì

Ãóêà)

𝜎𝑖𝑗 = 𝑐𝑖𝑗𝛼𝛽𝜀𝛼𝛽, 𝜀𝑖𝑗 = 𝑠𝑖𝑗𝛼𝛽𝜎𝛼𝛽

ñ òåíçîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè æåñòêîñòè 𝑐𝑖𝑗𝛼𝛽 è êîýôôèöèåíòàìè ïîäàòëèâîñòè

𝑠𝑖𝑗𝛼𝛽 (â äàëüíåéøåì îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî êîýôôèöèåíòàìè ïîäàòëèâîñòè è âòîðîé

ôîðìîé çàïèñè çàêîíà Ãóêà ñîîòâåòñòâåííî). Ïðè ýòîì äëÿ ëþáûõ óïðóãèõ ñðåä

ñïðàâåäëèâû ñâîéñòâà ñèììåòðèè òåíçîðíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè

𝑠𝑖𝑗𝛼𝛽 = 𝑠𝑗𝑖𝛼𝛽 = 𝑠𝛼𝛽𝑖𝑗.

Óäîáíîé àëüòåðíàòèâíîé ôîðìîé çàïèñè çàêîíà Ãóêà ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íàÿ,

ïðè ïåðåõîäå ê êîòîðîé îò òåíçîðíîé îáúåäèíÿþòñÿ ïàðû èíäåêñîâ ïî ïðàâèëó ñî-

îòâåòñòâèÿ

(𝑖𝑗) 11 22 33 23, 32 13, 31 12, 21

(𝑛) 1 2 3 4 5 6

Øåñòåðêè òåíçîðíûõ êîìïîíåíò 𝜀𝑖𝑗, 𝜎𝛼𝛽 çàìåíÿþòñÿ íà øåñòèêîìïîíåíòíûå ñòîëá-

öû ýëåìåíòîâ 𝜀𝑛, 𝜎𝑛, à ïåðåõîä ê ìàòðèöå êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè ïðîèçâîäèò-

ñÿ ïî ïðàâèëó 2𝑝𝑠𝑖𝑗𝛼𝛽 → 𝑠𝑚𝑛. ×èñëî 𝑝 îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì èíäåêñîâ â ïàðå 𝑚,𝑛,

ïðåâîñõîäÿùèõ òðîéêó. Ïîñëå ýòîãî çàêîí Ãóêà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ìàòðè÷íîãî

ñîîòíîøåíèÿ [170,171]

𝜀𝑚 = 𝑠𝑚𝑛𝜎𝑛.

18
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Ïðè îäíîîñíîì äåôîðìèðîâàíèè ìîíîêðèñòàëëè÷åñêîãî ñòåðæíÿ (ïðè ïðî-

äîëüíîì ðàñòÿæåíèè â íàïðàâëåíèè îñåâîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà n) êîìïîíåíòû

òåíçîðà íàïðÿæåíèé ïðîïîðöèîíàëüíû ñèëå 𝑃 , äåéñòâóþùåé íà åäèíèöó ïëîùà-

äè îñíîâàíèé ñòåðæíÿ, è ïðîèçâåäåíèþ êîìïîíåíò âåêòîðà îðèåíòàöèè ñòåðæíÿ:

𝜎𝑖𝑗 = 𝑃𝑛𝑖𝑛𝑗. Äëÿ ñêàëÿðíîé õàðàêòåðèñòèêè îòíîñèòåëüíîãî ïðîäîëüíîãî óäëèíå-

íèÿ ñòåðæíÿ ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ èìååì 𝜀𝛼𝛽𝑛𝛼𝑛𝛽 [50, 170]. Îïðåäåëÿÿ ìîäóëü

Þíãà 𝐸 êàê îòíîøåíèå ðàñòÿãèâàþùåé ñèëû ê îòíîñèòåëüíîìó óäëèíåíèþ ñòåðæ-

íÿ, íàõîäèì

𝐸−1(n) = 𝑠𝑖𝑗𝛼𝛽𝑛𝑖𝑛𝑗𝑛𝛼𝑛𝛽. (1.1)

Îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ ñòåðæíÿ â ïîïåðå÷íîì íàïðàâ-

ëåíèè (â íàïðàâëåíèè åäèíè÷íîãî âåêòîðà m, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî îñè ñòåðæíÿ n)

îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì 𝜀𝛼𝛽𝑚𝛼𝑚𝛽 = 𝑃𝑠𝑖𝑗𝛼𝛽𝑛𝑖𝑛𝑗𝑚𝛼𝑚𝛽. Ïîíèìàÿ ïîä êîýôôèöèåí-

òîì Ïóàññîíà 𝜈 îòíîøåíèå îòíîñèòåëüíûõ èçìåíåíèé ïîïåðå÷íûõ ðàçìåðîâ è äëèíû

ñòåðæíÿ ñ îáðàòíûì çíàêîì, ïîëó÷èì

𝜈(n,m) = −𝐸 (n) 𝑠𝑖𝑗𝛼𝛽𝑛𝑖𝑛𝑗𝑚𝛼𝑚𝛽. (1.2)

Äëÿ êðèñòàëëîâ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ äàëåå ñèñòåì, çà èñêëþ÷åíèåì ãåêñà-

ãîíàëüíûõ è ðîìáîýäðè÷åñêèõ, áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò

ñ êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèìè îñÿìè íàèáîëüøåé ñèììåòðèè (ñ ãëàâíîé îñüþ â íàïðàâ-

ëåíèè 3). Â óêàçàííûõ èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ âìåñòî íåîðòîãîíàëüíûõ êðèñòàë-

ëîãðàôè÷åñêèõ îñåé òàêæå èñïîëüçóåì äåêàðòîâû êîîðäèíàòíûå îñè ñ âûñîêîñèì-

ìåòðè÷íûìè íàïðàâëåíèÿìè 1 è 3 (ïî-ïðåæíåìó ãëàâíîé îñè) è îðòîãîíàëüíûì ê

íèì íàïðàâëåíèåì 2 (êðèñòàëëîôèçè÷åñêèå îñè ñîãëàñíî [170]).

Ïîìèìî ïàðàìåòðèçàöèè åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ n, m ÷àñòî èñïîëüçóþò ïàðà-

ìåòðèçàöèþ óãëîâ Ýéëåðà 𝜙, 𝜃, 𝜓. Íèæå áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü ïîâîðîòîâ êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò

⎛⎜⎝ cos𝜙 sin𝜙 0

− sin𝜙 cos𝜙 0

0 0 1

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ 1 0 0

0 cos 𝜃 sin 𝜃

0 − sin 𝜃 cos 𝜃

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ cos𝜓 sin𝜓 0

− sin𝜓 cos𝜓 0

0 0 1

⎞⎟⎠ .

Òîãäà åäèíè÷íûå âåêòîðà n, m ìîãóò áûòü çàïèñàíû ÷åðåç óãëû Ýéëåðà 𝜙,

𝜃, 𝜓 â âèäå

n =

⎛⎜⎝ sin𝜙 sin 𝜃

− cos𝜙 sin 𝜃

cos 𝜃

⎞⎟⎠ , (1.3)

m =

⎛⎜⎝ − sin𝜙 cos 𝜃 cos𝜓 − cos𝜙 sin𝜓

cos𝜙 cos 𝜃 cos𝜓 − sin𝜙 sin𝜓

sin 𝜃 cos𝜓

⎞⎟⎠ . (1.4)
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Äëÿ êîìïîíåíò ýòèõ åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ ñïðàâåäëèâû îãðàíè÷åíèÿ

𝑛2
1 + 𝑛2

2 + 𝑛2
3 = 1, 𝑚2

1 +𝑚2
2 +𝑚2

3 = 1, 𝑛1𝑚1 + 𝑛2𝑚2 + 𝑛3𝑚3 = 0.

Â ýòîé ãëàâå ñíà÷àëà áóäóò ðàññìîòðåíû ÷àñòíûå îðèåíòàöèè ðàñòÿãèâàå-

ìûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ îáðàçöîâ, îïèñûâàåìûõ îäíèì óãëîì ïîâîðîòà îòíîñèòåëüíî

êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèõ îñåé:

1) íàïðàâëåíèÿ m(1) = (1, 0, 0), m(2) = (0,− sin 𝜃, cos 𝜃), n = (0, − sin 𝜃, cos 𝜃)

ñ ãëàâíîé êðèñòàëëîôèçè÷åñêîé îñüþ (0,0,1) è óãëîì ïîâîðîòà 𝜃 îò ãëàâíîé îñè â

ïëîñêîñòè 23;

2) íàïðàâëåíèÿ m(1) = (0, 1, 0), m(2) = (− cos𝜙, 0, sin𝜙), n = (sin𝜙, 0, cos𝜙) è

óãëîì ïîâîðîòà 𝜙 îò ãëàâíîé îñè â ïëîñêîñòè 13;

3) íàïðàâëåíèÿ m(1) = (0, 0, 1), m(2) = (sin𝜓,− cos𝜓, 0), n = (cos𝜓, sin𝜓, 0) è

óãëîì ïîâîðîòà 𝜓 îò ãëàâíîé îñè â ïëîñêîñòè 12;

4) íàïðàâëåíèÿ m(1) = 1/
√

6(1, 1,−2), m(2) = 1/
√

2(−1, 1, 0), n = 1/
√

3(1, 1, 1)

äëÿ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ. Íàïðàâëåíèå n ñîîòâåòñòâóåò êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîìó

íàïðàâëåíèþ [111].

Çàòåì â äàííîé ãëàâå áóäóò ïðîàíàëèçèðîâàíû ñëó÷àè ïðîèçâîëüíûõ îðèåí-

òàöèé ìîíîêðèñòàëëîâ.

Ðèñ. 1.1: Îðèåíòàöèÿ ðàñòÿãèâàåìîãî êðèñòàëëè÷åñêîãî îáðàçöà, îïèñûâàåìàÿ îä-

íèì óãëîì ïîâîðîòà îò ãëàâíîé îñè 𝜃 â ïëîñêîñòè 23.

Ïðîâåäåì àíàëèç ÷àñòíîé îðèåíòàöèè 1), êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ îäíèì óãëîì

ïîâîðîòà îò ãëàâíîé îñè 𝜃 â ïëîñêîñòè 23 (Ðèñ.1.1). Òåì ñàìûì îðèåíòàöèÿ ìîíîêðè-

ñòàëëà áóäåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì âèäà n = (0, − sin 𝜃, cos 𝜃)𝑇

(çäåñü è äàëåå èñïîëüçóåòñÿ çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ 𝑇 , ïðåâðàùàþùåãî ñòðîêó â
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ñòîëáåö). Òîãäà ïîïåðå÷íûå íàïðàâëåíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ äðóãèì åäèíè÷íûì âåê-

òîðîì m = (cos𝜓, cos 𝜃 sin𝜓, sin 𝜃 sin𝜓)𝑇 ñ äîïîëíèòåëüíûì óãëîì 𝜓, îòñ÷èòûâàå-

ìûì îò îñè 1 â ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé îñè ñòåðæíÿ. Ïðè òàêîì íàáîðå óãëîâûõ

ïåðåìåííûõ ìîäóëü Þíãà áóäåò çàâèñåòü îò óãëà 𝜃 â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.1)

1

𝐸 (𝜃)
= 𝑠22 sin4 𝜃 + 𝑠33 cos4 𝜃 + (𝑠44 + 2𝑠23)

sin2 2𝜃

4
−

−
(︀
𝑠24 sin2 𝜃 + 𝑠34 cos2 𝜃

)︀
sin 2𝜃,

(1.5)

à êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïî êîìïîíåíòàì ïîïåðå÷íîãî âåêòîðà m äëÿ êîýôôèöèåíòà

Ïóàññîíà (1.2) ïðèâîäèòñÿ ê êâàäðàòè÷íîé ôîðìå ïî sin𝜓 è cos𝜓

𝜈 (𝜃, 𝜓) = 𝜈(1) (𝜃) cos2 𝜓 + 𝜈(2) (𝜃) sin2 𝜓 + 𝜇 (𝜃) sin𝜓 cos𝜓, (1.6)

−
𝜈(1) (𝜃)

𝐸 (𝜃)
= 𝑠12 sin2 𝜃 + 𝑠13 cos2 𝜃 − 𝑠14 sin 𝜃 cos 𝜃, (1.7)

−
𝜈(2) (𝜃)

𝐸 (𝜃)
= 𝑠23 + 0.25 (𝑠22 + 𝑠33 − 𝑠44 − 2𝑠23) sin2 2𝜃+

+0.25 (𝑠34 − 𝑠24) sin 4𝜃 (1.8)

− 𝜇 (𝜃)

𝐸 (𝜃)
= 𝑠25 sin3 𝜃 + 𝑠36 cos3 𝜃 + (𝑠26 − 𝑠45) sin2 𝜃 cos 𝜃 + (𝑠35 − 𝑠46) sin 𝜃 cos2 𝜃. (1.9)

Ïðè 𝜓 = 0 ôóíêöèÿ 𝜈 (𝜃, 𝜓) ñâîäèòñÿ ê 𝜈(1) (𝜃), à ïðè 𝜓 = 𝜋/2 ñòàíîâèòñÿ ðàâ-

íîé 𝜈(2) (𝜃). Ýòè äâå ÷àñòíûå çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà îò óãëà 𝜃 ñî-

îòâåòñòâóþò ÷àñòíûì âûáîðàì âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ ïîïåðå÷íûõ íàïðàâëåíèé

m(1) = (1, 0, 0)𝑇 , m(2) = (0, cos 𝜃, sin 𝜃)𝑇 .

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (1.6) ñòàíîâèòñÿ äèàãîíàëüíîé ïðè âûïîëíåíèè óñëî-

âèÿ 𝜇 (𝜃) = 0. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèé íà êîýôôèöèåíòû

ïîäàòëèâîñòè

𝑠25 = 𝑠26 = 𝑠35 = 𝑠36 = 𝑠45 = 𝑠46 = 0.

Ìàòðèöà óïðóãèõ êîýôôèöèåíòîâ òîãäà áóäåò èìåòü îáùèé âèä⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

* * * * * *
* * * * 0 0

* * * * 0 0

* * * * 0 0

* 0 0 0 * *
* 0 0 0 * *

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
åñëè ïîä çâåçäî÷êàìè ïîäðàçóìåâàòü êîýôôèöèåíòû ëþáîé (â òîì ÷èñëå íóëåâîé)

âåëè÷èíû.

Ïðè âûïîëíåíèè ïîäîáíûõ óñëîâèé óïðîñòèâøàÿñÿ çàâèñèìîñòü êîýôôèöè-

åíòà Ïóàññîíà îò óãëà 𝜓 (óãëà ïîâîðîòà â ïîïåðå÷íîé ïëîñêîñòè íà Ðèñ.1.1)
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𝜈 (𝜃, 𝜓) = 𝜈(1) (𝜃) cos2 𝜓 + 𝜈(2) (𝜃) sin2 𝜓

äîñòèãàåò ýêñòðåìóìîâ ïðè ôèêñèðîâàííîé îðèåíòàöèè ñòåðæíÿ (ôèêñèðîâàííîì

çíà÷åíèè óãëà 𝜃) òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ: sin𝜓 = 0 èëè cos𝜓 = 0. Òåì ñàìûì ïðè

îáñóæäåíèè ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé 𝜈 äîñòàòî÷íî ïðîàíàëèçèðîâàòü òîëüêî äâà

÷àñòíûõ âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ ïîïåðå÷íûõ íàïðàâëåíèÿ, õàðàêòåðèçóåìûõ åäè-

íè÷íûìè âåêòîðàìè m(1), m(2), ÷òî è áóäåò ñäåëàíî â äàëüíåéøåì. Âûøåïðèâå-

äåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà ñòðóêòóðó ìàòðèöû óïðóãèõ êîýôôèöèåíòîâ îêàçûâàþòñÿ

âûïîëíåííûìè äëÿ êðèñòàëëîâ ïÿòè êðèñòàëëè÷åñêèõ ñèñòåì. Êàê âèäíî èç [171]

è èç ìàòðèö ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëîâ ýòîé ãëàâû òàêèìè ÿâëÿþòñÿ êðèñòàëëû êó-

áè÷åñêîé, ãåêñàãîíàëüíîé, îðòîðîìáè÷åñêîé è øåñòèêîíñòàíòíûõ ðîìáîýäðè÷åñêîé

(òðèãîíàëüíîé) è òåòðàãîíàëüíîé ñèñòåì. Íå óäîâëåòâîðÿþò òàêèì îãðàíè÷åíèÿì

êðèñòàëëû òðèêëèííîé, ìîíîêëèííîé è ñåìèêîíñòàíòíûõ òðèãîíàëüíîé è òåòðàãî-

íàëüíîé ñèñòåì.

Îòíîøåíèå â (1.7) è ìîäóëü Þíãà ñîãëàñíî (1.5) ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè

ôóíêöèÿìè ñ ïåðèîäîì 𝜋. Åùå ìåíüøèì ïåðèîäîì 𝜋/2 õàðàêòåðèçóåòñÿ îòíîøåíèå

â (1.8). Êàê ìîæíî âèäåòü èç äàëüíåéøåãî, ìåíüøèì ïåðèîäîì îáëàäàþò âñå ýòè

ôóíêöèè â ÷àñòíîì ñëó÷àå êóáè÷åñêîé ñèñòåìû.

Åñëè ðàññìîòðåòü òåïåðü ñðåäíþþ âåëè÷èíó êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà, âû-

ïîëíÿÿ îñðåäíåíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû (1.6) ïî âñåâîçìîæíûì ïîïåðå÷íûì íà-

ïðàâëåíèÿì, ïîëó÷èì ïðîñòîé ðåçóëüòàò

⟨𝜈⟩ ≡ 1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝜈 (𝜃, 𝜓) 𝑑𝜓 =
𝜈(1) (𝜃) + 𝜈(2) (𝜃)

2

äëÿ îðèåíòàöèè 1). Íèæå ñðåäíèé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà áóäåò ðàññìîòðåí òîëüêî

äëÿ îðèåíòàöèè 1).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òàêîé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ äëÿ îáñóæäàåìîé çäåñü

îðèåíòàöèè ðàñòÿãèâàåìîãî ìîíîêðèñòàëëà áåç êàêîãî-ëèáî îãðàíè÷åíèÿ íà êîýô-

ôèöèåíòû ïîäàòëèâîñòè.

1.2. Кубические кристаллы

1.2.1. Растяжение стержней с кубической анизотропией [1–5]

Äëÿ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ óïðóãèå ñâîéñòâà îïðåäåëÿþòñÿ òðåìÿ êîýôôè-

öèåíòàìè ïîäàòëèâîñòè 𝑠11, 𝑠12, 𝑠44, ÷òî õîðîøî îòðàæàåò âèä ìàòðèöû êîýôôèöè-

åíòîâ ïîäàòëèâîñòè
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⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑠11 𝑠12 𝑠12 0 0 0

𝑠12 𝑠11 𝑠12 0 0 0

𝑠12 𝑠12 𝑠11 0 0 0

0 0 0 𝑠44 0 0

0 0 0 0 𝑠44 0

0 0 0 0 0 𝑠44

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Íà ýòè óïðóãèå ïîñòîÿííûå íàêëàäûâàþòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ

𝑠11 > 0, 1 >
𝑠12
𝑠11

> −1

2
, 𝑠44 > 0.

Äëÿ óãëîâûõ çàâèñèìîñòåé ìîäóëÿ Þíãà 𝐸(𝜃) è äâóõ îáñóæäàåìûõ êîýôôè-

öèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈(1) (𝜃) è 𝜈(2) (𝜃) ðàñòÿãèâàåìûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ îáðàçöîâ îáùèå

âûðàæåíèÿ (1.5), (1.7), (1.8) ñóùåñòâåííî óïðîùàþòñÿ äëÿ ÷àñòíûõ îðèåíòàöèé 1),

2) è 3) (ñì. ñòð.20)

𝐸 (𝜃) =

(︂
𝑠11 −

∆

4
+

∆ cos 4𝜃

4

)︂−1

, (1.10)

𝜈(1) (𝜃) = − 𝑠12𝐸 (𝜃) , (1.11)

𝜈(2) (𝜃) = − (𝑠12 + 𝑠11)𝐸 (𝜃) + 1, (1.12)

∆ ≡ 𝑠11 − 𝑠12 − 0.5𝑠44.

Ïåðèîäè÷íîñòü âñåõ ýòèõ ôóíêöèé ñ ïåðèîäîì 𝜋/2, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî

𝜃 = 𝜋/4, ïîçâîëÿåò îãðàíè÷èòüñÿ óãëîâûì ñåêòîðîì 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋/2 íà Ðèñ.1.2 è

Ðèñ.1.3. Ýêñòðåìóìû ôóíêöèé 𝐸 (𝜃), 𝜈(1) (𝜃) è 𝜈(2) (𝜃) äîñòèãàþòñÿ ïðè çíà÷åíèÿõ

óãëîâ, îïðåäåëÿåìûõ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ sin 4𝜃 = 0. Â óêàçàííîì ñåêòîðå èìåþòñÿ

òðè êîðíÿ 𝜃 = 0, 𝜋/4, 𝜋/2, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ïàðû ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé

𝐸 (0) = 𝐸
(︁𝜋

2

)︁
=

1

𝑠11
, (1.13)

𝐸
(︁𝜋

4

)︁
=

1

𝑠11 − ∆/2
, (1.14)

𝜈(1) (0) = 𝜈(1)

(︁𝜋
2

)︁
= −𝑠12

𝑠11
, (1.15)

𝜈(1)

(︁𝜋
4

)︁
= − 𝑠12

𝑠11 − ∆/2
, (1.16)

𝜈(2) (0) = 𝜈(2)

(︁𝜋
2

)︁
= −𝑠12

𝑠11
, (1.17)

𝜈(2)

(︁𝜋
4

)︁
= −𝑠12 + ∆/2

𝑠11 − ∆/2
. (1.18)

Êàêàÿ èç âåëè÷èí â êàæäîé ïàðå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé (ìàêñèìàëüíîé), çàâè-

ñèò îò çíàêîâ è âåëè÷èí êîýôôèöèåíòà àíèçîòðîïèè ∆, êîòîðûé èñ÷åçàåò â èçî-

òðîïíîé ñðåäå, è êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè 𝑠12. Ïðè ýòîì ðàçíîñòü 𝑠11 − ∆/2=
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Ðèñ. 1.2: Óãëîâûå çàâèñèìîñòè ìîäóëÿ Þíãà (à), êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈(1) (á)

è 𝜈(2) (â), à òàêæå ñðåäíåãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ⟨𝜈⟩ (ã) äëÿ Ce, Pb, K, Li è

NiCr2O4.

(2𝑠11 + 2𝑠12 + 𝑠44) /4 îñòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé â ñèëó óêàçàííûõ âûøå òåðìîäèíàìè-

÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé íåçàâèñèìî îò çíàêà ïàðàìåòðà àíèçîòðîïèè. Îòñþäà, â ÷àñò-

íîñòè, ñëåäóåò ïîëîæèòåëüíîñòü ôóíêöèè 𝐸 (𝜃). Èç (1.10)-(1.12) â ñèëó òåðìîäèíà-

ìè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé íà óïðóãèå êîýôôèöèåíòû 𝑠11, 𝑠12 ñëåäóþò îãðàíè÷åíèÿ íà

êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà 𝜈(1) (𝜃), 𝜈(2) (𝜃) âèäà

−1 <

(︂
1 − ∆

2𝑠11
sin2 2𝜃

)︂
𝜈(1) (𝜃) <

1

2
,

−2 <

(︂
1 − ∆

2𝑠11
sin2 2𝜃

)︂[︀
𝜈(2) (𝜃) − 1

]︀
< −1

2
.

Ñîãëàñíî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì äëÿ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ, ñîáðàí-

íûì â [172], êîýôôèöèåíò ïîäàòëèâîñòè 𝑠12 â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îòðèöàòåëåí.

Áîëåå òîãî, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ êðèñòàëëàìè ïðîñòûõ ýëåìåíòîâ, èõ ñïëàâàìè è èí-

òåðìåòàëëè÷åñêèìè ñîåäèíåíèÿìè, òî íåðàâåíñòâî 𝑠12 < 0 áóäåò ñïðàâåäëèâî äëÿ

âñåõ òàêèõ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ, çà èñêëþ÷åíèåì áàðèÿ Ba. Òîãäà, êàê ìîæíî
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Ðèñ. 1.3: Óãëîâûå çàâèñèìîñòè ìîäóëÿ Þíãà (à), êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈(1) (á)

è 𝜈(2) (â), à òàêæå ñðåäíåãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ⟨𝜈⟩ (ã) äëÿ Fe2S, Sm0.58Y0.42S,

Ba, TmSe è Sm0.75Y0.25S.

âèäåòü èç (1.10)-(1.18), êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈(1) (𝜃) áóäåò îñòàâàòüñÿ ïîëîæè-

òåëüíûì â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîïîðöèîíàëüíîñòüþ ïîëîæèòåëüíîìó ìîäóëþ Þíãà.

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå [172] ïîêàçûâàþò òàêæå, ÷òî è êîýôôèöèåíò

àíèçîòðîïèè ∆ äëÿ áîëüøèíñòâà ýëåìåíòîâ è èõ ñïëàâîâ èìååò îäèíàêîâûé çíàê,

à èìåííî, ∆ > 0. Ïðè ñïðàâåäëèâîñòè îáîèõ íåðàâåíñòâ 𝑠12 < 0, ∆ > 0, êàê ìîæíî

âèäåòü èç (1.17) è (1.18), êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈(2) (𝜃) ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì

(𝜈min = 𝜈(2) (𝜋/4) < 0) â êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëàõ ñ áîëüøîé àíèçîòðîïèåé

∆ > 2 |𝑠12| . (1.19)

Ïðè ýòîì, êàê ÿñíî èç (1.15)-(1.18), áóäåì èìåòü 𝜈max = 𝜈(1) (𝜋/4) > 0. Ãëàâ-

íûé ìèíèìóì êîýôôèöèåíòîâ 𝜈(1) (𝜃), 𝜈(2) (𝜃) äëÿ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ñ ∆ > 0

äîñòèãàåòñÿ äëÿ ôóíêöèè 𝜈(2) (𝜃).

Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêèõ àóêñåòè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ñ áîëüøîé àíèçî-

òðîïèåé ìíîãî (îêîëî ïîëóñîòíè). Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ ïðèìåðàìè, ïðèâåäåííû-

ìè íà Ðèñ.1.2 è â Òàáë.1.1, ãäå îòðàæåíû ðåçóëüòàòû äëÿ êðèñòàëëîâ ñ äîñòà-
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Òàáëèöà 1.1: Çíà÷åíèÿ ìèíèìàëüíîãî è ìàêñèìàëüíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà

(𝜈min è 𝜈max), ìèíèìàëüíîãî è ìàêñèìàëüíîãî ñðåäíåãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà

⟨𝜈⟩min è ⟨𝜈⟩max, êîýôôèöèåíòà ïîäàòëèâîñòè 𝑠12, êîýôôèöèåíòà àíèçîòðîïèè ∆ è

áåçðàçìåðíîãî îòíîøåíèÿ ∆/ |𝑠12| äëÿ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ñ 𝑠12 < 0.

Êðèñòàëëû 𝜈min 𝜈max ⟨𝜈⟩min ⟨𝜈⟩max 𝑠12, ∆, ∆

ÒÏà−1 ÒÏà−1 |𝑠12|
NiCr2O4 −0.77 1.72 0.47 0.49 −66.0 191.4 2.90

CuAuZn2 −0.72 1.64 0.46 0.49 −55.1 158.4 2.87

Li −0.54 1.29 0.38 0.46 −144 407 2.83

AuZn (47at%Zn) −0.52 1.38 0.43 0.48 −27.4 75.2 2.74

Na −0.44 1.20 0.38 0.46 −250 682.5 2.73

AuZn (50at%Zn) −0.43 1.28 0.43 0.47 −20.7 55.4 2.67

K −0.42 1.21 0.39 0.46 −558 1507.5 2.70

Rb −0.40 1.15 0.38 0.45 −600 1617.5 2.70

Cs −0.36 0.83 0.23 0.38 −450 1295 2.88

Cu2MnAl −0.36 0.97 0.31 0.42 −7.80 21.1 2.71

Yb −0.34 0.75 0.20 0.36 31.9 92.9 2.91

Ni0.73Zn0.37Cr2O4 −0.30 1.14 0.42 0.47 −13.3 33.5 2.52

Ca −0.27 0.86 0.29 0.40 −42.0 110.5 2.63

Sr −0.26 0.85 0.29 0.40 −58.0 151.5 2.61

Th −0.22 0.79 0.28 0.39 −10.7 27.5 2.57

AgMg −0.20 0.80 0.30 0.40 −10.4 25.9 2.49

LiIn −0.20 0.90 0.35 0.43 −21.1 51.7 2.45

Pb −0.20 1.02 0.41 0.46 −43.0 102.7 2.34

Ni3Al −0.19 0.63 0.22 0.34 −3.19 8.30 2.61

Ce −0.17 0.64 0.24 0.36 −22.3 56.2 2.52

Ni50.6Al −0.16 0.79 0.31 0.40 −4.20 10.2 2.42

Co −0.15 0.76 0.31 0.40 −3.51 8.40 2.39

Cu −0.13 0.82 0.34 0.42 −6.30 14.7 2.33

SiC −0.10 0.44 0.17 0.29 −1.05 2.60 2.45

Ni3Fe (73.8at%Ni) −0.10 0.69 0.29 0.39 −3.24 7.40 2.30

òî÷íî áîëüøîé àóêñåòè÷íîñòüþ, à èìåííî, ñ 𝜈min ≤ − 0.1. Êðîìå òîãî äëÿ âñåõ

ïðèâåäåííûõ àóêñåòèêîâ, çà èñêëþ÷åíèåì êàðáèäà êðåìíèÿ SiC, 𝜈max > 1/2, ÷òî

ïðåâîñõîäèò èçâåñòíóþ âåðõíþþ ãðàíèöó äëÿ èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ. Â òàáëè-

öó íå âêëþ÷åíû êóáè÷åñêèå àóêñåòèêè ñ 𝜈min > −0.1: Tl (−0.09), CeAg (−0.09),

Ag (−0.09), CuCl (−0.07), Ni (−0.07), Fe (−0.06), HgSe (−0.05), CeSn3 (−0.05), Pd

(−0.04), 𝛽-HgS (−0.04), Au(−0.03), CuBr (−0.03), HgTe (−0.03), CuI (−0.03), ZnS

(−0.03), ZnSe (−0.03), LiF (−0.02), Cu3Au (−0.01), CdTe (−0.01), Pb3 (−0.01), LiH
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(−0.01), LiD(−0.01), LaAg(−0.004). Â ñêîáêàõ çäåñü óêàçàíû çíà÷åíèÿ 𝜈(2)min. Êàê

ìîæíî âèäåòü íà îñíîâå ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ Òàáë.1.1, äëÿ êóáè÷åñêèõ àóêñåòèêîâ

ñ 𝑠12 < 0, ∆ > 0 èìååòñÿ òåíäåíöèÿ ðîñòà îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà

Ïóàññîíà 𝜈min ñ ðîñòîì îòíîøåíèÿ ∆/ |s12| (çà ðåäêèìè èñêëþ÷åíèÿìè). Íà Ðèñ.1.2
ïðåäñòàâëåíû êðîìå çàâèñèìîñòåé 𝐸 (𝜃), 𝜈(1) (𝜃), 𝜈(2) (𝜃) òàêæå çàâèñèìîñòè ñðåäíåãî

êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ⟨𝜈⟩ îò óãëà îðèåíòàöèè äåôîðìèðóåìîãî ñòåðæíÿ.
Îñðåäíåííûé ïî âñåì ïîïåðå÷íûì íàïðàâëåíèÿì êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà,

ïîäñ÷èòûâàåìûé ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.6) êàê ïîëóñóììà 𝜈(1) (𝜃) è 𝜈(2) (𝜃), áëà-

ãîäàðÿ ñâÿçÿì ïîñëåäíèõ ñ ìîäóëåì Þíãà (1.10)-(1.12) òàêæå ïðîñòî âûðàæàåòñÿ

÷åðåç íåãî

⟨𝜈⟩ =
1

2
− 1

2
(𝑠11 + 2𝑠12)𝐸 (𝜃) .

Ýêñòðåìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè ñðåäíåãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà áóäóò

⟨𝜈⟩ (0) = ⟨𝜈⟩
(︁𝜋

2

)︁
= −𝑠12

𝑠11
, ⟨𝜈⟩

(︁𝜋
4

)︁
= − 4𝑠12 + ∆

4𝑠11 − 2∆
.

Â ðàìêàõ îáñóæäàåìîé íàèáîëåå ïðåäñòàâèòåëüíîé ñèòóàöèè 𝑠12 < 0, ∆ > 0 ñðåäíåå

ìîãëî áû ñòàòü îòðèöàòåëüíûì òîëüêî ïðè ∆ > 4 |𝑠12|, ò.å. ïðè îãðàíè÷åíèè â äâà ðà-
çà áîëåå ñèëüíîì, ÷åì (1.19). Îäíàêî ñîãëàñíî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì èç [172]

äëÿ òàêèõ êóáè÷åñêèõ àóêñåòèêîâ âåëè÷èíà êîýôôèöèåíòà àíèçîòðîïèè çàêëþ÷åíà

â òåñíûå ðàìêè íåðàâåíñòâ

4 |𝑠12| > ∆ > 2 |𝑠12| ,

òàê ÷òî ñðåäíèé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà äëÿ âñåõ ïîäîáíûõ àóêñåòèêîâ ïîëîæè-

òåëåí, ò.å. â ñðåäíåì îíè àóêñåòèêàìè íå ÿâëÿþòñÿ. Ýòî èëëþñòðèðóåòñÿ Ðèñ.1.2ã,

ïðè÷åì, êàê ìîæíî âèäåòü èç Òàáë.1.1, êîýôôèöèåíò ⟨𝜈⟩ èçìåíÿåòñÿ òîëüêî â ïðè-
áëèæåííûõ ïðåäåëàõ îò 0.2 äî 0.5.

Äðóãàÿ ñèòóàöèÿ ñ 𝑠12 < 0, ∆ < 0, êîòîðàÿ ðåàëèçóåòñÿ äëÿ íèîáèÿ, âàíàäèÿ,

õðîìà, ìîëèáäåíà, èõ ñïëàâîâ è öåëîãî ðÿäà òâåðäûõ ðàñòâîðîâ è áèíàðíûõ ñîåäèíå-

íèé, çäåñü íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà, ïîñêîëüêó â ñèëó (1.15)-(1.18) îíè àóêñåòèêàìè

íå ÿâëÿþòñÿ (îáà êîýôôèöèåíòà 𝜈(1) (𝜃), 𝜈(2) (𝜃) îêàçûâàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè).

Â ñèòóàöèè 𝑠12 > 0, ∆ < 0 èìååì îñîáóþ ãðóïïó àóêñåòèêîâ, äëÿ êîòîðûõ

𝜈(1) (0) = 𝜈(1)

(︁𝜋
2

)︁
= 𝜈(2) (0) = 𝜈(2)

(︁𝜋
2

)︁
< 𝜈(1)

(︁𝜋
4

)︁
< 0,

òàê ÷òî â áîëüøîé îáëàñòè óãëîâ îáå ôóíêöèè 𝜈(1) (𝜃) è 𝜈(2) (𝜃) ÿâëÿþòñÿ îòðèöà-

òåëüíûìè. Ïðèìåðû òàêèõ êðèñòàëëîâ ïðèâåäåíû íà Ðèñ.1.3 è ïîëíîñòüþ ñîáðàíû â

Òàáë.1.2. Äëÿ öåëîãî ðÿäà êðèñòàëëîâ, âêëþ÷åííûõ â òàáëèöó, ñðåäíèå êîýôôèöèåí-

òû Ïóàññîíà îêàçûâàþòñÿ îòðèöàòåëüíûìè ïðè ëþáûõ îðèåíòàöèÿõ ðàñòÿãèâàåìî-

ãî ñòåðæíÿ. Òàêóþ îñîáåííîñòü äî îñðåäíåíèÿ èìååò êðèñòàëë Sm0.75Y0.25S ñîãëàñíî

äàííûì, îòðàæåííûì â òàáëèöàõ [172]. Îäíàêî â îòíîøåíèè ýòîãî êðèñòàëëà íåò
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Òàáëèöà 1.2: Çíà÷åíèÿ ìèíèìàëüíîãî è ìàêñèìàëüíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà

(𝜈min è 𝜈max), ìèíèìàëüíîãî è ìàêñèìàëüíîãî ñðåäíåãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà

⟨𝜈⟩min è ⟨𝜈⟩max, êîýôôèöèåíòà ïîäàòëèâîñòè 𝑠12, êîýôôèöèåíòà àíèçîòðîïèè ∆ è

áåçðàçìåðíîãî îòíîøåíèÿ ∆/ |𝑠12| äëÿ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ñ 𝑠12 > 0.

Êðèñòàëëû 𝜈min 𝜈max ⟨𝜈⟩min ⟨𝜈⟩max 𝑠12, ∆, ∆

ÒÏà−1 ÒÏà−1 |𝑠12|
*Sm0.75Y0.25S −0.67 −0.29 −0.67 −0.40 12.1 −10.75 0.89

−0.42 0.07 −0.42 −0.10 4.30 −10.75 2.50

TmSe −0.54 0.18 −0.54 −0.06 4.73 −15.26 3.23

Sm0.7Y0.3S −0.49 0.004 −0.49 −0.16 5.26 −10.66 2.03

Tm0.99Se −0.47 0.23 −0.47 −0.01 3.71 −14.26 3.84

*Ba −0.45 −0.05 −0.26 −0.05 6.01 68.24 11.35

Sm0.58Y0.42S −0.30 0.15 −0.30 −0.02 2.44 −8.72 3.57

Sm0.576Y0.424S −0.27 0.26 −0.27 0.05 1.98 −10.57 5.34

*FeS2 −0.12 0.21 −0.12 0.06 0.31 −2.15 6.92

SnTe −0.09 0.57 −0.09 0.27 0.90 −31.2 34.67

(N=1.01·1020 ñì−3)

*USe −0.08 0.76 −0.08 0.37 0.35 −29.9 85.43

*USb −0.05 0.68 −0.05 0.33 0.28 −23.22 82.93

SmB6 −0.02 0.45 −0.02 0.22 0.04 −4.04 101

*ReO3 −0.01 0.59 −0.01 0.29 0.03 −6.14 204.7

GeTe-SnTe −0.01 0.61 −0.01 0.30 0.10 −30.7 307

(mole20%GeTe)

*UTe −0.01 0.71 −0.01 0.35 0.10 −34.78 347.8

ïîëíîé ÿñíîñòè èç-çà ðàçëè÷èé ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé â ðàçëè÷íûõ ðàáîòàõ. Äëÿ

ïîäîáíûõ ñëó÷àåâ áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ìåòêîé â âèäå çâåçäî÷êè *. Îòìåòèì åùå, ÷òî

ñîãëàñíî Òàáë.1.2, äëÿ êóáè÷åñêèõ àóêñåòèêîâ ñ 𝑠12 > 0, ∆ < 0 õàðàêòåðåí ðîñò îò-

ðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈min ñ ðîñòîì 𝑠12/ |∆| (çà íåìíîãèìè
èñêëþ÷åíèÿìè).

Íàêîíåö, âñå êðèñòàëëû ñ 𝑠12 > 0, ∆ > 0 óæå áëàãîäàðÿ ïåðâîìó íåðàâåíñòâó

áûëè áû àóêñåòèêàìè. Óäàåòñÿ îáíàðóæèòü ëèøü îäèí òàêîé êðèñòàëë, è ýòî êðè-

ñòàëë áàðèÿ Ba (ñì. Òàáë.1.2). Äëÿ íåãî êàê ñðåäíèé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, òàê

è êîýôôèöèåíòû äî îñðåäíåíèÿ îòðèöàòåëüíû. Îäíàêî è â ýòîì ñëó÷àå èìåþòñÿ

ñóùåñòâåííûå ðàçíî÷òåíèÿ ìåæäó ðåçóëüòàòàìè ðàçëè÷íûõ èçìåðåíèé [173,174].

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì ÷àñòíóþ îðèåíòàöèþ 4), ïðè êîòîðîé íàïðàâëåíèå

âåêòîðà n ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì [111]. Äëÿ äàííîãî íàïðàâëåíèÿ ìîäóëü Þíãà

è êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà ïðèíèìàþò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ
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1

𝐸
= 3𝑠11 − 2∆, 𝜈1 = 𝜈2 = − 3𝑠12 + ∆

3𝑠11 − 2∆
. (1.20)

Êàê ìîæíî âèäåòü èç (1.20), êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈 ïðè 𝑠12 < 0, ∆ > 0 ìîã

áû ñòàòü îòðèöàòåëüíûì â êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëàõ ñ áîëüøîé àíèçîòðîïèåé

∆ > 3 |𝑠12| .

Îäíàêî ñîãëàñíî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì äëÿ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ,

ñîáðàííûì â [172], áûë îáíàðóæåí îäèí òàêîé àóêñåòèê � Mn85.3Ni8.8C5.9 (∆/ |𝑠12| =

3.01) c 𝜈1 = −0.01. Òàêæå íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ ∆/ |𝑠12| íàáëþäàþòñÿ â
äâóõ ñëó÷àÿõ: 2.92 ó FePd è 2.91 ó Yb.

Â ñëó÷àå êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ñ ∆ < 0, 𝑠12 < 0, ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ

ìîëèáäåí, íèîáèé, õðîì, âàíàäèé è èõ ñïëàâû, è öåëûé ðÿä äðóãèõ òâåðäûõ ðàñ-

òâîðîâ è áèíàðíûõ ñîåäèíåíèé, â ñîãëàñèè ñ (1.20) îòðèöàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòà

Ïóàññîíà íå íàáëþäàåòñÿ.

Â ñèòóàöèè êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ñ 𝑠12 > 0, ∆ < 0 ñîãëàñíî (1.20) áóäóò

îáíàðóæèâàòüñÿ àóêñåòèêè ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà |∆| < 3𝑠12. Îáíàðóæåíî

âñåãî äâà êðèñòàëëà ñ 𝑠12 > 0, ∆ < 0, ó êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿ îòðèöàòåëüíûé êîýô-

ôèöèåíò Ïóàññîíà: −0.34 äëÿ Sm0.75Y0.25S è −0.09 äëÿ Sm0.7Y0.3S. Äëÿ íèõ îòíîøå-

íèå |∆| /𝑠12 ðàâíî 0.89 (Sm0.75Y0.25S) è 2.03 (Sm0.7Y0.3S). Äëÿ Sm0.75Y0.25S èçâåñòåí

âòîðîé íàáîð óïðóãèõ êîíñòàíò, ïðè êîòîðîì ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà

Ïóàññîíà äëÿ îðèåíòàöèè â íàïðàâëåíèè [111] áóäåò ðàâåí −0.04.

Íàêîíåö, êðèñòàëëû ñ 𝑠12 > 0, ∆ > 0 äîëæíû áûòü àóêñåòèêàìè. Íî ñðå-

äè âñåõ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ îáíàðóæåí ëèøü îäèí òàêîé êðèñòàëë - êðèñòàëë

áàðèÿ. Äëÿ íåãî çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ðàâíî −0.37.

1.2.2. Классификация кубических кристаллов [6–10]

Â òî âðåìÿ êàê êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà äëÿ èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ â áîëü-

øèíñòâå ñëó÷àåâ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, îòðèöàòåëüíîñòü òàêîãî êîýôôèöèåí-

òà äëÿ àíèçîòðîïíûõ ñðåä ÿâëåíèå ÷àñòîå. Íèæå àíàëèçèðóþòñÿ îñîáåííîñòè èç-

ìåíåíèé êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà äëÿ êóáè÷åñêèõ àóêñåòèêîâ íà îñíîâå áîëüøèõ

ñïèñêîâ óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê êðèñòàëëè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ, ïðèâåäåííûõ â ñïðà-

âî÷íèêå [172]. Ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè ¾òåõíè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû¿ óïðóãîñòè

êðèñòàëëîâ òèïà ìîäóëÿ Þíãà 𝐸 è êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈 çàâèñÿò îò îðèåíòà-

öèè îñè ðàñòÿæåíèÿ îòíîñèòåëüíî êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèõ îñåé

1

𝐸(n)
= 𝑠𝑖𝑗𝛼𝛽𝑛𝑖𝑛𝑗𝑛𝛼𝑛𝛽, 𝜈(n,m) = −𝐸 (n) 𝑠𝑖𝑗𝛼𝛽𝑛𝑖𝑛𝑗𝑚𝛼𝑚𝛽.

Çäåñü åäèíè÷íûé âåêòîð n íàïðàâëåí âäîëü îñè ðàñòÿæåíèÿ, à åäèíè÷íûé âåêòîð

m ïåðïåíäèêóëÿðåí n. Â ñëó÷àå êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ óïðóãîñòü õàðàêòåðèçóåò-
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ñÿ òðåìÿ ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè ïîäàòëèâîñòè 𝑠11, 𝑠12, 𝑠44, è êîýôôèöèåíò

Ïóàññîíà 𝜈 è ìîäóëü Þíãà 𝐸 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

𝜈(n,m)

𝑠11𝐸(n)
= −𝛿

2
(𝑁 (n,m) − Π) ,

1

𝐸(n)
= 𝑠11

(︂
1 − 𝛿

2
𝑀 (n)

)︂
,

Π ≡ −2𝑠12
∆

, 𝛿 ≡ ∆

𝑠11
,

𝑀 (n) ≡ 4
(︀
𝑛2
1𝑛

2
2 + 𝑛2

2𝑛
2
3 + 𝑛2

3𝑛
2
1

)︀
, 𝑁 (n,m) ≡ 2

(︀
𝑛2
1𝑚

2
1 + 𝑛2

2𝑚
2
2 + 𝑛2

3𝑚
2
3

)︀
.

Çäåñü 𝑀(n) è 𝑁 (n,m) � ôóíêöèè òîëüêî åäèíè÷íûõ âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ âåê-

òîðîâ n è m, íåçàâèñÿùèå îò óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê êðèñòàëëîâ. Ðàçìåðíàÿ êîì-

áèíàöèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè ∆ ≡ 𝑠11− 𝑠12− 0.5𝑠44 èçâåñòíà êàê ïàðàìåòð

àíèçîòðîïèè äëÿ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ.

Äëÿ àíàëèçà óïðóãèõ ñâîéñòâ êðèñòàëëîâ óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòðèçà-

öèþ òðåõ óãëîâ Ýéëåðà 𝜙, 𝜃, 𝜓 âçàìåí ïàðàìåòðèçàöèè åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ n, m ñî

ñâÿçüþ (1.3), (1.4). Â ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà îêàçûâàåòñÿ çàâèñÿùèì

îò òðåõ óãëîâ Ýéëåðà è òîëüêî äâóõ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ Π, 𝛿

1

𝑒
= 1 − 𝛿

2
𝑀(𝜙, 𝜃), (1.21)

𝜈

𝑒
= −𝛿

2
[𝑁(𝜙, 𝜃, 𝜓) − Π], (1.22)

0 ≤𝑀 ≡ sin2 2𝜃 + sin4 𝜃 sin2 2𝜙 ≤ 4

3
,

0 ≤ 𝑁 ≡ 3 sin2 𝜃 cos2 𝜃 cos2 𝜓 + (cos 𝜃 cos 2𝜙 cos𝜓 − sin𝜓)2 sin2 𝜃 ≤ 1.

Ïðè ýòîì áåçðàçìåðíûé ìîäóëü Þíãà 𝑒 = 𝐸𝑠11 çàâèñèò îò äâóõ óãëîâ Ýéëåðà è

îäíîãî áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà 𝛿 è îñòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì â ñèëó ïîëîæèòåëü-

íîñòè óïðóãîé ýíåðãèè êðèñòàëëà.

Êðèñòàëëè÷åñêèå àóêñåòèêè ìîæíî ïîäåëèòü íà äâà òèïà: полные ауксети-

ки, èìåþùèå îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ïðè ëþáîé îðèåíòàöèè êðè-

ñòàëëîâ, è частичные ауксетики, èçìåíÿþùèå çíàê êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ïðè

îïðåäåëåííûõ îðèåíòàöèÿõ.

Ñðåäè êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ, óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè êîòîðûõ ïðèâåäåíû

â [56,172,175], óäàëîñü âûÿâèòü íåìíîãî ïîëíûõ àóêñåòèêîâ, ñîáðàííûõ â Òàáë.Ï.1

(ñì. ñòð.311). Ïðè ýòîì, èç-çà áîëüøèõ îøèáîê â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòàõ

äëÿ êîýôôèöèåíòîâ óïðóãîñòè óòâåðæäåíèå î ïîëíîòå àóêñåòèêîâ íå âñåãäà ÿâëÿåò-

ñÿ äîñòîâåðíûì. Òàê, ñîãëàñíî îäíèì äàííûì êðèñòàëëû Ba, Sm0.7Y0.3S, Sm0.75Y0.25S

äîëæíû áûòü ïîëíûìè àóêñåòèêàìè, à ñîãëàñíî äðóãèì îòíîñÿòñÿ ê ÷àñòè÷íûì àóê-

ñåòèêàì (ñì. Òàáë.Ï.1).
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Ãëàâíîé îñîáåííîñòüþ ÷àñòè÷íûõ àóêñåòèêîâ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ïîâåðõíîñòè

àóêñåòè÷íîñòè (𝜈(𝜙, 𝜃, 𝜓) = 0), îòäåëÿþùåé óãëîâóþ îáëàñòü ñ îòðèöàòåëüíûìè çíà-

÷åíèÿìè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà îò îáëàñòè ñ ïîëîæèòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè. Èç

(1.22) ÿñíî, ÷òî ýòà ïîâåðõíîñòü îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

𝑁(𝜙, 𝜃, 𝜓) = Π, 0 ≤ Π ≤ 1. (1.23)

Ñëåäîâàòåëüíî, îíà õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíèì áåçðàçìåðíûì ïàðàìåòðîì Π, ñîñòàâ-

ëåííûì èç òðåõ êîýôôèöèåíòîâ óïðóãîñòè.

Ðèñ. 1.4: Êëàññèôèêàöèîííàÿ ñõåìà äëÿ êóáè÷åñêèõ àóêñåòèêîâ (à) è êëàññèôèêà-

öèîííàÿ ñõåìà ñ ãðàíèöàìè óñòîé÷èâîñòè êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ (á).

Èç (1.22) òàêæå ÿñíî, ÷òî äëÿ ïîëíûõ àóêñåòèêîâ ëèáî Π < 0, 𝛿 > 0, ëèáî Π >

1, 𝛿 < 0 (çäåñü âàæíà ïðîòèâîïîëîæíîñòü çíàêîâ äâóõ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ è

âåëè÷èíà ïàðàìåòðà Π), à äëÿ íåàóêñåòèêîâ Π < 0, 𝛿 < 0 èëè Π > 1, 𝛿 > 0. Ýòî

âñå îòðàæåíî íà äèàãðàììå Ðèñ.1.4a. Òðåáîâàíèå ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè

óïðóãîé ýíåðãèè íàêëàäûâàåò ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà óïðóãèå êîýôôèöèåíòû

ïîäàòëèâîñòè

𝑠11 > 0, 𝑠44 > 0, 𝑠11 > 𝑠12 > −0.5𝑠11,

êîòîðûå ïåðåïèñûâàþòñÿ ÷åðåç áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû â âèäå

𝑠11 > 0, Π𝛿 > 2𝛿 − 2, 1 > Π𝛿 > −2, 𝛿 < 2.

Ýòè ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè íàíåñåíû íà Ðèñ.1.4á. Çîíû êðèñòàëëè÷åñêîé íåóñòîé-

÷èâîñòè íà ýòîì ðèñóíêå çàòåíåíû.

Àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî ñðåäè êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ÷àñòè÷íûõ àóêñåòèêîâ

ãîðàçäî áîëüøå, ÷åì ïîëíûõ àóêñåòèêîâ. Ïðè÷åì, íàèáîëåå ïðåäñòàâèòåëüíûì îêà-

çûâàåòñÿ ïîäêëàññ ñ 𝛿 > 0 (ñì.: Òàáë.Ï.6-Ï.9, ñòð.313). Äðóãîé ïîäêëàññ ñ 𝛿 < 0
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âêëþ÷àåò âñå îäèííàäöàòü êðèñòàëëîâ Òàáë.Ï.2-Ï.5 è êðèñòàëë TmSe èç Òàáë.Ï.6.

Óïîðÿäî÷åííîå ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòè÷íûõ àóêñåòèêîâ ïî òàáëèöàì âûïîëíåíî â ñî-

îòâåòñòâèè ñ âåëè÷èíîé áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà Π. Óâåëè÷åíèå íîìåðà òàáëèöû

îòâå÷àåò ïîñëåäîâàòåëüíîìó ïðèðîñòó Π ÷åðåç 0.1 ïðè ïîëíîì åäèíè÷íîì ðîñòå ïà-

ðàìåòðà. Èç òàáëèö âèäíî, ÷òî íàèáîëüøåå ÷èñëî ÷àñòè÷íûõ àóêñåòèêîâ ïðèõîäèòñÿ

íà çîíû 0.7 < Π < 0.8 (Òàáë.Ï.7) è 0.8 < Π < 0.9 (Òàáë.Ï.8). Â òî æå âðåìÿ ìà-

ëî ÷àñòè÷íûõ àóêñåòèêîâ ïðèõîäèòñÿ íà çîíû ñ ìàëûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà Π

(ïðè 0 < Π < 0.6). Â Òàáë.Ï.2-Ï.9 òàêæå óêàçàíû ìèíèìàëüíûå è ìàêñèìàëüíûå

çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà äëÿ âñåõ êóáè÷åñêèõ àóêñåòèêîâ.

Ðèñ. 1.5: Ãðàíèöà àóêñåòè÷íîñòè 𝜈 = 0 äëÿ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ñ Π = 0.1 (à),

Π = 0.2 (á), Π = 0.3 (â), Π = 0.4 (ã), Π = 0.5 (ä), Π = 0.6 (å), Π = 0.7 (æ), Π = 0.8

(ç), Π = 0.9 (è).
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Ê ïðèâåäåííîìó ðàñïðåäåëåíèþ àóêñåòèêîâ â òàáëèöàõ õîðîøî ïðèâÿçûâà-

åòñÿ èçìåíåíèå ôîðìû àóêñåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé ïðè èçìåíåíèè âåëè÷èíû ïàðà-

ìåòðà Π, îòðàæåííîå íà Ðèñ.1.5. Íà íåì ïðåäñòàâëåíû ïîâåðõíîñòè íóëåâîãî óðîâíÿ

𝜈(𝜙, 𝜃, 𝜓) = 0 â ïðîñòðàíñòâå òðåõ óãëîâ Ýéëåðà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåò-

ðà Π, èçìåíÿþùåãîñÿ ÷åðåç 0.1. Èçîáðàæåíèÿ îãðàíè÷èâàþòñÿ óãëîâûìè ÿ÷åéêà-

ìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ïåðèîäàì 𝑇𝜙 = 𝜋/2, 𝑇𝜃 = 2𝜋, 𝑇𝜓 = 𝜋 ôóíêöèè 𝑁(𝜙, 𝜃, 𝜓).

Ñîâîêóïíîñòü ôèãóð Ðèñ.1.5 äàåò äîñòàòî÷íî ïîëíîå ïðåäñòàâëåíèå î âîçìîæíûõ

ôîðìàõ àóêñåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé äëÿ ÷àñòè÷íûõ àóêñåòèêîâ.

Ðèñ. 1.6: Ïðèìåð îòêðûòîé è çàìêíóòîé àóêñåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé ïðè Π = 0.7

(à), Π = 0.9 (á), ïîñòðîåííûõ â óãëîâûõ ÿ÷åéêàõ 𝜙 ∈ [−𝜋/6, 𝜋/3], 𝜃 ∈ [0, 2𝜋], 𝜓 ∈
[−𝜋/4, 7𝜋/4].

Ðèñ. 1.7: Òîïîëîãè÷åñêîå èçìåíåíèå àóêñåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ïðè êðèòè÷åñêîì

çíà÷åíèè Π = 0.75.

Èç Ðèñ.1.5 ìîæíî âèäåòü êàê àóêñåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè, èìåþùèå ïðè ìà-

ëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà Π âèä ïàðû ¾îòêðûòûõ¿ ïîâåðõíîñòåé, ò.å. ïðîäîëæà-

þùèõñÿ íåïðåðûâíî ÷åðåç ñîñåäíèå ïåðèîäè÷åñêèå ÿ÷åéêè çà ïðåäåëàìè (0, 𝑇𝜙),

(0, 𝑇𝜃), (0, 𝑇𝜓), ïåðåõîäÿò â ñîâîêóïíîñòü ¾çàìêíóòûõ¿ ïîâåðõíîñòåé â ïðåäåëå Π →
1. Çàìêíóòîñòü ïîñëåäíèõ è îòêðûòîñòü ïåðâûõ î÷åâèäíà ïðè âûõîäå çà ïðåäåëû
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ìèíèìàëüíîé ÿ÷åéêè Ðèñ.1.6. Íàéäåíî, ÷òî òàêîå òîïîëîãè÷åñêîå èçìåíåíèå àóêñå-

òè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé ïðîèñõîäèò ïðè êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè áåçðàçìåðíîãî ïàðà-

ìåòðà Π𝑐 ≈ 0.745. Âèä àóêñåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà Π = 0.75,

áëèçêîì ê êðèòè÷åñêîìó, ïðèâåäåí íà Ðèñ.1.7. Çíàê äðóãîãî áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåò-

ðà 𝛿 îïðåäåëÿåò ïî êàêóþ ñòîðîíó îò àóêñåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè íàõîäèòñÿ îáëàñòü

ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà. Ïðè 𝛿 > 0 ýòà îáëàñòü íàõîäèòñÿ âíóò-

ðè, à â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå ñíàðóæè îò àóêñåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè.

Â çàêëþ÷åíèè ïðîàíàëèçèðóåì òàêæå âûðàæåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà

äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ îðèåíòàöèé, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

𝜈[100],[001] = −𝑠12
𝑠11

, 𝜈[001],[110] = − 𝑠12
𝑠11 − 0.5∆

, (1.24)

𝜈[11̄0],[110] = −2𝑠12 + ∆

2𝑠11 − ∆
, 𝜈(111),[111] = − 3𝑠12 + ∆

3𝑠11 − 2∆
. (1.25)

Çäåñü è äàëåå ïîñëåäíèå òðè ÷èñëà â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ óêàçûâàþò íàïðàâëåíèÿ

ðàñòÿæåíèÿ, à ïåðâûå òðè ÷èñëà â ñêîáêàõ - íàïðàâëåíèå ïîïåðå÷íîé äåôîðìàöèè.

Äàííûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç áåçðàçìåð-

íûå ïàðàìåòðû Π è 𝛿

𝜈[100],[001] =
Π𝛿

2
, 𝜈[001],[110] =

Π𝛿

2 − 𝛿
, (1.26)

𝜈[11̄0],[110] =
𝛿(Π − 1)

2 − 𝛿
, 𝜈(111),[111] =

𝛿(1.5Π − 1)

3 − 2𝛿
. (1.27)

×èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèé àíàëèç ýòèõ ôîðìóë ñ èñïîëüçîâàíèåì òåðìîäèíàìè÷å-

ñêèõ îãðàíè÷åíèé Π𝛿 > 2𝛿 − 2, 1 > Π𝛿 > −2, 𝛿 < 1.5 ïîêàçûâàåò, ÷òî

ïðè Π > 0, 0 < 𝛿 < 1.5:

𝜈[001],[110] > 𝜈[100],[001] > 𝜈(111),[111] > 𝜈[11̄0],[110],

ïðè Π > 0, 𝛿 < 0:

𝜈[11̄0],[110] > 𝜈(111),[111] > 𝜈[001],[110] > 𝜈[100],[001],

ïðè Π < 0, 𝛿 < 0:

𝜈[11̄0],[110] > 𝜈(111),[111] > 𝜈[100],[001] > 𝜈[001],[110],

ïðè Π < 0, 0 < 𝛿 < 1.5:

𝜈[100],[001] > 𝜈[001],[110] > 𝜈(111),[111] > 𝜈[11̄0],[110].

1.2.3. Связь среднего коэффициента Пуассона с модулем Юн-
га для кубических кристаллов. Ауксетики в среднем [11]

Ó ìíîãèõ êðèñòàëëè÷åñêèõ âåùåñòâ òàêàÿ õàðàêòåðèñòèêà óïðóãîñòè, êàê

êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, ìîæåò èçìåíÿòü ñâîé çíàê ïðè èçìåíåíèè îðèåíòàöèè äå-

ôîðìèðóåìûõ êðèñòàëëîâ. Îñîáåííî ìíîãî ïîäîáíûõ ìàòåðèàëîâ îáíàðóæåíî ñðåäè
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êðèñòàëëîâ êóáè÷åñêîãî òèïà (ñì. ïîäðàçäåë 1.2.2, ñòð. 29). Íèæå ñ ïîìîùüþ àíàëè-

çà áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îñðåäíåíèè ïî ïîïåðå÷íûì íàïðàâëåíèÿì êîýôôèöèåí-

òà Ïóàññîíà îäíîîñíî ðàñòÿãèâàåìûõ îáðàçöîâ êîëè÷åñòâî êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ

ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà î÷åíü ñèëüíî ñíèæàåòñÿ.

Ïðè îäíîîñíîé äåôîðìàöèè ðàñòÿæåíèÿ ìîäóëü Þíãà 𝐸 è êîýôôèöèåíò

Ïóàññîíà 𝜈 êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ çàâèñÿò îò îðèåíòàöèè êðèñòàëëà (ñ ïàðàìåòðè-

çàöèåé òðåìÿ óãëàìè Ýéëåðà) ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. ïîäðàçäåë 1.2.2)

1

𝑒(𝜙, 𝜃)
= 1 − 𝛿

2
𝑀(𝜙, 𝜃), (1.28)

𝜈(𝜙, 𝜃, 𝜓)

𝑒(𝜙, 𝜃)
= −𝛿

2
[𝑁(𝜙, 𝜃, 𝜓) − Π], (1.29)

𝑀 (𝜙, 𝜃) ≡ sin2 2𝜃 + sin4 𝜃 sin2 2𝜙,

𝑁(𝜙, 𝜃, 𝜓) ≡
{︀

3 cos2 𝜃 cos2 𝜓 + (cos 𝜃 cos 2𝜙 cos𝜓 − sin 2𝜙 sin𝜓)2
}︀

sin2 𝜃.

Çäåñü èñïîëüçîâàíà áåçðàçìåðíàÿ ôîðìà çàïèñè ñ áåçðàçìåðíûì ìîäóëåì Þíãà

𝑒(𝜙, 𝜃) ≡ 𝑠11𝐸(𝜙, 𝜃) è äâóìÿ óïðóãèìè áåçðàçìåðíûìè ïàðàìåòðàìè

𝛿 ≡ ∆

𝑠11
, Π ≡ −2𝑠12

∆
. (1.30)

×åðåç ∆ ≡ 𝑠11 − 𝑠12 − 0.5𝑠44 îáîçíà÷åí êîýôôèöèåíò àíèçîòðîïèè, èñ÷åçàþùèé

ïðè ïåðåõîäå ê ñëó÷àþ èçîòðîïèè. Â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè óïðóãîé

ýíåðãèè èìåþò ìåñòî îãðàíè÷åíèÿ íà êîýôôèöèåíòû ïîäàòëèâîñòè âèäà 𝑠11 > 0,

1 > 𝑠12/𝑠11 > −0.5, 𝑠44 > 0 è ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü ìîäóëÿ Þíãà 𝑒(𝜙, 𝜃) >

0.

Êóáè÷åñêèå êðèñòàëëû ìîæíî ðàçäåëèòü ñ òî÷êè çðåíèÿ çíàêà èõ êîýôôè-

öèåíòà Ïóàññîíà íà òðè êàòåãîðèè: íåàóêñåòèêè, ÷àñòè÷íûå àóêñåòèêè è ïîëíûå

àóêñåòèêè (ñì. ïîäðàçäåë 1.2.2). Ñõåìàòè÷åñêè òàêîå äåëåíèå êóáè÷åñêèõ êðèñòàë-

ëîâ â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû è çíàêà óïðóãèõ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ Π, 𝛿

ïðåäñòàâëåíî íà Ðèñ.1.8à. Ãðàíèöû îáëàñòè ÷àñòè÷íûõ àóêñåòèêîâ ïî ïàðàìåòðó Π

îïðåäåëÿþòñÿ íåðàâåíñòâàìè 0 < Π < 1, êîòîðûå åñòü ñëåäñòâèå íåðàâåíñòâ

0 ≤ 𝑁 (𝜙, 𝜃, 𝜓) ≤ 1, (1.31)

0 ≤𝑀 (𝜙, 𝜃) ≤ 4

3
. (1.32)

Ñðåäè òðåõ óãëîâ Ýéëåðà 𝜓 åñòü óãîë íåêîòîðîãî ïîïåðå÷íîãî íàïðàâëåíèÿ

ïðîäîëüíî ðàñòÿãèâàåìîãî êðèñòàëëà. Åñëè âìåñòî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàñ-

ñîíà ïðè ôèêñèðîâàííîì ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè ðàññìîòðåòü åãî ñðåäíåå ïî âñåì

ïîïåðå÷íûì íàïðàâëåíèÿì, òî â ñèëó ïðîñòîãî ðåçóëüòàòà

⟨𝑁⟩ ≡ 1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑁(𝜙, 𝜃, 𝜓)𝑑𝜓 =
1

2
𝑀(𝜙, 𝜃)
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Ðèñ. 1.8: Ñðàâíåíèå êëàññèôèêàöèîííûõ äèàãðàìì äëÿ àóêñåòèêîâ (à) è àóêñåòèêîâ

â ñðåäíåì (á).

äëÿ îòíîøåíèÿ òàêîãî ñðåäíåãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ⟨𝜈⟩ ê ìîäóëþ Þíãà ïîëó-

÷àåòñÿ ñîîòíîøåíèå, âî ìíîãîì àíàëîãè÷íîå (1.29)

⟨𝜈⟩
𝑒(𝜙, 𝜃)

= −𝛿
2

[︂
1

2
𝑀 (𝜙, 𝜃) − Π

]︂
. (1.33)

Îòëè÷èå òîëüêî â óïðîùåíèè óãëîâûõ çàâèñèìîñòåé ñ çàìåíîé ôóíêöèè òðåõ óãëî-

âûõ ïåðåìåííûõ 𝑁(𝜙, 𝜃, 𝜓) íà ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ 𝑀(𝜙, 𝜃)/2. Â ñèëó ýòîãî

îáùåå ðàçáèåíèå íà òðè êàòåãîðèè ауксетиков в среднем âïîëíå àíàëîãè÷íî îá-

ñóæäàâøåìóñÿ ðàíåå äëÿ àóêñåòèêîâ (Ðèñ.1.8à). Ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâ (1.31), (1.32)

î÷åâèäíà çàìåíà âåðõíåé ãðàíèöû ïî Π äëÿ частичных в среднем ауксетиков ñ

Π = 1 íà Π = 2/3 (Ðèñ.1.8á). Òàêîå ñóæåíèå îáëàñòè ÷àñòè÷íûõ â ñðåäíåì àóê-

ñåòèêîâ òåïåðü ñîïðîâîæäàåòñÿ ðàñøèðåíèåì îáëàñòåé неауксетиков в среднем è

полных в среднем ауксетиков. Íà îñíîâàíèè îïóáëèêîâàííûõ â [56, 172, 175] äàí-

íûõ íå óäàëîñü îáíàðóæèòü íîâûõ ïîëíûõ â ñðåäíåì àóêñåòèêîâ â äèàïàçîíå îò

Π = 2/3 äî Π = 1. Âìåñòå ñ òåì ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñîãëàñíî íåêîòîðûì ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíûì äàííûì èç [172] êðèñòàëëû Sm0.7Y0.3S è Sm0.75Y0.25S íå îòíîñÿòñÿ

ê ïîëíûì àóêñåòèêàì (äëÿ íèõ 𝜈max = +0.004, Π = 0.987 è 𝜈max = +0.07, Π = 0.8

ñîîòâåòñòâåííî). Îäíàêî âñå îñðåäíåííûå äàííûå, êàê âèäíî èç Òàáë.1.3, õàðàêòå-

ðèçóþò óêàçàííûå êðèñòàëëû êàê ïîëíûå â ñðåäíåì àóêñåòèêè. Ïðè ýòîì Π < 1 â

äâóõ îáñóæäàåìûõ ñëó÷àÿõ.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ôîðìóëó äëÿ ìîäóëÿ Þíãà (1.28), ñîîòíîøåíèå äëÿ

ñðåäíåãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ïðîñòîé ëèíåéíîé áåç-

ðàçìåðíîé ñâÿçè ñ ìîäóëåì Þíãà

⟨𝜈⟩ =
1

2
− 1 − Π𝛿

2
𝑒(𝜙, 𝜃)

èëè ñîîòâåòñòâåííî â ðàçìåðíûõ
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Òàáëèöà 1.3: Ïîëíûå â ñðåäíåì êóáè÷åñêèå àóêñåòèêè.

Êðèñòàëëû 𝛿 Π ⟨𝜈⟩100 ⟨𝜈⟩110 ⟨𝜈⟩111
Ba 0.55 −0.176 −0.05 −0.26 −0.37

1.05 0.737 0.39 0.26 0.125

Sm0.7Y0.3S −0.86 1.369 −0.59 −0.26 −0.19

−0.99 0.987 −0.49 −0.16 −0.10

Sm0.75Y0.25S −0.70 1.656 −0.58 −0.30 −0.24

−0.60 2.251 −0.67 −0.40 −0.34

−1.05 0.800 −0.42 −0.10 −0.04

Sm0.7La0.25S [175] −0.65 1.220 −0.40 −0.18 −0.13

Sm0.65La0.35S [175] −0.05 12.800 �0.35 �0.33 �0.32

Sm0.75Tm0.25S [175] −0.34 2.690 −0.46 −0.32 −0.28

⟨𝜈⟩ =
1

2
− 𝑠11 + 2𝑠12

2
𝐸(𝜙, 𝜃).

Âàæíî, ÷òî îáà ñîìíîæèòåëÿ âî âòîðîì ÷ëåíå â ïðàâîé ÷àñòè, êàê óêàçûâàëîñü

âûøå, ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè. Ïîëüçóÿñü äâóìÿ îãðàíè÷åíèÿìè íà êîýôôèöè-

åíòû ïîäàòëèâîñòè 𝑠11 > 𝑠12, 𝑠11+2𝑠12 > 0, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ

íà ñðåäíèé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà

1 − 3𝑒(𝜙, 𝜃)

2
< ⟨𝜈⟩ < 1

2
. (1.34)

Â ñèëó íàéäåííîé ëèíåéíîé ñâÿçè ñðåäíåãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ñ ìîäó-

ëåìÞíãà äëÿ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ îíè èìåþò îäèíàêîâûå ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè,

ïðè÷åì ìàêñèìóìû îäíîãî ñîîòâåòñòâóþò ìèíèìóìàì äðóãîãî. Ïðîñòûì àíàëèçîì

íóëåé ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè 𝑀(𝜙, 𝜃) óñòàíàâëèâàþòñÿ ýêñòðåìàëüíûå íà-

ïðàâëåíèÿ îáåèõ óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê: [100], [110] è [111] - êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèå

íàïðàâëåíèÿ. Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ñðåäíåãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ⟨𝜈⟩100, ⟨𝜈⟩110,
⟨𝜈⟩111, ñîîòâåòñòâóþùèå ýêñòðåìàëüíûì òî÷êàì è òî÷êå ïîâîðîòà, äëÿ âñåõ óìåðåí-

íûõ â ñðåäíåì àóêñåòèêîâ è ïîëíûõ â ñðåäíåì àóêñåòèêîâ óêàçàíû â Òàáë.1.3 è

Òàáë.1.4. Îíè ñëåäóþùèì îáðàçîì âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ïîäàòëèâîñòè

⟨𝜈⟩100 = −𝑠12
𝑠11

, ⟨𝜈⟩110 =
∆ + 4𝑠12
2∆ − 4𝑠11

, (1.35)

⟨𝜈⟩111 =
∆ + 3𝑠12
2∆ − 3𝑠11

= −1 +
3𝑠44

2(𝑠11 + 2𝑠12 + 𝑠44)
. (1.36)

Ñðåäíèé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, âûðàæåííûé ÷åðåç ôóíêöèþ 𝑀(𝜙, 𝜃),

èìååò âèä

⟨𝜈⟩ =
1

2

2Π𝛿 −𝑀(𝜙, 𝜃)𝛿

2 −𝑀(𝜙, 𝜃)𝛿
. (1.37)
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Òàáëèöà 1.4: Ñïèñîê ÷àñòè÷íûõ â ñðåäíåì êóáè÷åñêèõ àóêñåòèêîâ (0 < Π < 2/3).

Êðèñòàëëû 𝛿 Π ⟨𝜈⟩100 ⟨𝜈⟩110 ⟨𝜈⟩111
UTe −4.99 0.006 −0.01 0.35 0.38

GeTe-SnTe −3.16 0.007 −0.01 0.30 0.34

ReO3 −2.94 0.010 −0.01 0.29 0.33

−3.19 −0.007 0.01 0.31 0.34

SmB6 −1.68 0.020 −0.02 0.22 0.26

USe −7.04 0.023 −0.08 0.37 0.40

−2.06 0 0 0.36 0.39

USb −4.50 0.024 −0.05 0.33 0.36

−4.39 −0.025 0.05 0.36 0.39

−2.95 −0.028 0.04 0.31 0.35

Sm0.85Tm0.15S −1.06 0.050 −0.03 0.15 0.19

SnTe −3.06 0.058 −0.09 0.27 0.31

Sm0.90La0.10S −1.71 0.179 −0.15 0.15 0.19

FeS2 −0.84 0.289 −0.12 0.06 0.10

−0.60 −0.287 0.09 0.18 0.20

Tm0.99Se −1.79 0.520 −0.47 −0.01 0.06

TmSe −1.75 0.620 −0.54 −0.06 0.02

Mn85.3Ni8.8C5.9 1.34 0.664 0.44 0.33 −0.01

InTl (27at%Tl, 125 K) [56] 1.50 0.666 0.499 0.497 −0.23

Â ñâîþ î÷åðåäü, èç ýòîé ôîðìóëû ñëåäóåò îáðàòíîå ñîîòíîøåíèå

𝑀(𝜙, 𝜃) =
2

𝛿

Π𝛿 − 2⟨𝜈⟩
1 − 2⟨𝜈⟩

.

Áëàãîäàðÿ îãðàíè÷åíèþ (1.32) íà ôóíêöèþ 𝑀(𝜙, 𝜃) îòñþäà íàõîäÿòñÿ íåðàâåíñòâà

äëÿ ñðåäíèõ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà, äîïîëíÿþùèå íåðàâåíñòâà (1.34),

⟨𝜈⟩111 < ⟨𝜈⟩ < 0.5 (∆ > 0),

−1 < ⟨𝜈⟩ < ⟨𝜈⟩111 (∆ < 0).

Ïîëîæèòåëüíîñòü ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (1.36), îáÿçàííàÿ

íåðàâåíñòâàì 𝑠11 + 2𝑠12 > 0, 𝑠44 > 0, ïîçâîëÿåò íàïèñàòü ñ ó÷åòîì (1.34) áîëåå ãðó-

áûå îãðàíè÷åíèÿ, íå çàâèñÿùèå îò êîíêðåòíûõ âåëè÷èí êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâî-

ñòè è ñîâïàäàþùèå ïî îáùåìó âèäó ñ èçâåñòíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà êîýôôèöèåíò

Ïóàññîíà èçîòðîïíîé ñðåäû,

−1 < ⟨𝜈⟩ < 0.5.
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Ðèñ. 1.9: Óãëîâûå îáëàñòè ñ îòðèöàòåëüíûìè è ïîëîæèòåëüíûìè ñðåäíèìè êîýôôè-

öèåíòàìè Ïóàññîíà è ðàçäåëÿþùèå èõ êðèâûå 𝑀(𝜙, 𝜃) = 2Π ïðè øåñòè ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèÿõ Π: 0.1 (à), 0.2 (á), 0.3 (â), 0.4 (ã), 0.5 (ä), 0.6 (å). Çàòåíåíû îáëàñòè ñ 𝛿 < 0.

Â Òàáë.1.3 è Òàáë.1.4 ïðèâåäåíû ñïèñêè àóêñåòèêîâ â ñðåäíåì, íàéäåííûõ ñ

ïîìîùüþ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïî óïðóãèì ñâîéñòâàì êóáè÷åñêèõ êðèñòàë-

ëîâ, ñîáðàííûõ â [56, 172, 175]. Ñðåäè íèõ îáíàðóæåíî 14 óìåðåííûõ â ñðåäíåì

(Òàáë.1.4) è 6 ïîëíûõ â ñðåäíåì àóêñåòèêîâ (Òàáë.1.3). Áåçðàçìåðíûé ìîäóëü Þí-

ãà, êàê ÿñíî óæå èç ôîðìóëû (1.28), îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì áåçðàçìåðíûì ìàòåðè-
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àëüíûì ïàðàìåòðîì 𝛿, â òî âðåìÿ êàê ñðåäíèé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà çàâèñèò îò

äâóõ áåçðàçìåðíûõ ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåòðîâ Π, 𝛿 (ñì. (1.33) èëè (1.37)), ñîñòàâ-

ëåííûõ èç òðåõ êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ. Ïîñëåäíåå

íàõîäèò îòðàæåíèå â Òàáë.1.3 è Òàáë.1.4 â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññèôèêàöè-

îííûìè äèàãðàììàìè Ðèñ.1.8. Äëÿ ïÿòè ïîëíûõ â ñðåäíåì àóêñåòèêîâ â Òàáë.1.3

èìååò ìåñòî 𝛿 < 0, Π > 2/3, è òîëüêî äëÿ áàðèÿ îáíàðóæåíà ïðîòèâîïîëîæíàÿ

ñèòóàöèÿ 𝛿 > 0, Π < 0. Äëÿ áîëüøèíñòâà ÷àñòè÷íûõ â ñðåäíåì àóêñåòèêîâ (äëÿ

äâåíàäöàòè) â Òàáë.1.4 íàéäåíî òàêæå 𝛿 < 0 (ïðè ýòîì 0 < Π < 2/3), è òîëüêî äëÿ

äâóõ êðèñòàëëîâ 𝛿 > 0, à Π ≈ 2/3.

Ðèñ. 1.10: Êðèâûå 𝑀(𝜙, 𝜃) = 2Π, ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíèöàì ðàçäåëà ⟨𝜈⟩ = 0 äëÿ

óìåðåííûõ â ñðåäíåì àóêñåòèêîâ, ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ áåçðàçìåðíîãî óïðóãîãî

ïàðàìåòðà Π: 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.66.

×àñòè÷íûå â ñðåäíåì àóêñåòèêè õàðàêòåðèçóþòñÿ ÷åðåäîâàíèåì óãëîâûõ îá-

ëàñòåé ñ îòðèöàòåëüíûìè è ïîëîæèòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè ñðåäíåãî êîýôôèöèåíòà

Ïóàññîíà. Ïðè ýòîì óïðóãèé áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ èç

èíòåðâàëà 0 < Π < 2/3. Õàðàêòåð èçìåíåíèé ýòèõ îáëàñòåé è ãðàíèö ìåæäó íèìè

îòðàæåí íà Ðèñ.1.9. Íà ýòîì ðèñóíêå â óãëîâîì êâàäðàòå ñ ðàçìåðàìè, ñîîòâåòñòâó-

þùèìè ïåðèîäàì 𝑇𝜙 = 𝜋/2, 𝑇𝜃 = 𝜋 ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè 𝑀(𝜙, 𝜃), ïîñòðîåíû

ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ óïðóãîãî ïàðàìåòðà Π ãðàíè÷íûå êðèâûå ⟨𝜈⟩ = 0. Íà

Ðèñ.1.9 îò (a) äî (å) çíà÷åíèÿ ýòîãî ïàðàìåòðà èçìåíÿþòñÿ ÷åðåç 0.1. Çàòåíåííûå

îáëàñòè ñîîòâåòñòâóþò îáëàñòÿì ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà ïðè

𝛿 < 0. Ïðè 𝛿 > 0 èìååò ìåñòî îáðàòíàÿ ñèòóàöèÿ. Âñå ãðàíè÷íûå êðèâûå ñ ⟨𝜈⟩ = 0,

îòðàæåííûå íà Ðèñ.1.9, ñâåäåíû âìåñòå íà Ðèñ.1.10, äåëàþùåì îñîáåííî íàãëÿäíûì

èçìåíåíèå õàðàêòåðà ãðàíèö ðàçäåëà ïðè èçìåíåíèè âåëè÷èíû ïàðàìåòðà Π. Êàê

âèäíî èç ýòèõ ðèñóíêîâ ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå áåçðàçìåðíîãî óïðóãîãî

ïàðàìåòðà

Π𝑐𝑟 = 0.5, (1.38)
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ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò ïåðåñòðîéêà ãðàíè÷íûõ êðèâûõ îòêðûòîãî òèïà íà çà-

ìêíóòûé. Òàêîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ìåíüøå àíàëîãè÷íîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ

Π𝑐𝑟 ≈ 0.75 äëÿ ÷àñòè÷íûõ àóêñåòèêîâ áåç îñðåäíåíèÿ (ñì. ïîäðàçäåë 1.2.2).

1.2.4. Экстремальные значения коэффициента Пуассона ку-
бических кристаллов [12]

Упругие свойства кубических кристаллов. Â ñëó÷àå êóáè÷åñêîé ñèì-

ìåòðèè ÷èñëî íåçàâèñèìûõ óïðóãèõ êîíñòàíò ïîíèæàåòñÿ äî òðåõ, 𝑠11, 𝑠12 è 𝑠44,

êîòîðûå ñâÿçàíû ñ òåõíè÷åñêèìè ìîäóëÿìè óïðóãîñòè ïðîñòûìè ñîîòíîøåíèÿìè

𝐸0 = 𝐸[001] =
1

𝑠11
, 𝜈0 = 𝜈[100],[001] = −𝑠12

𝑠11
,

ãäå 𝐸0, 𝜈0 � ñîîòâåòñòâåííî ìîäóëü Þíãà, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà â êðèñòàëëîãðà-

ôè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ⟨001⟩. Íà âåëè÷èíû óïðóãèõ êîíñòàíò íàêëàäûâàþòñÿ

ñëåäóþùèå òåðìîäèíàìè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ 𝑠11 > 0, −1/2 < 𝑠12/𝑠11 < 1, 𝑠44 > 0.

Èç âòîðîãî îãðàíè÷åíèÿ ñëåäóåò äîïóñòèìûé èíòåðâàë èçìåíåíèÿ êîýôôèöèåíòà

Ïóàññîíà 𝜈0: −1 < 𝜈0 < 0.5. Äëÿ îïèñàíèÿ àíèçîòðîïèè óïðóãèõ ñâîéñòâ êóáè-

÷åñêèõ êðèñòàëëîâ äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð 𝛿 = ∆/𝑠11,

ãäå ∆ = 𝑠11 − 𝑠12 − 0.5𝑠44. Óñëîâèå 𝛿 > 0 ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé óïðóãîé

àíèçîòðîïèè, ïðè êîòîðîé 𝐸[111] > 𝐸[011] > 𝐸[001], ïðè 𝛿 = 0 ìàòåðèàë èçîòðîïåí,

𝐸[111] = 𝐸[011] = 𝐸[001], à ïðè 𝛿 < 0 àíèçîòðîïèÿ îòðèöàòåëüíà è 𝐸[111] < 𝐸[011] < 𝐸[001]

[176].

Условия отрицательности коэффициента Пуассона.Êîýôôèöèåíò Ïóàñ-

ñîíà îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

𝜈𝑦𝑥 = −𝜀𝑦
𝜀𝑥

ãäå 𝜀𝑥 è 𝜀𝑦 - ñîîòâåòñòâåííî óïðóãèå äåôîðìàöèè â íàïðàâëåíèè íàãðóæåíèÿ x è

ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè y. Èç çàêîíà Ãóêà ñëåäóåò

𝜈𝑦𝑥 = −𝑠𝑦𝑦𝑥𝑥
𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥

, (1.39)

ãäå 𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥 è 𝑠𝑦𝑦𝑥𝑥 - êîìïîíåíòû òåíçîðà êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè â ëàáîðàòîðíîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò xyz. Äëÿ êóáè÷åñêîãî êðèñòàëëà

𝑠𝑦𝑦𝑥𝑥 = 𝑠12 + ∆𝐷 (x,y) , (1.40)

𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠11 − 2∆𝑃 (x) . (1.41)

Ó÷èòûâàÿ (1.39) - (1.41), âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ìîæíî çàïèñàòü

â âèäå
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𝜈𝑦𝑥 = −𝑠12 + ∆𝐷 (x,y)

𝑠11 − 2∆𝑃 (x)
, (1.42)

ãäå 𝐷(x,y) = 𝑥21𝑦
2
1 + 𝑥22𝑦

2
2 + 𝑥23𝑦

2
3 è 𝑃 (x) = 𝑥21𝑥

2
2 + 𝑥22𝑥

2
3 + 𝑥23𝑥

2
1 - îðèåíòàöèîííûå

ôóíêöèè íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ 𝑥1...𝑥3, 𝑦1...𝑦3 óãëîâ ìåæäó íàïðàâëåíèÿìè íà-

ãðóæåíèÿ x è ïîïåðå÷íîé äåôîðìàöèè y ñ êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèìè îñÿìè ⟨001⟩.
Îðèåíòàöèîííàÿ ôóíêöèÿ 𝐷 (x,y) èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ 0 ≤ 𝐷 (x,y) ≤ 1/2, ïðè-

íèìàÿ ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå 0 è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå 1/2 ñîîòâåòñòâåííî ïðè

x è y ñîâïàäàþùèìè ñ âçàèìíîïåðïåíäèêóëÿðíûìè êóáè÷åñêèìè îñÿìè ⟨001⟩, è x
è y ñîâïàäàþùèìè ñ âçàèìíîïåðïåíäèêóëÿðíûìè äèàãîíàëÿìè ýëåìåíòàðíîé êó-

áè÷åñêîé ÿ÷åéêè ⟨011⟩. Îðèåíòàöèîííàÿ ôóíêöèÿ 𝑃 (x) èçìåíÿåòñÿ â èíòåðâàëå

0 ≤ 𝑃 (x) ≤ 1/3 è ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå 0 è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå 1/3

ñîîòâåòñòâåííî ïðè x ñîâïàäàþùèì ñ ⟨001⟩ è ⟨111⟩. Èç (1.42) ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå
𝜈𝑦𝑥 èçìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò îðèåíòàöèè îñåé x, y. Ïðè ýòîì ýêñòðåìàëüíûå

çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà, 𝜈max è 𝜈min, îïðåäåëÿþòñÿ óïðóãèìè êîíñòàíòà-

ìè êðèñòàëëà.

Çíàêè êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈max è 𝜈min, ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû èç ñëåäó-

þùèõ ñîîáðàæåíèé. Òàê êàê çíàìåíàòåëü â (1.39), ÿâëÿþùèéñÿ âåëè÷èíîé îáðàòíîé

ìîäóëþ Þíãà â íàïðàâëåíèè x, 𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐸−1
𝑥 âñåãäà ïîëîæèòåëåí, òî çíàê êîýôôè-

öèåíòà Ïóàññîíà 𝜈𝑦𝑥 îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì ÷èñëèòåëÿ 𝑠𝑦𝑦𝑥𝑥, òî åñòü 𝜈𝑦𝑥 ≥ 0, åñëè

𝑠𝑦𝑦𝑥𝑥 ≤ 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå 𝜈𝑦𝑥 îòðèöàòåëåí.

Ñîãëàñíî (1.40) èìååì 𝑠𝑦𝑦𝑥𝑥 ≤ 0, åñëè âûïîëíÿòñÿ íåðàâåíñòâî

𝑠𝑦𝑦𝑥𝑥 = 𝑠12 (1 − 2𝐷) + (𝑠11 + 𝑠12 − 𝑠44/2)𝐷 ≤ 0. (1.43)

Òàê êàê îáà ñîìíîæèòåëÿ â (1.43), (1 − 2𝐷) è𝐷, íåîòðèöàòåëüíû (0 ≤ 𝐷 ≤ 1/2 è 1 ≥
(1 −𝐷) ≥ 0), òî êðèñòàëë âñåãäà èìååò íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà

Ïóàññîíà (𝑠𝑦𝑦𝑥𝑥 ≤ 0) ïðè ëþáîé îðèåíòàöèè x, y åñëè

𝑠12 ≤ 0, 𝑠11 + 𝑠12 − 𝑠44/2 ≤ 0. (1.44)

Òàêèå ìàòåðèàëû íàçûâàþòñÿ íåàóêñåòèêàìè. Åñëè èìåþò ìåñòî îáðàòíûå íåðàâåí-

ñòâà 𝑠12 > 0, 𝑠11 + 𝑠12 − 𝑠44/2 > 0, òî ïðè ëþáîé îðèåíòàöèè x, y êðèñòàëë ÿâëÿåòñÿ

ïîëíûì àóêñåòèêîì (𝑠𝑦𝑦𝑥𝑥 > 0). Â ñëó÷àå åñëè çíàêè íåðàâåíñòâà ïðîòèâîïîëîæíû

(𝑠12 < 0, 𝑠11 + 𝑠12− 𝑠44/2 > 0 èëè 𝑠12 > 0, 𝑠11 + 𝑠12− 𝑠44/2 < 0), òî êðèñòàëë ÿâëÿåòñÿ

÷àñòè÷íûì àóêñåòèêîì.

Âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà (1.42) èìååò íàèáîëåå ïðîñòîé âèä

â ïåðåìåííûõ 𝜈 ≡ 𝜈𝑦𝑥, 𝜈0 è 𝛿

𝜈 =
𝜈0 − 𝛿𝐷 (x,y)

1 − 2𝛿𝑃 (x)
. (1.45)

Ïðè òàêîì âûáîðå ïåðåìåííûõ óñëîâèÿ íåàóêñåòè÷íîñòè (1.44) ìîãóò áûòü çàïèñàíû

â âèäå
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𝜈0 ≥ 0, 𝜈0 ≥ 0.5𝛿. (1.46)

Ðèñ. 1.11: Êëàññèôèêàöèîííàÿ äèàãðàììà êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ 𝛿 − 𝜈0. Âíåøíÿÿ

æèðíàÿ ëèíèÿ íà äèàãðàììå îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü âîçìîæíûõ çíà÷åíèé −1 < 𝜈0 <

0.5 è 𝛿 < 𝜈0 + 1. Ëèíèè 𝜈0 = 0 è 𝜈0 = 0.5𝛿 ðàçäåëÿþò îáëàñòè ðàçëè÷íîãî õàðàêòåðà

àóêñåòè÷íîñòè.

Èñõîäÿ èç óñëîâèé (1.46) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êëàññèôèêàöèîííàÿ äèàãðàììà

êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ â êîîðäèíàòàõ 𝛿− 𝜈0 (Ðèñ.1.11). Âíåøíÿÿ æèðíàÿ ëèíèÿ íà

äèàãðàììå îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü âîçìîæíûõ çíà÷åíèé −1 < 𝜈0 < 0.5 è 𝛿 < 𝜈0 + 1.

Ïîñëåäíåå óñëîâèå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 𝛿 è óñëîâèé ïîëîæèòåëüíîñòè ìîäóëåé

ïîäàòëèâîñòè 𝑠11 è 𝑠44. Íà äèàãðàììå èìåþòñÿ ÷åòûðå îáëàñòè, ðàçäåëåííûå äâóìÿ

ëèíèÿìè, îïèñûâàåìûìè óðàâíåíèÿìè 𝜈0 = 0 è 𝜈0 = 0.5𝛿. Â îáëàñòè 1, ãäå âûïîëíÿ-

þòñÿ óñëîâèÿ 𝜈0 > 0 è 𝜈0 > 0.5𝛿, êðèñòàëë ÿâëÿåòñÿ íåàóêñåòèêîì, ò.å. ìàêñèìàëüíîå

è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ïîëîæèòåëüíû. Â îáëàñòÿõ 2 è

3, ãäå ñîîòâåñòâåííî 0 < 𝜈0 < 0.5𝛿 è 0.5𝛿 < 𝜈0 < 0, êðèñòàëë ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì

àóêñåòèêîì, ò.å. ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà èìåþò ðàçíûé

çíàê. Â îáëàñòè 4 (𝜈0 < 0 è 𝜈0 < 0.5𝛿) êðèñòàëë ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì àóêñåòèêîì, ò.å.

îáà ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà îòðèöàòåëüíû.

Анализ экстремальных значений коэффициента Пуассона. Èç àíà-

ëèçà çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà (1.45) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîäàâëÿþùåãî

áîëüøèíñòâà âîçìîæíûõ x, y ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà äî-

ñòèãàþòñÿ ïðè òðåõ ñòàíäàðòíûõ îðèåíòàöèÿõ:

1) Ñëó÷àé 0. Íàïðàâëåíèÿ x è y ñîâïàäàþò ñ âçàèìíîïåðïåíäèêóëÿðíûìè

îñÿìè ⟨001⟩. Ýêñòðåìóì - 𝜈0.

2) Ñëó÷àé 1. Íàïðàâëåíèå x ñîâïàäàåò ñ äèàãîíàëüþ ýëåìåíòàðíîãî êóáà òèïà

⟨011⟩, à y ñ ïåðïåíäèêóëÿðíîé äèàãîíàëüþ ⟨011̄⟩. Ýêñòðåìóì - 𝜈011̄ ≡ 𝜈[011̄],[011].

3) Ñëó÷àé 2. Íàïðàâëåíèå x ñîâïàäàåò ñ ⟨011⟩, à y ñ ïåðïåíäèêóëÿðíûì êó-

áè÷åñêèì íàïðàâëåíèåì ⟨100⟩. Ýêñòðåìóì - 𝜈100 ≡ 𝜈[100],[011].
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Èç ôîðìóëû (1.45) äëÿ ñëó÷àåâ 1 è 2 èìååì

𝜈011̄ =
𝜈0 − 𝛿/2

1 − 𝛿/2
, (1.47)

𝜈100 =
𝜈0

1 − 𝛿/2
. (1.48)

Ðèñ. 1.12: Èçìåíåíèå ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà â çàâèñè-

ìîñòè îò 𝜈0 è 𝛿: (à) � ñòàíäàðòíûå ýêñòðåìóìû 𝜈0, 𝜈011̄, 𝜈100, (á) � ñòàíäàðòíûå è

ñïåöèàëüíûå ýêñòðåìóìû 𝜈1, 𝜈2.

Ãðàôèêè èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé ñòàíäàðòíûõ (îñíîâíûõ) ýêñòðåìóìîâ 𝜈0, 𝜈011̄, 𝜈100 â

çàâèñèìîñòè îò 𝛿 è 𝜈0 ïðåäñòàâëåíû íà Ðèñ.1.12à. Ñòðåëêàìè ïîêàçàíû ïðåäåëüíûå

çíà÷åíèÿ 𝜈011̄ → 1 è 𝜈100 → 0 ïðè 𝛿 → −∞.

Èç (1.47) è (1.48), à òàêæå Ðèñ.1.12, ñëåäóåò, ÷òî ñòàíäàðòíûå ýêñòðåìóìû

𝜈0, 𝜈011̄, 𝜈100 ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìóìàìè èëè ìèíèìóìàìè ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ:

1) 𝜈011̄ - ìàêñèìóì ïðè 𝛿 < 0 è ìèíèìóì ïðè 𝛿 > 0 (íåçàâèñèìî îò 𝜈0);

2) åñëè 𝜈0 > 0, òî 𝜈100 - ìèíèìóì ïðè 𝛿 < 0 è ìàêñèìóì ïðè 𝛿 > 0;

3) åñëè 𝜈0 < 0, òî 𝜈0 - ìèíèìóì ïðè 𝛿 < 0 è ìàêñèìóì ïðè 𝛿 > 0;

4) ïðè 𝛿 = 0 èìååì ñëó÷àé èçîòðîïèè, ò.å. âñå êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà ðàâíû

(𝜈011̄ = 𝜈100 = 𝜈0).

Òàáëèöà 1.5: Èçìåíåíèå ñòàíäàðòíûõ ýêñòðåìóìîâ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà â çàâè-

ñèìîñòè îò çíàêà 𝜈0 è 𝛿.

𝛿 < 0 𝛿 > 0

𝜈0 > 0 max 𝜈011̄ 𝜈100
min 𝜈100 𝜈011̄

𝜈0 < 0 max 𝜈011̄ 𝜈0
min 𝜈0 𝜈011̄
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Äàííûå óñëîâèÿ äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðåäñòàâëåíû â Òàáë.1.5.

Â ðàáîòå [59] ìåòîäîì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïîìèìî âû-

øåóêàçàííûõ ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àåâ (0, 1, 2), êîãäà îñè x, y ñîâïàäàþò ñ ⟨001⟩ èëè
⟨011⟩, ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ìîãóò òàêæå íàáëþäàþòñÿ
ïðè ñïåöèàëüíûõ îðèåíòàöèÿõ, êîãäà èíäåêñû îñåé x, y íå ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñ-

ëàìè. Òàê ïðè ïîëîæèòåëüíîì 𝛿 ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà

ìîæåò â îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ äîñòèãàòüñÿ ïóòåì ìèíèìèçàöèè çíàìåíàòåëÿ âû-

ðàæåíèÿ (1.45). Ýòîò ýôôåêò íàèáîëåå ÿðêî âûðàæåí âáëèçè óãëà (𝛿 = 1.5, 𝜈0 = 0.5)

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè 𝛿 → 1.5 è 𝑃 (x) → 1/3, ò.å. ê ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ 𝑃 (x)

ïðè x = ⟨111⟩. Ôèçè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîäóëü Þíãà â íàïðàâëåíèè ⟨111⟩
𝐸[111] = [𝑠11 (1 − 2𝛿/3)]−1 ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè

ïðèáëèæåíèè ê óãëó äèàãðàììû (𝛿 = 1.5, 𝜈0 = 0.5), ò.å. ïðè 𝛿 → 1.5 è 𝜈0 → 0.5

÷èñëèòåëü â (1.45) òàêæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ïîñêîëüêó 𝐷(x,y) = 1/3 ïðè x = ⟨111⟩.
Ðàññìîòðåíèå äàííîãî ïðåäåëüíîãî ñëó÷àÿ, îäíàêî, ïîêàçûâàåò, ÷òî çíàìåíàòåëü

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ áûñòðåå ÷èñëèòåëÿ è ïîýòîìó ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ êîýôôè-

öèåíòà Ïóàññîíà (ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå) ñîîòâåòñòâåííî ñòðåìÿòñÿ ê −∞ è

+∞.

Ðèñ. 1.13: Îòêëîíåíèå x, y îò ñòàíäàðòíûõ ýêñòðåìàëüíûõ îðèåíòàöèé x0 = ⟨011⟩,
y0 = ⟨011̄⟩ � Ñëó÷àé 1' (à) è x0 = ⟨011⟩, y0 = ⟨100⟩ � Ñëó÷àé 2' (á) â ñïåöèàëüíûõ

ñëó÷àÿõ ïðè x→ ⟨111⟩.

Äîñòèæåíèå ñïåöèàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ïðè îòêëî-

íåíèè x, y îò ñòàíäàðòíûõ ýêñòðåìàëüíûõ îðèåíòàöèé x0 = ⟨011⟩, y0 = ⟨011̄⟩ è
x0 = ⟨011⟩, y0 = ⟨100⟩ äîñòèãàåòñÿ ïóòåì ïîâîðîòà íàïðàâëåíèÿ x: x → ⟨111⟩.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè ïîâîðîòå x → ⟨111⟩, âî âòîðîì ñëó÷àå, y òàêæå äîëæ-

íî îòêëîíÿòüñÿ îò ïåðâîíà÷àëüíîé îðèåíòàöèè y0 = ⟨011̄⟩ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñëîâèÿ
x⊥y, òîãäà êàê â ïåðâîì ñëó÷àå ýòîãî íå òðåáóåòñÿ. Ñîãëàñíî [59] îòêëîíåíèÿ x, y îò

îñíîâíûõ ýêñòðåìàëüíûõ îðèåíòàöèé ïðîèñõîäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. Ðèñ.1.13)

Ñëó÷àé 1' (Ðèñ.1.13a): x: [011] → [𝑝11] → [111] y: [011̄] = const ïðè 0 ≤ 𝑝 ≤ 1;

Ñëó÷àé 2' (Ðèñ.1.13á): x: [011] → [𝑝11] → [111] y: [1̄00] → [2̄𝑝𝑝] → [2̄11] ïðè

0 ≤ 𝑝 ≤ 1.

Ñëó÷àé 1'.
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Ïðè îòêëîíåíèè x, y îò x0 = ⟨011⟩, y0 = ⟨011̄⟩ èçìåíåíèå îðèåíòàöèîííûõ
ôóíêöèé 𝐷 è 𝑃 îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿìè

𝐷 =
1

𝑝2 + 2
, 𝑃 =

2𝑝2 + 1

(𝑝2 + 2)2
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ôóíêöèè â (1.45), ïîëó÷àåì

𝜈1 (𝑝) =
𝜈0 − 𝛿/ (𝑝2 + 2)

1 − 2𝛿(2𝑝2 + 1) / (𝑝2 + 2)
. (1.49)

Ïðè èññëåäîâàíèè ñïåöèàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîäñòàíîâêîé

𝜉 = 𝑝2 + 2, ãäå 𝜉 èçìåíÿåòñÿ îò 2 äî 3. Ïîñëå òàêîé ïîäñòàíîâêè ôîðìóëà äëÿ

êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà (1.49) ïðèíèìàåò âèä

𝜈1 (𝜉) =
(𝜈0𝜉 − 𝛿) 𝜉

𝐴
, (1.50)

𝐴 = 𝜉2 − 4𝛿𝜉 + 6𝛿. (1.51)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî 𝐴 > 0 äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé 𝛿 < 1.5 è 2 ≤ 𝜉 ≤ 3.

Ðèñ. 1.14: Îáëàñòè ïîëîæèòåëüíûõ (ïîìå÷åíû çíàêîì ïëþñ) è îòðèöàòåëüíûõ (ïî-

ìå÷åíû çíàêîì ìèíóñ) çíà÷åíèé ïðîèçâîäíûõ 𝑑𝜈1(𝜉)/𝑑𝜉(𝜉 = 2) (à) è 𝑑𝜈2(𝜉)/𝑑𝜉(𝜉 = 2)

(á). Îáëàñòè, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò îòêëîíåíèå îò ñòàíäàðòíûõ ýêñòðåìàëüíûõ îðè-

åíòàöèé, çàêðàøåíû ñåðûì öâåòîì. Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈011̄ ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðò-

íûì ìàêñèìóìîì ïðè 𝛿 < 0 è ìèíèìóìîì ïðè 𝛿 > 0 (íåçàâèñèìî îò 𝜈0); 𝜈100 ÿâëÿåòñÿ

ñòàíäàðòíûì ýêñòðåìóìîì ïðè 𝜈0 > 0, ìèíèìóìîì ïðè 𝛿 < 0 è ìàêñèìóìîì ïðè

𝛿 > 0.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îòêëîíåíèå x → ⟨111⟩ óñèëèâàëî ýêñòðåìóì, ò.å. ñìåùà-

ëî ìàêñèìóì â ïîëîæèòåëüíóþ ñòîðîíó ëèáî ìèíèìóì â îòðèöàòåëüíóþ, çíà÷åíèå

ïðîèçâîäíîé 𝑑𝜈1(𝜉)/𝑑𝜉 ïðè 𝜉 = 2 (𝑝 = 0) äîëæíî áûòü ïîëîæèòåëüíûì åñëè 𝜈011̄
ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ìàêñèìóìîì èëè îòðèöàòåëüíûì åñëè 𝜈011̄ ÿâëÿåòñÿ ñòàí-

äàðòíûì ìèíèìóìîì. Ðèñ.1.14 ïðåäñòàâëÿåò äèàãðàììó 𝛿 − 𝜈0 ñ óêàçàíèåì îáëà-

ñòåé ýêñòðåìàëüíîñòè 𝜈011̄ è îáëàñòåé ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé
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𝑑𝜈1(𝜉)/𝑑𝜉(𝜉 = 2). Ãðàíèöû îáëàñòåé, ãäå 𝑑𝜈1 (𝜉) /𝑑𝜉 (𝜉 = 2) èçìåíÿåò çíàê, îïðåäåëÿ-

þòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè 𝛿 = 0 è 𝜈0 = (3𝛿 − 2) /4, ñëåäóþùèìè èç óñëîâèÿ 𝑑𝜈1/𝑑𝜉 = 0

ïðè 𝜉 = 2.

Çíàê ïëþñ íà Ðèñ.1.14à ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæèòåëüíîìó çíà÷åíèþ

𝑑𝜈1 (𝜉) /𝑑𝜉 (𝜉 = 2), çíàê ìèíóñ - îòðèöàòåëüíîìó. Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå (Òàáë.1.5),

𝜈011̄ ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ýêñòðåìóìîì ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ 𝜈0: ìàê-

ñèìóìîì ïðè 𝛿 < 0 è ìèíèìóìîì ïðè 𝛿 > 0. Èç Ðèñ.1.14à ñëåäóåò, ÷òî ñôîðìóëè-

ðîâàííîå âûøå óñëîâèå îòêëîíåíèÿ îðèåíòàöèè âûïîëíÿåòñÿ ïðè (𝛿, 𝜈0), ëåæàùèõ

íèæå ëèíèè 𝜈0 = (3𝛿 − 2) /4, ò.å. ïðè 𝜈0 < (3𝛿 − 2) /4. Ïðè ýòîì â ÷àñòè ýòîé îá-

ëàñòè, ðàñïîëîæåííîé ñëåâà îò âåðòèêàëüíîé ëèíèè 𝛿 = 0, 𝑑𝜈1 (𝜉) /𝑑𝜉 (𝜉 = 2) > 0

ïîâûøàåò ñòàíäàðòíûé ìàêñèìóì 𝜈011̄, òîãäà êàê â äðóãîé ÷àñòè, ðàñïîëîæåííîé

ñïðàâà îò âåðòèêàëüíîé ëèíèè 𝛿 = 0, 𝑑𝜈1 (𝜉) /𝑑𝜉 (𝜉 = 2) < 0 ïîíèæàåò ñòàíäàðòíûé

ìèíèìóì 𝜈011̄.

Çíà÷åíèå 𝜉, ñîîòâåòñòâóþùåå ýêñòðåìóìó ôóíêöèè 𝜈1 (𝜉), ñëåäóåò èç óñëîâèÿ

𝑑𝜈1 (𝜉) /𝑑𝜉 = 0 è èìååò âèä

𝜉 =
−𝜈0 +

√︀
𝜈20 + 𝛿 (1/6 − 2𝜈0/3)

1/6 − 2𝜈0/3
. (1.52)

Äàííîå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êâàäðàòíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Âûáîð ïðåäêîðíåâîãî çíàêà ïëþñ ñëåäóåò èç óñëîâèÿ 𝜉 ≤ 3 (𝑝 ≤ 1).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå, ïðè 𝜈0 = 0.25, êâàäðàòíîå óðàâ-

íåíèå âûðîæäàåòñÿ â ëèíåéíîå è ïîýòîìó 𝜉 îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì 𝜉 = 𝛿/(2𝜈0).

Ñëó÷àé 2'.

Ïðè îòêëîíåíèè x, y îò x0 = ⟨011⟩, y0 = ⟨100⟩ èçìåíåíèå îðèåíòàöèîííûõ
ôóíêöèé 𝐷 è 𝑃 îïèñûâàþòñÿ âûðàæåíèÿìè

𝐷 =
3𝑝2

(𝑝2 + 2)2
, 𝑃 =

2𝑝2 + 1

(𝑝2 + 2)2
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ôóíêöèè â (1.45), èìååì

𝜈2(𝑝) =
𝜈0 − 3𝛿𝑝2/(𝑝2 + 2)

1 − 2𝛿(2𝑝2 + 1)/(𝑝2 + 2)
.

Äàííîå âûðàæåíèå ìîæíî òàêæå çàïèñàòü ÷åðåç 𝜉 è 𝐴

𝜈2 (𝜉) =
𝜈0𝜉

2 − 3𝛿𝜉 + 6𝛿

𝐴
, (1.53)

ãäå 𝐴 îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (1.51).

Êàê è â ñëó÷àå 1', îòêëîíåíèå x→ ⟨111⟩ ïðîèñõîäèò åñëè çíà÷åíèå ïðîèçâîä-
íîé 𝑑𝜈2(𝜉)/𝑑𝜉 ïðè 𝜉 = 2 (𝑝 = 0) ïîëîæèòåëüíî, à 𝜈100 ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ìàêñè-

ìóìîì, ëèáî åñëè 𝑑𝜈2(𝜉)/𝑑𝜉(𝜉 = 2) îòðèöàòåëüíî, à 𝜈100 ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ìèíè-

ìóìîì. Ðèñ.1.14á ïðåäñòàâëÿåò äèàãðàììó 𝛿− 𝜈0 ñ óêàçàíèåì îáëàñòåé ýêñòðåìàëü-

íîñòè 𝜈100 è îáëàñòåé ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé 𝑑𝜈2(𝜉)/𝑑𝜉(𝜉 = 2).



ГЛАВА 1. КРИСТАЛЛИЧЕСКИЕ АУКСЕТИКИ 48

Ãðàíèöû îáëàñòåé, ãäå 𝑑𝜈2 (𝜉) /𝑑𝜉(𝜉 = 2) èçìåíÿåò çíàê, îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíè-

ÿìè 𝛿 = 0 è 𝜈0 = 3 (2 − 𝛿) /4, ñëåäóþùèìè èç óñëîâèÿ 𝑑𝜈2(𝜉 = 2)/𝑑𝜉 = 0. Êàê áûëî

ïîêàçàíî âûøå (ñì. Òàáë.1.5), 𝜈100 ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ýêñòðåìóìîì ïðè 𝜈0 > 0,

à èìåííî, ìèíèìóìîì ïðè 𝛿 < 0 è ìàêñèìóìîì ïðè 𝛿 > 0.

Èç Ðèñ.1.14á âèäíî, ÷òî óñëîâèå îòêëîíåíèÿ óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîëüêî â íåáîëü-

øîé îáëàñòè âáëèçè óãëà (𝛿 = 1.5, 𝜈0 = 0.5) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 𝜈0 > 3 (2 − 𝛿) /4.

Çíà÷åíèå 𝜉, ñîîòâåòñòâóþùåå ìàêñèìóìó ôóíêöèè 𝜈2(𝜉), ñëåäóåò èç óñëîâèÿ

𝑑𝜈2 (𝜉) /𝑑𝜉 = 0 è èìååò âèä

𝜉 =
1 − 𝜈0 −

√︁
(1 − 𝜈0)

2 − 𝛿 (1/2 − 2𝜈0/3)

1/2 − 2𝜈0/3
. (1.54)

Äàííîå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êâàäðàòíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Âûáîð ïðåäêîðíåâîãî çíàêà ìèíóñ ñëåäóåò èç óñëîâèÿ 𝜉 ≤ 3 (𝑝 ≤ 1).

Ïîäûòîæèâàÿ ïðîâåäåííûé âûøå àíàëèç, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü àëãîðèòì

ðàñ÷åòà ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà êóáè÷åñêîãî êðèñòàëëà,

ïðè èçâåñòíûõ óïðóãèõ êîíñòàíòàõ 𝑠11, 𝑠12 è 𝑠44.

Àëãîðèòì. Ïî èçâåñòíûì âåëè÷èíàì 𝑠11, 𝑠12 è 𝑠44 ðàñ÷èòàòü 𝛿 è 𝜈0. Ïðîâåðèòü

âûïîëíåíèå óñëîâèé îòêëîíåíèÿ îðèåíòàöèé 𝜈0 < (3𝛿 − 2)/4 èëè 𝜈0 > (3𝛿 − 2) /4.

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ 𝜈0 < (3𝛿 − 2) /4, òî 𝜈1, ðàññ÷èòàííîå ïî ñîîòíîøåíèÿì (1.52) ïðè

𝜈0 ̸= 0.25, èëè 𝜉 = 𝛿/2𝜈0 ïðè 𝜈0 = 0.25, è (1.50), ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ýêñòðåìóìîâ,

ìàêñèìóìîì ïðè 𝛿 < 0 è ìèíèìóì ïðè 𝛿 > 0. Åñëè æå âûïîëíÿåòñÿ 𝜈0 > (3𝛿 − 2) /4,

òî 𝜈2, ðàññ÷èòàííîå ïî ñîîòíîøåíèÿì (1.53) è (1.54) ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìóìîì. Âî âñåõ

îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ýêñòðåìóìàìè ÿâëÿþòñÿ 𝜈0, 𝜈011̄ èëè 𝜈100, ìàêñèìóìàìè èëè ìè-

íèìóìàìè â çàâèñèìîñòè îò çíàêîâ 𝜈0 è 𝛿 (Òàáë.1.5).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â (1.52) ìîæåò áûòü îòðèöà-

òåëüíî, íî â îáëàñòè ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèé 𝛿 è 𝜈0, ñîîòâåòñòâóþùåé ýêñòðåìóìó 𝜈1,

îíî ïîëîæèòåëüíî. Ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â (1.54) ïîëîæèòåëüíî äëÿ âñåõ äîïó-

ñòèìûõ çíà÷åíèé 𝛿 è 𝜈0.

Ðèñ.1.12á ïðåäñòàâëÿåò ðàñ÷èòàííîå ïî âûøåóêàçàííîìó àëãîðèòìó èçìåíå-

íèå àáñîëþòíûõ ýêñòðåìóìîâ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ â çà-

âèñèìîñòè îò çíà÷åíèé 𝜈0 è 𝛿. Âèäíî, ÷òî ïðè ïðèáëèæåíèè ê óãëó (𝛿 = 1.5, 𝜈0 = 0.5)

äèàãðàììû 𝛿 − 𝜈0 êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà 𝜈011̄ è 𝜈100 ïðîÿâëÿþò ñèíãóëÿðíîñòü,

𝜈011̄ → −∞ è 𝜈100 → +∞, âñëåäñòâèå îòêëîíåíèé îò ñòàíäàðòíûõ ýêñòðåìàëüíûõ

îðèåíòàöèé, x0 = ⟨011⟩, y0 = ⟨011̄⟩ è x0 = ⟨011⟩, y0 = ⟨100⟩. Ïðè ýòîì îòêëîíåíèå îò

ïåðâîé îðèåíòàöèè, x0 = ⟨011⟩, y0 = ⟨011̄⟩, òàêæå ïîíèæàåò 𝜈1 íèæå ñòàíäàðòíîãî
ìèíèìóìà 𝜈011̄ â îáëàñòè ïðèëåãàþùåé ê ãðàíèöå 𝜈0 = 𝛿−1 äèàãðàììû 𝜈0−𝛿. Êðîìå
òîãî, äàííîå îòêëîíåíèå ïîâûøàåò 𝜈1 âûøå ñòàíäàðòíîãî ìàêñèìóìà 𝜈011̄ â îáëàñòè

îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé 𝜈0 è 𝛿, ïðèëåãàþùèõ ê óãëó (𝜈0 = −1, 𝛿 = 0) äèàãðàììû

𝜈0 − 𝛿. Îäíàêî ÷èñëåííûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî äàííîå ïðåâûøåíèå î÷åíü ìàëî,

ðàçíîñòü ∆𝜈 = 𝜈1 − 𝜈011̄ íå ïðåâûøàåò 4·10−3.
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Ðèñ. 1.15: Âåðõíÿÿ ïðàâàÿ ÷àñòü äèàãðàììû 𝛿 − 𝜈0. Ïîêàçàíû òèïè÷íûå âåùåñòâà,

ïîïàäàþùèå â îáëàñòè ñïåöèàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà, ñëó÷àè

1 è 2. Çíà÷åíèÿ (𝛿, 𝜈0) äëÿ ñïëàâîâ ñèñòåìû In-Tl ïîêàçàíû êâàäðàòíûìè òî÷êàìè,

äëÿ îñòàëüíûõ � êðóãëûìè.

Экстремальные значения коэффициентов Пуассона известных ку-

бических кристаллов. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå àíàëèòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ, áûëè

ðàññ÷èòàíû ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà äëÿ áîëüøîãî ÷èñëà

èçâåñòíûõ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ (îêîëî 400 äàííûõ èç ñïðàâî÷íèêà [172]). Òîëü-

êî 15% èç íèõ ïîïàëè â îáëàñòü îñîáûõ çíà÷åíèé 𝛿 è 𝜈0, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñëó÷àþ

1, è 4% - â ñïåöîáëàñòü, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñëó÷àþ 2. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà äëÿ äàí-

íûõ êðèñòàëëîâ ïðåäñòàâëåíû ÷èñëåííî â Òàáë.Ï.10 íà ñòð.325 è ãðàôè÷åñêè íà

Ðèñ.1.15. Èç òàáëèöû è äèàãðàììû 𝛿 − 𝜈0 âèäíî, ÷òî âåëè÷èíû àáñîëþòíûõ ýêñ-

òðåìóìîâ 𝜈min = 𝜈1 è 𝜈max = 𝜈2 ìîãóò çíà÷èòåëüíî îòëè÷àòüñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ

ñòàíäàðòíûõ ýêñòðåìóìîâ 𝜈011̄ è 𝜈100, è ýòî ðàçëè÷èå óâåëè÷èâàåòñÿ ïî ìåðå ïðè-

áëèæåíèÿ çíà÷åíèé (𝛿, 𝜈0) ê óãëó äèàãðàììû (𝛿 = 1.5, 𝜈0 = 0.5). Íàèáîëüøèå îòêëî-

íåíèÿ íàáëþäàþòñÿ äëÿ ñïëàâîâ ñèñòåìû In-Tl, çíà÷åíèÿ (𝛿, 𝜈0) êîòîðîé òåì áëèæå

ê (1.5, 0.5) ÷åì áëèæå ñîñòàâ ñïëàâà ê ñòåõèîìåòðè÷åñêîìó In3Tl, à òåìïåðàòóðà ê

êðèòè÷åñêîé 125 K. Ïðè ýòîì 𝜈min = 𝜈1 ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ ìåíüøå −1,

ÿâëÿþùåãîñÿ ìèíèìóìîì ñòàíäàðòíîãî ýêñòðåìóìà 𝜈011̄, à 𝜈max = 𝜈2 áîëüøå +2,

ÿâëÿþùåãîñÿ ìàêñèìóìîì ñòàíäàðòíîãî ýêñòðåìóìà 𝜈100. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî

çíà÷åíèå 𝛿 = 1.50 äëÿ In27Tl, èçìåðåííîå ïðè 125 K, óæå âûõîäèò çà ïðåäåëû äî-

ïóñòèìûõ çíà÷åíèé äëÿ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ (𝛿 < 1.5) è ïîýòîìó ýêñòðåìàëüíûå

çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà äëÿ ýòîãî ñïëàâà íå ìîãóò áûòü ðàññ÷èòàíû.

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî èç áîëüøîãî ðàçíîîáðàçèÿ ðàññìîòðåííûõ êóáè÷åñêèõ

êðèñòàëëîâ (÷èñòûå ìåòàëëû, ñïëàâû ìåòàëëîâ, ñîëè, îêèñëû, ñóëüôèäû, áîðèäû

è äð.), çà èñêëþ÷åíèåì øïèíåëè NiCr2O4, âñå ýòè êðèñòàëëû ÿâëÿþòñÿ ñïëàâàìè

ìåòàëëîâ, òâåðäûìè ðàñòâîðàìè èëè èíòåðìåòàëëèäàìè ñ îäíîôàçíîé èëè äâóõ-

ôàçíîé ñòðóêòóðîé.
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Íàïðèìåð, Li è åãî ñïëàâû ñ Mg ÿâëÿþòñÿ îäíîôàçíûìè ÎÖÊ òâåðäûìè

ðàñòâîðàìè êðèñòàëëàìè â øèðîêîì èíòåðâàëå êîíöåíòðàöèé Mg, îò 0 äî 75.5 %

àò. [177]. Ñïëàâû Cu-Zn, â èíòåðâàëå êîíöåíòðàöèé Zn 35-55 % àò., ÿâëÿþòñÿ äâóõ-

ôàçíûìè ñïëàâàìè (ëàòóíÿìè) ñî ñòðóêòóðîé 𝛼/𝛽, ãäå 𝛼-ôàçà èìååò ÃÖÊ ðåøåòêó,

à 𝛽-ÎÖÊ. Ïðè ýòîì ÎÖÊ ðåøåòêà 𝛽-ôàçû èìååò îðèåíòàöèþ, îòëè÷íóþ îò ÃÖÊ

ðåøåòêè, îïðåäåëÿåìóþ îðèåíòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè Êóðäþìîâà-Çàêñà [178].

Òàêèì îáðàçîì, äàííûå äâóõôàçíûå êðèñòàëëû, õîòÿ è êëàññèôèöèðîâàíû â [172]

êàê êóáè÷åñêèå, ñòðîãî ãîâîðÿ, òàêîâûìè íå ÿâëÿþòñÿ. Ñïëàâ AgCd ÿâëÿåòñÿ èí-

òåðìåòàëëèäîì ñ êóáè÷åñêîé êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé òèïà CsCl.

Õàðàêòåðíî, ÷òî ìíîãèå èç êðèñòàëëîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â Òàáë.Ï.10, ÿâëÿ-

þòñÿ ìàòåðèàëàìè ñ ýôôåêòîì ïàìÿòè ôîðìû, îáóñëîâëåííûì ìàðòåíñèòíûì ïðå-

âðàùåíèåì êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè. Ñïëàâû òàêîãî òèïà íàáëþäàþòñÿ äëÿ ñèñòåì

Ni-Al [179], Cu-Zn [180], Cu-Zn-Ni [181], Cu-Zn-Al [182] è äð. Ïðè÷åì, êðèñòàëëû, ÷üè

çíà÷åíèÿ (𝛿, 𝜈0) ðàñïîëîæåííûå âáëèçè óãëà äèàãðàììû 𝛿−𝜈0 (𝛿 = 1.5, 𝜈0 = 0.5), ñì.

Ðèñ.1.15, ÿâëÿþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî òàêèìè ìàòåðèàëàìè. Íàïðèìåð, èíòåðìåòàëëèä

Zn2CuAl îòíîñèòñÿ ê ñïëàâàì Ãåéñëåðà ñî ñòåõèîìåòðèåé X2YZ è ÿâëÿåòñÿ ìàãíèò-

íûì ñïëàâîì ñ ïàìÿòüþ ôîðìû [183]. Øïèíåëü NiCr2O4 ÿâëÿåòñÿ êðèñòàëëîì, ðå-

øåòêà êîòîðîãî ñêà÷êîîáðàçíî ïðåâðàùàåòñÿ èç òåòðàãîíàëüíîé â êóáè÷åñêóþ ïðè

òåìïåðàòóðå 47∘C [184]. Ñïëàâû Fe-Pd òàêæå ÿâëÿþòñÿ ìàãíèòíûìè ìàòåðèàëàìè

ñ ïàìÿòüþ ôîðìû [185]. Ñïëàâû In-Tl ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè ìàòåðèàëàìè ñ ïà-

ìÿòüþ ôîðìû [186], ïðè÷åì çíà÷åíèÿ (𝛿, 𝜈0) ñïëàâà In27Tl, èçìåðåííûå ïðè òåìïå-

ðàòóðå 125 K, ðàâíû 𝛿 = 1.50 è 𝜈0 = 0.4995, ò.å. íàõîäÿòñÿ â ñàìîì óãëó äèàãðàììû

𝛿 − 𝜈0.

Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ìàòåðèàëîâ ñ ïàìÿòüþ ôîðìû ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé-

÷èâîå ìåòàñòàáèëüíîå ñîñòîÿíèå êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ïðåäøåñòâóþùåå åå àë-

ëîòðîïíîìó ïðåâðàùåíèþ. Ñîãëàñíî äèàãðàììå ôàçîâîãî ðàâíîâåñèÿ òàêîå ìåòàñòà-

áèëüíîå ñîñòîÿíèå ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî ëèáî çà ñ÷åò îñîáîãî õèìè÷åñêîãî ñîñòà-

âà, êàê, íàïðèìåð, äëÿ ñïëàâîâ Ãåéñëåðà X2YZ, ëèáî ïðè ïðèáëèæåíèè ê êðèòè÷å-

ñêîé òåìïåðàòóðå, êàê äëÿ ñïëàâà In27Tl ïðè 125 K, èëè ê êðèòè÷åñêîìó äàâëåíèþ.

Íàïðèìåð, â ðàáîòå [81] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ èîííûõ êðèñòàëëîâ CuCl ìåòàñòà-

áèëüíîå ñîñòîÿíèå ñ ýêñòðåìàëüíî âûñîêèìè çíà÷åíèÿìè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà

äîñòèãàåòñÿ ïðè ïîâûøåíèè äàâëåíèÿ äî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî 9.75 ÃÏà.

Ñîãëàñíî [187] â ïðåäïåðåõîäíîì ìåòàñòàáèëüíîì ñîñòîÿíèè ïðîèñõîäèò îñëàáëåíèå

ñâÿçåé â îïðåäåëåííûõ íàïðàâëåíèÿõ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè è, êàê ñëåäñòâèå,

àíîìàëüíîå èçìåíåíèå óïðóãèõ êîíñòàíò.

1.2.5. Экстремальные значения модуля сдвига кубических кри-
сталлов [13]

Â ýòîì ïîäðàçäåëå äëÿ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ äàåòñÿ àíàëèç èçìåí÷èâîñòè

ìîäóëÿ ñäâèãà îò óãëîâ îðèåíòàöèè êðèñòàëëè÷åñêèõ îáðàçöîâ íà îñíîâå ýêñïåðè-
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ìåíòàëüíûõ äàííûõ ðàáîò, ïðèâåäåííûõ â [172], à òàêæå â [56,175].

Ìîäóëü ñäâèãà 𝐺 (n,m) â ëèíåéíîé óïðóãîñòè îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ åäèíè÷-

íûìè âåêòîðàìè n è m [170]

𝐺−1 (n,m) = 4𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙𝑛𝑖𝑚𝑗𝑛𝑘𝑚𝑙. (1.55)

Âåêòîð n - åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ïëîñêîñòè ñêîëüæåíèÿ, à âåêòîð m - åäè-

íè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ ñêîëüæåíèÿ. Íèæå âìåñòî êîìïîíåíò òåíçîðà êîýô-

ôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè ÷åòâåðòîãî ðàíãà 𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙 â êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ìàòðè÷íûå êîýôôèöèåíòû ïîäàòëèâîñòè Ôîéãòà

𝑠𝑚𝑛 = 𝑠𝑛𝑚 [171].

Ìîäóëü ñäâèãà â ÷àñòíîì ñëó÷àå êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ïðèíèìàåò â âèä

𝐺−1 (n,m) = 𝑠44 + 2(𝑠11 − 𝑠12 − 0.5𝑠44)𝑁(n,m), (1.56)

𝑁 (n,m) ≡ 2
(︀
𝑛2
1𝑚

2
1 + 𝑛2

2𝑚
2
2 + 𝑛2

3𝑚
2
3

)︀
. (1.57)

Çäåñü 𝑁 (n,m) - ôóíêöèÿ òîëüêî åäèíè÷íûõ âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ n è

m, íåçàâèñÿùàÿ îò óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê êðèñòàëëîâ.

Ïåðåïèøåì òàêæå ìîäóëü ñäâèãà â âèäå ôóíêöèè îò óãëîâ Ýéëåðà. ×åðåç

óãëû Ýéëåðà 𝜙, 𝜃, 𝜓 åäèíè÷íûå âçàèìíî îðòîãîíàëüíûå âåêòîðà n è m ïðåäñòàâëÿ-

þòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

n =

⎛⎜⎝ sin𝜙 sin 𝜃

− cos𝜙 sin 𝜃

cos 𝜃

⎞⎟⎠ , m =

⎛⎜⎝ − sin𝜙 cos 𝜃 cos𝜓 − cos𝜙 sin𝜓

cos𝜙 cos 𝜃 cos𝜓 − sin𝜙 sin𝜓

sin 𝜃 cos𝜓

⎞⎟⎠ .

Äëÿ êîìïîíåíò ýòèõ âåêòîðîâ ñïðàâåäëèâû îãðàíè÷åíèÿ

𝑛2
1 + 𝑛2

2 + 𝑛2
3 = 1, (1.58)

𝑚2
1 +𝑚2

2 +𝑚2
3 = 1, (1.59)

𝑛1𝑚1 + 𝑛2𝑚2 + 𝑛3𝑚3 = 0. (1.60)

×åðåç óãëû Ýéëåðà âûðàæåíèå ìîäóëÿ ñäâèãà äëÿ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ

(1.56) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

𝐺−1 (𝜙, 𝜃, 𝜓) = 𝑠44 + 2(𝑠11 − 𝑠12 − 0.5𝑠44)𝑁(𝜙, 𝜃, 𝜓),

𝑁(𝜙, 𝜃, 𝜓) =
{︀

3 cos2 𝜃 cos2 𝜓 + (cos 𝜃 cos 2𝜙 cos𝜓 − sin 2𝜙 sin𝜓)2
}︀

sin2 𝜃.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì äâå óäîáíûå ïàðàìåòðèçàöèè ôóíêöèè 𝑁 . Àíàëèç ôóíêöèè

𝑁(n,m) = 𝑁(𝜙, 𝜃, 𝜓) ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ íåå ñïðàâåäëèâû îãðàíè÷åíèÿ
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0 ≤ 𝑁(n,m) = 𝑁(𝜙, 𝜃, 𝜓) ≤ 1. (1.61)

Çàâèñèìîñòü ìîäóëÿ ñäâèãà îò óïðóãèõ êîýôôèöèåíòîâ è óãëîâûõ ïåðåìåí-

íûõ óäîáíî ïðåäñòàâèòü â áåçðàçìåðíîì âèäå

1

𝑠44𝐺
= 1 + (𝑃 − 1)𝑁(𝜙, 𝜃, 𝜓),

𝑃 ≡ 2
𝑠11 − 𝑠12
𝑠44

= 2
𝑐44

𝑐11 − 𝑐12
.

Çäåñü ïðèâîäèòñÿ âûðàæåíèå óïðóãîãî áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà 𝑃 êàê ÷åðåç êîýô-

ôèöèåíòû ïîäàòëèâîñòè, òàê è êîýôôèöèåíòû æåñòêîñòè. Â ñèëó òåðìîäèíàìè÷å-

ñêèõ îãðàíè÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè 𝑠11 − 𝑠12 > 0, 𝑠44 > 0 ïàðàìåòð 𝑃

îêàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì. Ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé íà ôóíêöèþ 𝑁(𝜙, 𝜃, 𝜓) (1.61)

ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà áåçðàçìåðíûé ìîäóëü ñäâèãà 𝑠44𝐺 (ñõåìàòè÷-

íî îíè îòðàæåíû íà Ðèñ.1.16)

0 < 𝑃 < 1 : 0 < 𝑃 <
1

𝑠44𝐺
< 1,

1 < 𝑃 : 1 <
1

𝑠44𝐺
< 𝑃.

Ðèñ. 1.16: Èçìåíåíèå äèàïàçîíà îáðàòíûõ çíà÷åíèé áåçðàçìåðíîãî ìîäóëÿ ñäâèãà

ñ èçìåíåíèåì âåëè÷èíû áåçðàçìåðíîãî óïðóãîãî ïàðàìåòðà 𝑃 . Çàòåìíåíà îáëàñòü

âîçìîæíûõ çíà÷åíèé (𝑠44𝐺)−1.

Èç òàêèõ îãðàíè÷åíèé ÿñíî, ÷òî âåëè÷èíîé ïàðàìåòðà 𝑃 îïðåäåëÿåòñÿ îòíîñèòåëü-

íàÿ âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèé ìîäóëÿ ñäâèãà. Ïðè 𝑃 > 1

îòíîøåíèå 𝐺max/𝐺min ðàâíÿåòñÿ 𝑃 , à ïðè 𝑃 < 1 ýòî îòíîøåíèå ðàâíî 1/𝑃 . Ïðè-

÷åì, ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå 𝐺min âñåãäà îñòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Âñå ýòî íàõîäèò
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Òàáëèöà 1.6: Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà ïîäàòëèâîñòè 𝑠44, áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà 𝑃

è ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèé ìîäóëÿ ñäâèãà äëÿ ïîëíûõ àóêñåòèêîâ.

Êðèñòàëëû 𝑠44, 𝑃 𝑠−1
44 , (2𝑠11 − 2𝑠12)

−1,

ÒÏà−1 ÃÏà ÃÏà

Ba 98.9 2.38 10.1 4.25

105 4.15 9.52 2.29

Sm0.7Y0.3S 33.3 0.32 30.0 92.6

32.3 0.34 31.0 91.1

Sm0.75Y0.25S 34.5 0.38 29.0 76.9

33.3 0.35 30.0 84.7

33.3 0.35 30.0 84.7

Sm0.75La0.25S [175] 35.71 0.48 28.0 58.5

Sm0.65La0.35S [175] 27.78 0.92 36.0 39.0

Sm0.75Tm0.25S [175] 27.03 0.61 37.0 60.5

Òàáëèöà 1.7: Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà ïîäàòëèâîñòè 𝑠44, áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà

𝑃 è ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèé ìîäóëÿ ñäâèãà äëÿ ÷àñòè÷íûõ àóêñå-

òèêîâ ñ 0 < 𝑃 < 1.

Êðèñòàëëû 𝑠44, 𝑃 𝑠−1
44 , (2𝑠11 − 2𝑠12)

−1,

ÒÏà−1 ÃÏà ÃÏà

USe 67.6 0.12 14.8 128

UTe 83.3 0.16 12.0 72.8

USb 56.2 0.17 17.8 102

TmSe 38.5 0.21 26.0 125

Tm0.99Se 37 0.23 27.0 118

SnTe 81 0.23 12.3 53.8

GeTe-SnTe 80.6 0.24 12.4 52.1

ReO3 16.4 0.25 61.0 243

Sm0.90La0.10S [175] 41.67 0.33 24.0 72.6

SmB6 12.82 0.37 78.0 211

Sm0.85Tm0.15S [175] 38.46 0.48 26.0 54.5

FeS2 8.79 0.51 114 222

îòðàæåíèå â Òàáë.1.6-1.9. Â âèäó ñëèøêîì áîëüøîãî îáúåìà äàííûõ î êóáè÷åñêèõ

êðèñòàëëàõ, îòðàæåííûõ â ñïðàâî÷íèêå [172], â ýòèõ òàáëèöàõ ïðèâåäåíû äàííûå

òîëüêî î ìàêñèìàëüíûõ è ìèíèìàëüíûõ âåëè÷èíàõ ìîäóëÿ ñäâèãà äëÿ êóáè÷åñêèõ

àóêñåòèêîâ. Ýòè äàííûå óïîðÿäî÷åíû â ñîîòâåòñòâèè ñ âåëè÷èíîé áåçðàçìåðíîãî

ïàðàìåòðà 𝑃 . Â Òàáë.1.6 ñîáðàíû ðåçóëüòàòû äëÿ ïîëíûõ àóêñåòèêîâ. Â Òàáë.1.7-

1.9 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû äëÿ ÷àñòè÷íûõ àóêñåòèêîâ. Ïðè÷åì, â Òàáë.1.8 è Òàáë.1.9
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Òàáëèöà 1.8: Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà ïîäàòëèâîñòè 𝑠44, áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà 𝑃

è ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèé ìîäóëÿ ñäâèãà äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòè÷-

íûõ àóêñåòèêîâ ñ 1 < 𝑃 ≤ 2.5.

Êðèñòàëëû 𝑠44, 𝑃 𝑠−1
44 , (2𝑠11 − 2𝑠12)

−1,

ÒÏà−1 ÃÏà ÃÏà

LiH 22 1.78 45.5 25.5

LiF 15.8 1.89 63.3 33.4

SiC 3.98 2.11 251 119

4.29 2.20 233 106

FeCr (19.43at%Cr) 8.97 2.15 111 51.9

CuAu (80at%Au) 24.09 2.18 41.5 19.0

Ge0.72Si0.28 11.7 2.21 85.5 38.8

CeSn3 23.2 2.23 43.1 19.3

ZnSe 24.9 2.32 40.2 17.3

Ag6Sn4P12Ge6 18.9 2.36 52.9 22.4

Sr(NO3)2 63.1 2.38 15.8 6.65

PdRh (20at%Rh) 11.08 2.40 90.3 37.6

ZnS 22.5 2.41 44.4 18.5

MgAl2O4 6.49 2.42 154 63.7

CdTe 49.4 2.43 20.2 8.33

Fe 8.57 2.45 117 47.6

AlNi (47.5at%Ni) 9.44 2.45 106 43.3

LaAg 47.8 2.45 20.9 8.55

ZnFe2O4 7.41 2.50 135 54.0

ïðèíÿòî îãðàíè÷åíèå äàííûìè äëÿ áîëüøèõ îòíîøåíèé 𝐺max/𝐺min (ïðè 𝑃 ≥ 10) è

îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ñ 1 < 𝑃 ≤ 2.5. Êîëè÷åñòâî òàêèõ ÷àñòè÷íûõ àóêñåòèêîâ ñîñòàâ-

ëÿåò 63, ÷òî çíà÷èòåëüíî ìåíüøå îáùåãî êîëè÷åñòâà ÷àñòè÷íûõ àóêñåòèêîâ, ïðåâîñ-

õîäÿùåãî 350 (ñì. ïîäðàçäåë 1.2.2, ñòð. 29). Ðåêîðäñìåíîì ïî âåëè÷èíå îòíîøåíèÿ

𝐺max/𝐺min = 𝑃 îêàçàëñÿ êðèñòàëëè÷åñêèé ñïëàâ InTl. Äëÿ íåãî ïðè îïðåäåëåííûõ

óñëîâèÿõ ýòî îòíîøåíèå ïðåâîñõîäèò 103.

Экстремальные направления, для которых модуль сдвига равен 𝑠−1
44 .

Àíàëèç íà÷íåì ñ òðåõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, êîãäà åäèíè÷íûé âåêòîð n èìååò ëèøü îäíó

íåíóëåâóþ êîìïîíåíòó 𝑛2
1 = 1, 𝑛2 = 𝑛3 = 0. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò 𝜙 = 𝜃 = 𝜋/2 è

m𝑇 = (0,− sin𝜓, cos𝜓), è âûïîëíÿåòñÿ 𝑁(𝜋/2, 𝜋/2, 𝜓) = 0.

2) 𝑛2
2 = 1, 𝑛1 = 𝑛3 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå 𝜙 = 0, 𝜃 = 𝜋/2 èm𝑇 = (− sin𝜓, 0, cos𝜓),

è èìååò ìåñòî 𝑁(0, 𝜋/2, 𝜓) = 0.

3) 𝑛2
3 = 1, 𝑛1 = 𝑛2 = 0. Ýòî äîñòèãàåòñÿ ïðè 𝜃 = 0 áåç îãðàíè÷åíèé íà 𝜙.

Òîãäà ïîïåðå÷íûé âåêòîð èìååò âèäm𝑇 = (− sin(𝜙+𝜓), cos(𝜙+𝜓), 0) è âûïîëíÿåòñÿ
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Òàáëèöà 1.9: Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà ïîäàòëèâîñòè 𝑠44, áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà 𝑃

è ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèé ìîäóëÿ ñäâèãà äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòè÷-

íûõ àóêñåòèêîâ ñ 𝑃 ≥ 10.

Êðèñòàëëû 𝑠44, 𝑃 𝑠−1
44 , (2𝑠11 − 2𝑠12)

−1,

ÒÏà−1 ÃÏà ÃÏà

Au20Cu33Zn47 16.6 10.0 60.2 6.00

CuZn (46at%Zn) 12.5 10.1 80.0 7.94

𝛽1-AgCd (47.9at%Cd) 19.6 11.2 51.0 4.55

InTl (39.06at%Tl) 115 11.5 8.70 0.76

Cu66.5Zn20.8Al12.7 11.8 12.0 84.7 7.05

Au23Cu30Zn47 18 12.3 55.6 4.50

Cu25Ni25Zn50 11.4 12.4 87.7 7.10

Au30Cu23Zn47 17.2 12.9 58.1 4.50

Mn85.3Ni8.8C5.9 9.78 13.6 102 7.51

InTl (35.15at%Tl) 115 14.6 8.70 0.59

Cu67.7Zn19.4Al12.9 11.6 14.8 86.2 5.81

AlNi (60at%Ni) 8.31 15.0 120 8.01

CuAuZn2 18.9 17.8 52.9 2.98

InTl (30.16at%Tl) 118 22.5 8.47 0.38

NiCr2O4 17.3 23.1 57.8 2.50

InTl (27at%Tl) 119 25.8 8.40 0.33

FePd (28at%Pd) 12.5 26.7 80.0 2.99

InTl (28.13at%Tl) 120 28.6 8.33 0.29

InTl (25at%Tl) 126 34.5 7.94 0.23

𝑁(𝜙, 0, 𝜓) = 0.

Â òðåõ äðóãèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíîé íóëþ òîëüêî îäíó èç

êîìïîíåíò åäèíè÷íîãî âåêòîðà n:

4) 𝑛1 = 0, 𝑛2 ̸= 0, 𝑛3 ̸= 0. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò 𝜙 = 0. Óñëîâèÿ n · m = 0,

𝑁(n,m) = 0 ïðèíèìàþò âèä ñèñòåìû óðàâíåíèé{︃
−𝑚2 sin 𝜃 +𝑚3 cos 𝜃 = 0

𝑚2
2 sin2 𝜃 +𝑚2

3 cos2 𝜃 = 0,

èìåþùåé òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå 𝑚2 = 𝑚3 = 0, è òîãäà 𝜓 = 𝜋/2 è 𝑚1 = −1.

Çäåñü âûïîëíÿåòñÿ 𝑁(0, 𝜃, 𝜋/2) = 0.

5) 𝑛2 = 0, 𝑛1 ̸= 0, 𝑛3 ̸= 0. Ýòî ñïðàâåäëèâî ïðè 𝜙 = 𝜋/2. Àíàëîãè÷íî ïðåäû-

äóùåìó ñëó÷àþ äâå êîìïîíåíòû 𝑚1, 𝑚3 âåêòîðà m îáðàùàþòñÿ â íóëü, òàê ÷òî

𝜓 = 𝜋/2 è 𝑚2 = −1. Çäåñü èìååò ìåñòî 𝑁(𝜋/2, 𝜃, 𝜋/2) = 0.

6) 𝑛3 = 0, 𝑛1 ̸= 0, 𝑛2 ̸= 0 âîçìîæíî ïðè 𝜃 = 𝜋/2. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó
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𝑚1 = 𝑚2 = 0, 𝜓 = 0 è 𝑚3 = 1. Çäåñü âûïîëíÿåòñÿ 𝑁(𝜙, 𝜋/2, 0) = 0.

Íàêîíåö, â ñëó÷àå

7) 𝑛1 ̸= 0, 𝑛2 ̸= 0, 𝑛3 ̸= 0 èç óñëîâèÿ 𝑁(n,m) = 0 ñëåäóåò îòñóòñòâèå íåòðè-

âèàëüíîãî ðåçóëüòàòà äëÿ âåêòîðà m, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ýòîé íàèáîëåå îáùåé

îðèåíòàöèè n ýêñòðåìóì 𝑠−1
44 äëÿ ìîäóëÿ ñäâèãà íå äîñòèæèì.

Экстремальные направления, для которых модуль сдвига равен

(2𝑠11 − 2𝑠12)
−1. Òàêàÿ âåëè÷èíà ìîäóëÿ ñäâèãà äîñòèãàåòñÿ ïðè óñëîâèè𝑁(n,m) = 1.

Ïîâòîðèì çäåñü îáñóæäåíèå òîé æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, ÷òî è â

ïðåäûäóùåì ïóíêòå.

Â òðåõ ñëó÷àÿõ ñ îäíîé íåíóëåâîé êîìïîíåíòîé âåêòîðà n:

1) 𝑛2
1 = 1, 𝑛2 = 𝑛3 = 0 ñîîòâåòñòâóåò 𝜙 = 𝜃 = 𝜋/2. Ïðè ýòîì 𝑁(𝜋/2, 𝜋/2, 𝜓)

îáðàùàåòñÿ â íóëü è òåì ñàìûì äîñòèæåíèå ýêñòðåìóìà (2𝑠11 − 2𝑠12)
−1 íåâîçìîæíî.

2) 𝑛2
2 = 1, 𝑛1 = 𝑛3 = 0 ñîîòâåòñòâóåò 𝜙 = 0, 𝜃 = 𝜋/2, ÷òî ïðèâîäèò

òàêæå ê îáðàùåíèþ â íóëü 𝑁(0, 𝜋/2, 𝜓) è íåâîçìîæíîñòè äîñòèæåíèÿ ýêñòðåìóìà

(2𝑠11 − 2𝑠12)
−1.

3) 𝑛2
3 = 1, 𝑛1 = 𝑛2 = 0 ñîîòâåòñòâóåò 𝜃 = 0 áåç îãðàíè÷åíèé íà 𝜙. Ýòî-

ãî äîñòàòî÷íî äëÿ îáðàùåíèÿ â íóëü 𝑁(𝜙, 0, 𝜓), ÷òî óêàçûâàåò íà íåâîçìîæíîñòü

äîñòèæåíèÿ ýêñòðåìóìà (2𝑠11 − 2𝑠12)
−1.

Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà â íóëü îáðàùàåòñÿ ëèøü îäíà èç êîìïîíåíò âåêòîðà

n:

4) 𝑛1 = 0, 𝑛2 ̸= 0, 𝑛3 ̸= 0 ñîîòâåòñòâóåò 𝜙 = 0. Ïðè ýòîì âûðàæåíèÿ

âåêòîðîâ n, m ïðèìóò óïðîùåííûé âèä n𝑇 = (0,− sin 𝜃, cos 𝜃), m𝑇 =

(− sin𝜓, cos 𝜃 cos𝜓, sin 𝜃 cos𝜓) è áóäåì èìåòü

𝑁(0, 𝜃, 𝜓) = sin2 2𝜃 cos2 𝜓 = 1.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî ïðè cos2 𝜓 = 1 è sin2 2𝜃 = 1, è,

ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ 𝜓 = 0, 𝜋; 𝜃 = 𝜋/4, 3𝜋/4. Â èòîãå çäåñü

𝑁
(︁

0,
𝜋

4
, 0
)︁

= 𝑁

(︂
0,

3𝜋

4
, 0

)︂
= 𝑁

(︁
0,
𝜋

4
, 𝜋
)︁

= 𝑁

(︂
0,

3𝜋

4
, 𝜋

)︂
= 1.

5) 𝑛2 = 0, 𝑛1 ̸= 0, 𝑛3 ̸= 0 ñîîòâåòñòâóåò 𝜙 = 𝜋/2. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó

ñëó÷àþ ïîëó÷àåì n𝑇 = (sin 𝜃, 0, cos 𝜃), m𝑇 = (− sin𝜓, cos 𝜃 cos𝜓, sin 𝜃 cos𝜓) è

íàõîäèì òî÷íî òàêîå æå óðàâíåíèå

𝑁
(︁𝜋

2
, 𝜃, 𝜓

)︁
= sin2 2𝜃 cos2 𝜓 = 1.

Îíî äàåò òå æå ðåøåíèÿ 𝜓 = 0, 𝜋; 𝜃 = 𝜋/4, 3𝜋/4. Â èòîãå çäåñü

𝑁
(︁𝜋

2
,
𝜋

4
, 0
)︁

= 𝑁

(︂
𝜋

2
,
3𝜋

4
, 0

)︂
= 𝑁

(︁𝜋
2
,
𝜋

4
, 𝜋
)︁

= 𝑁

(︂
𝜋

2
,
3𝜋

4
, 𝜋

)︂
= 1.
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6) 𝑛3 = 0, 𝑛1 ̸= 0, 𝑛2 ̸= 0 ñîîòâåòñòâóåò 𝜃 = 𝜋/2. Çäåñü íàõîäèì n𝑇 =

(sin𝜙,− cos𝜙, 0), m𝑇 = (− cos𝜙 sin𝜓,− sin𝜙 sin𝜓, cos𝜓) è

𝑁
(︁
𝜙,
𝜋

2
, 𝜓
)︁

= sin2 2𝜙 cos2 𝜓 = 1.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå äàåò ðåøåíèÿ 𝜙 = 0, 𝜋/2; 𝜓 = 0, 𝜋. Â èòîãå çäåñü

𝑁
(︁

0,
𝜋

2
, 0
)︁

= 𝑁
(︁

0,
𝜋

2
, 𝜋
)︁

= 𝑁
(︁𝜋

2
,
𝜋

2
, 𝜋
)︁

= 𝑁
(︁𝜋

2
,
𝜋

2
, 0
)︁

= 1.

Â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè:

7) 𝑛1 ̸= 0, 𝑛2 ̸= 0, 𝑛3 ̸= 0 ê òðåì ïîëíûì îãðàíè÷åíèÿì (1.58)-(1.60) äîáàâëÿ-

åòñÿ åùå îäíî

0.5𝑁(n,m) = (𝑛2
1𝑚

2
1 + 𝑛2

2𝑚
2
2 + 𝑛2

3𝑚
2
3) = 0.5.

Ïîñêîëüêó 𝑁(n,m) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

𝑁(n,m) = 1 −
{︀

(𝑛1𝑚2 + 𝑛2𝑚1)
2 + (𝑛1𝑚3 + 𝑛3𝑚1)

2 + (𝑛2𝑚3 + 𝑛3𝑚2)
2
}︀
,

òî óñëîâèå ýêñòðåìàëüíîñòè 𝑁(n,m) = 1 ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå òðåõ ëèíåéíûõ îòíî-

ñèòåëüíî 𝑚1, 𝑚2, 𝑚3 óðàâíåíèé⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑛1𝑚2 + 𝑛2𝑚1 = 0

𝑛1𝑚3 + 𝑛3𝑚1 = 0

𝑛2𝑚3 + 𝑛3𝑚2 = 0

Îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû, ðàâíûé 𝐷 = −2𝑛1𝑛2𝑛3, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå â

íóëü íå îáðàùàåòñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå ìîäóëÿ ñäâèãà 𝑠−1
44 áóäåò ìàêñèìàëüíûì â ñëó÷àå

𝑃 > 1 è ìèíèìàëüíûì â ñëó÷àå 0 < 𝑃 < 1. Îíî äîñòèãàåòñÿ ïðè ñëåäóþùèõ

íàáîðàõ òðåõ óãëîâ Ýéëåðà (𝜙, 𝜃, 𝜓):

� ïðè ïðîèçâîëüíîì 𝜙, 𝜃 = 𝜋/2 è 𝜓 = 0,

� ïðè ïðîèçâîëüíîì 𝜃, 𝜓 = 𝜋/2 è 𝜙 = 0, 𝜋/2,

� ïðè ïðîèçâîëüíîì 𝜓, 𝜃 = 𝜋/2 è 𝜙 = 0, 𝜋/2,

� ïðè äâóõ ïðîèçâîëüíûõ óãëàõ 𝜙, 𝜓 è 𝜃 = 0.

Ïðè 𝑃 > 1 çíà÷åíèå ìîäóëÿ ñäâèãà (2𝑠11 − 2𝑠12)
−1 îêàçûâàåòñÿ ìèíèìàëü-

íûì, à ïðè 0 < 𝑃 < 1 îíî ñòàíîâèòñÿ ìàêñèìàëüíûì. Ýòè çíà÷åíèÿ äîñòèãàþòñÿ

ïðè ñëåäóþùèõ íàáîðàõ òðåõ óãëîâ Ýéëåðà (𝜙, 𝜃, 𝜓):

(︁
0,
𝜋

4
, 0
)︁
,

(︂
0,

3𝜋

4
, 0

)︂
,
(︁

0,
𝜋

4
, 𝜋
)︁
,

(︂
0,

3𝜋

4
, 𝜋

)︂
,
(︁𝜋

2
,
𝜋

4
, 0
)︁
,

(︂
𝜋

2
,
3𝜋

4
, 0

)︂
,(︁𝜋

2
,
𝜋

4
, 𝜋
)︁
,

(︂
𝜋

2
,
3𝜋

4
, 𝜋

)︂
,
(︁

0,
𝜋

2
, 0
)︁
,
(︁

0,
𝜋

2
, 𝜋
)︁
,
(︁𝜋

2
,
𝜋

2
, 0
)︁
,
(︁𝜋

2
,
𝜋

2
, 𝜋
)︁
.
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1.3. Гексагональные кристаллы

1.3.1. Растяжение стержней с гексагональной анизотропией
[1, 2, 4, 5, 14]

Ïðè ãåêñàãîíàëüíîé ñèììåòðèè óïðóãèå ñâîéñòâà êðèñòàëëîâ îïðåäåëÿþò-

ñÿ ïÿòüþ êîýôôèöèåíòàìè ïîäàòëèâîñòè, ÷òî íàãëÿäíî èëëþñòðèðóåòñÿ ìàòðèöåé

ïîäàòëèâîñòåé ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑠11 𝑠12 𝑠13 0 0 0

𝑠12 𝑠11 𝑠13 0 0 0

𝑠13 𝑠13 𝑠33 0 0 0

0 0 0 𝑠44 0 0

0 0 0 0 𝑠44 0

0 0 0 0 0 2 (𝑠11 − 𝑠12)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Òåðìîäèíàìè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ íà ïîäàòëèâîñòè ïðè òàêîé ñèììåòðèè ìîæíî çà-

ïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: 𝑠11 > 0, 1 > 𝑠12/𝑠11 > 2𝑠213/(𝑠33𝑠11)− 1, 𝑠33 > 0, 𝑠44 > 0.

Îáùèå óãëîâûå çàâèñèìîñòè (1.5), (1.7), (1.8) äëÿ 𝐸 (𝜃), 𝜈(1) (𝜃), 𝜈(2) (𝜃) â ñëó-

÷àå îðèåíòàöèé 1) è 2) (ñì. ñòð.20) ïðè ýòîì ïðèíèìàþò âèä

1

𝐸
=
𝑠11 + 𝑠33

2
+

∆1

8
+

∆2

2
cos 2𝜃 − ∆1

8
cos 4𝜃, (1.62)

−2
𝜈(1)
𝐸

= (𝑠13 + 𝑠12) (1 + 𝛼 cos 2𝜃) , (1.63)

−
𝜈(2)
𝐸

= 𝑠13 −
∆1

8
+

∆1

8
cos 4𝜃, (1.64)

∆1 ≡ 𝑠44 − 𝑠33 + 2𝑠13 − 𝑠11, ∆2 ≡ 𝑠33 − 𝑠11, 𝛼 ≡ 𝑠13 − 𝑠12
𝑠13 + 𝑠12

.

Êîëè÷åñòâî ñóùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ àíèçîòðîïèè ∆1, ∆2, 𝛼, èñ÷åçàþùèõ ïðè ïå-

ðåõîäå ê èçîòðîïíîé ñðåäå, âîçðàñòàåò äî òðåõ. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå óãëîâûå

çàâèñèìîñòè äëÿ ïåðå÷èñëåííûõ õàðàêòåðèñòèê ïåðèîäè÷íû ñ ïåðèîäîì 𝜋 è ñèì-

ìåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî 𝜃 = 𝜋/2.

Ïðè ÷àñòíîé îðèåíòàöèåé 3) êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà ïðèíèìàþò ïîñòîÿííîå

çíà÷åíèå

𝜈(1) = −𝑠13
𝑠11

, 𝜈(2) = −𝑠12
𝑠11

. (1.65)

Ïðè äàííîé îðèåíòàöèè îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà îáíàðóæèâàåòñÿ ó

MoS2 (−0.28) è Zn (−0.07).

Àóêñåòèêîâ ñðåäè ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ, êàê ìîæíî âèäåòü èç Òàáë.1.10,

íå òàê ìíîãî. Åñëè æå ïîòðåáîâàòü äîïîëíèòåëüíî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 𝜈min < −0.1,
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Òàáëèöà 1.10: Çíà÷åíèÿ ìèíèìàëüíîãî è ìàêñèìàëüíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà

(𝜈min è 𝜈max), ìèíèìàëüíîãî è ìàêñèìàëüíîãî ñðåäíåãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà

⟨𝜈⟩min è ⟨𝜈⟩max, êîýôôèöèåíòîâ àíèçîòðîïèè ∆1, ∆1 è 𝛼.

Êðèñòàëëû 𝜈min 𝜈max ⟨𝜈⟩min ⟨𝜈⟩max ∆1, ∆2, 𝛼

ÒÏà−1 ÒÏà−1

MoS2 −0.28 0.58 0.12 0.25 21.4 17.3 2.9

C7H12 −0.15 0.99 0.39 0.47 −1339 −741 −0.6

Zn −0.07 0.85 0.17 0.39 −24.6 19.5 1.2

BeCu (2.4at%Cu) −0.04 0.1 0.01 0.06 −0.6 −0.6 −0.8

TiB2 −0.03 0.54 0.24 0.41 −4.8 1.4 0.07

Be −0.005 0.08 0.02 0.05 −0.3 −0.6 −0.7

Ðèñ. 1.17: Óãëîâûå çàâèñèìîñòè ìîäóëÿ Þíãà 𝐸, êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈(1), 𝜈(2)
è ñðåäíåãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîí ⟨𝜈⟩ äëÿ MoS2, C7H12, Zn è TiB2.

òî îñòàíåòñÿ ëèøü äâà êðèñòàëëà MoS2 è C7H12, èç êîòîðûõ äèñóëüôèä ìîëèáäå-

íà îêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííûì àóêñåòèêîì ñðåäè âñåõ èçó÷åííûõ ñëîèñòûõ ãåêñà-

ãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ (ãðàôèòà, íèòðèäà áîðà BN, äèñóëüôèäà ìîëèáäåíà MoS2,

ñóëüôèäà ãàëëèÿ GaS, ñåëåíèäà ãàëëèÿ GaSe, ñåëåíèäà èíäèÿ InSe). Ðèñ.1.17 îòðà-

æàåò õàðàêòåð óãëîâûõ çàâèñèìîñòåé äëÿ íåñêîëüêèõ ãåêñàãîíàëüíûõ àóêñåòèêîâ.
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Óãëîâàÿ çàâèñèìîñòü äëÿ ìîäóëÿ Þíãà C7H12 íà Ðèñ.1.17a íå ïðèâåäåíà, òàê êàê

îí ïðèíèìàåò ñëèøêîì ìàëûå çíà÷åíèÿ (îò 0.7 äî 1.8 ÃÏà ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãè-

ìè àóêñåòèêàìè). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ãëàâíûå ìèíèìóìû êîýôôèöèåíòîâ 𝜈(1) (𝜃),

𝜈(2) (𝜃) äëÿ MoS2, Zn äîñòèãàþòñÿ íà ôóíêöèÿõ 𝜈(1) (𝜃), à äëÿ C7H12, BeCu, TiB2 è

Be - íà ôóíêöèÿõ 𝜈(2) (𝜃).

1.3.2. Изменчивость модуля Юнга, коэффициента Пуассона и
модуля сдвига. Экстремальные значения [1, 15–17]

Ìîäóëü Þíãà, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà è ìîäóëü ñäâèãà äëÿ ãåêñàãîíàëüíûõ

êðèñòàëëîâ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

𝐸−1(n) = 𝑠11(1 − 𝑛2
3)

2 + 𝑠33𝑛
4
3 + (2𝑠13 + 𝑠44)(1 − 𝑛2

3)𝑛
2
3,

−𝜈 (n,m)

𝐸(n)
= 𝑠12(𝑚1𝑛2 −𝑚2𝑛1)

2 + (𝑠11 + 𝑠33 − 2𝑠13 − 𝑠44)𝑚
2
3𝑛

2
3 + 𝑠13(𝑚

2
3 + 𝑛2

3),

𝐺−1(n,m) = 𝑠66(𝑚1𝑛2 −𝑚2𝑛1)
2 + 4(𝑠11 + 𝑠33 − 2𝑠13 − 𝑠44)𝑚

2
3𝑛

2
3 + 𝑠44(𝑚

2
3 + 𝑛2

3).

Åñëè îðèåíòàöèþ êðèñòàëëè÷åñêîãî ñòåðæíÿ â êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîé ñèñòå-

ìå êîîðäèíàò îïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ òðåõ óãëîâ Ýéëåðà 𝜙, 𝜃, 𝜓, òî ìîæíî èñïîëü-

çîâàòü ñâÿçè ìåæäó åäèíè÷íûìè âåêòîðàìè n, m è óãëàìè Ýéëåðà 𝜙, 𝜃, 𝜓

n =

⎛⎜⎝ sin𝜙 sin 𝜃

− cos𝜙 sin 𝜃

cos 𝜃

⎞⎟⎠ , m =

⎛⎜⎝ − sin𝜙 cos 𝜃 cos𝜓 − cos𝜙 sin𝜓

cos𝜙 cos 𝜃 cos𝜓 − sin𝜙 sin𝜓

sin 𝜃 cos𝜓

⎞⎟⎠ .

Âûðàæåíèÿ ìîäóëÿ Þíãà 𝐸, êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈 è ìîäóëÿ ñäâèãà 𝐺

ìîæíî ïåðåïèñàòü ñ èõ ïîìîùüþ ÷åðåç óãëîâûå çàâèñèìîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì

1

𝑠11𝐸
= 1 +

(︀
Π1 − Π01 sin2 𝜃

)︀
cos2 𝜃, (1.66)

− 𝜈

𝑠13𝐸
= 1 +

(︀
Π2 sin2 𝜓 + Π02 cos2 𝜃 cos2 𝜓

)︀
sin2 𝜃, (1.67)

1

𝑠44𝐺
= 1 +

(︀
Π3 sin2 𝜓 + 4Π03 cos2 𝜃 cos2 𝜓

)︀
sin2 𝜃, (1.68)

Π01 ≡
𝛿

𝑠11
, Π02 ≡

𝛿

𝑠13
, Π03 ≡

𝛿

𝑠44
,

Π1 ≡
𝑠33 − 𝑠11
𝑠11

, Π2 ≡
𝑠12 − 𝑠13
𝑠13

, Π3 ≡
2𝑠11 − 2𝑠12 − 𝑠44

𝑠44
,

𝛿 ≡ 𝑠11 + 𝑠33 − 2𝑠13 − 𝑠44.

Ìîäóëü Þíãà ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ çàâèñèò ëèøü îò îäíîãî óãëà Ýéëåðà 𝜃

(íå çàâèñèò îò äâóõ äðóãèõ óãëîâ 𝜙, 𝜓). Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà è ìîäóëü ñäâèãà
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îêàçûâàþòñÿ çàâèñÿùèì îò äâóõ óãëîâ Ýéëåðà 𝜃, 𝜓 è íå çàâèñèò îò òðåòüåãî óãëà 𝜙.

Áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû Π0𝑛, Π𝑛 ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè ñòåïåíè àíèçîòðî-

ïèè ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ. Îñíîâûâàÿñü íà òåðìîäèíàìè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèÿõ

𝑠11 > 0, 𝑠33 > 0, íàêëàäûâàåìûõ íà êîýôôèöèåíòû ïîäàòëèâîñòè, íàõîäèì ñëåäóþ-

ùåå îãðàíè÷åíèå äëÿ áåçðàçìåðíî ïàðàìåòðà: Π1 > −1. Çàâèñèìîñòè ìîäóëÿ Þíãà,

êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà è ìîäóëÿ ñäâèãà ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè 𝜃

è 𝜓 ñ ïåðèîäàìè 𝑇𝜃 = 𝑇𝜓 = 𝜋.

Экстремальные значения модуля Юнга

Ïðîàíàëèçèðóåì ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ Þíãà. Íåîáõîäèìîå óñëî-

âèå ýêñòðåìàëüíîñòè ìîäóëÿ Þíãà òðåáóþò âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè

𝑑𝐸(𝜃)

𝑑𝜃
= 0.

Â ðåçóëüòàòå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ìîäóëÿ Þíãà (1.66) ïî

óãëó 𝜃 ýòî óñëîâèå äàåò ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ ñòàöèîíàðíûõ çíà÷åíèé

sin 2𝜃
(︀
2Π01 cos2 𝜃 + Π1 − Π01

)︀
= 0.

Ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ áóäóò òðè ñòàöèîíàðíûå òî÷êè 𝜃1 = 0, 𝜃2 = 𝜋/2 è 𝜃3,

cos2 𝜃3 = (Π01−Π1)/(2Π01). Ýòèì ñòàöèîíàðíûì òî÷êàì ñîîòâåòñòâóþò òðè çíà÷åíèÿ

ìîäóëÿ Þíãà. Äâà èç íèõ èìåþò ïðîñòîé âèä

𝐸1 =
1

𝑠33
=

1

𝑠11(1 + Π1)
, (1.69)

𝐸2 =
1

𝑠11
, (1.70)

è äîñòèãàþòñÿ ïðè 𝜃1 = 0 è 𝜃2 = 𝜋/2 ñîîòâåòñòâåííî. Òðåòüå ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå

𝐸3 > 0

𝐸3 =
4Π01

4Π01 − (Π1 − Π01)
2

1

𝑠11
(1.71)

ìîæåò äîñòèãàòüñÿ ïðè

cos2 𝜃3 =
Π01 − Π1

2Π01

.

Èññëåäóåì äàëåå çíà÷åíèÿ 𝐸1, 𝐸2, 𝐸3 ñ òî÷êè çðåíèÿ âûïîëíåíèÿ äîñòàòî÷íîãî óñëî-

âèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. Åñëè â óêàçàííûõ ñòàöèîíàðíûõ òî÷-

êàõ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìîäóëÿÞíãà áîëüøå íóëÿ, òî ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ

ìèíèìóìîì (è íàîáîðîò).

Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîé òî÷êè 𝜃1 = 0 ìû èìååì 𝐸 = 𝐸1 è

𝑑2𝐸(𝜃)

𝑑𝜃2
=

2(Π1 + Π01)

𝑠11(1 + Π1)2
. (1.72)
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Òîãäà ñîãëàñíî äîñòàòî÷íîìó óñëîâèþ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè ñ ó÷åòîì ïîëîæèòåëü-

íîñòè êîýôôèöèåíòà ïîäàòëèâîñòè 𝑠11 è (1 + Π1)
2 çíà÷åíèå ìîäóëÿ Þíãà 𝐸1 áóäåò

ìèíèìóìîì ïðè Π1 + Π01 > 0 è ìàêñèìóìîì ïðè Π1 + Π01 < 0. Çíà÷åíèå 𝐸1 ñîîò-

âåòñòâóåò ðàñòÿæåíèþ â íàïðàâëåíèè [0001] (𝐸1 = 𝐸[0001]).

Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîé òî÷êè 𝜃2 = 𝜋/2 èìååì 𝐸 = 𝐸2 è

𝑑2𝐸(𝜃)

𝑑𝜃2
=

2(Π01 − Π1)

𝑠11
. (1.73)

Ìîäóëü Þíãà 𝐸2 áóäåò ìèíèìóìîì ïðè Π01 − Π1 > 0 è ìàêñèìóìîì ïðè

Π01 − Π1 < 0. Çíà÷åíèå 𝐸2 ñîîòâåòñòâóåò ðàñòÿæåíèþ â íàïðàâëåíèè [21̄1̄0] (𝐸2 =

𝐸[21̄1̄0]).

Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìîäóëÿ Þíãà äëÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êè 𝜃3, cos2 𝜃3 =

(Π01 − Π1)/(2Π01) èìååò âèä

𝑑2𝐸(𝜃)

𝑑𝜃2
=

32Π01(Π
2
1 − Π2

01)

𝑠11 [(Π1 + Π01)2 − 4Π01]
2 . (1.74)

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîäóëü Þíãà 𝐸3 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìóìîì ïðè Π01(Π
2
1 −

Π2
01) > 0 è ìàêñèìóìîì ïðè Π01(Π

2
1 − Π2

01) < 0. Àíàëèç, ïðîâåäåííûé äëÿ 143 ãåê-

ñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ èç ñïðàâî÷íèêà [172], ïîêàçàë, ÷òî ó 27 êðèñòàëëîâ îòñóò-

ñòâóåò ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå 𝐸3. Òîëüêî äâà ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèÿ 𝐸1 è 𝐸2

èìåþò, íàïðèìåð, áåðèëëèé Be, òèòàí Ti, òàëëèé Tl, êàäìèé Cd, ñïëàâ CdMg, ñïëàâ

CdZn, In2Bi, MnAs, Mn5Si3, NdCo5 (ñì. Òàáë.Ï.11 íà ñòð.327).

Ðèñ. 1.18: Êëàññèôèêàöèîííàÿ ñõåìà ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé ìîäóëÿ Þíãà ãåêñà-

ãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ íà ïëîñêîñòè áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ Π01 è Π1. Êðóæêàìè

îòìå÷åíû çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ Π01 è Π1 äëÿ 143 ãåêñàãîíàëüíûõ êðè-

ñòàëëîâ èç [172].
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Òàáëèöà 1.11: Ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ìîäóëåé Þíãà äëÿ íåêîòîðûõ ãåêñàãîíàëü-

íûõ êðèñòàëëîâ. Ãëîáàëüíûå ìàêñèìàëüíûå è ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ âûäåëåíû

ïîëóæèðíûì.

Êðèñòàëëû 𝐸1 𝐸2 𝐸3

ÃÏà ÃÏà ÃÏà

Cd 28.9 min 80.6 max - -

Ba(NO2)2·H2O 22.2 min 37.0 max - -

Cd0.751Zn0.249 31.4 min 87.0 max - -

Zn 36.1 min 122 min 126 max

BN3 136 min 138 min 165 max

𝛽-LiAlSiO4 67.1 min 112 min 138 max

Tc 345 min 313 min 402 max

WC 826 min 595 min 827 max

LiKSO4 54.0 min 40.2 min 54.1 max

CeNi5 210 max 152 min - -

MnAs 108 max 38.5 min - -

In2Bi 35.2 max 16.4 min - -

Mg 50.8 max 45.5 max 42.9 min

CdSe 59.5 max 43.3 max 38.9 min

CsNiCl3 58.5 max 30.1 max 18.8 min

MoS2 45.2 max 209 max 44.9 min

GaN 150 max 196 max 82.6 min

InN 82.6 max 104 max 35.5 min

Íà Ðèñ.1.18 ïðåäñòàâëåíà êëàññèôèêàöèîííàÿ ñõåìà äëÿ ýêñòðåìóìîâ ìîäó-

ëÿ Þíãà â çàâèñèìîñòè îò äâóõ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ Π01 è Π1, ïîëó÷åííàÿ íà

îñíîâå àíàëèçà ôîðìóë (1.69)-(1.74). Íà ýòîì ðèñóíêå òî÷êàìè íàíåñåíû çíà÷åíèÿ

áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ Π01 è Π1 äëÿ 143 ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ, ïðåäñòàâ-

ëåííûõ â [172]. Áîëüøèíñòâî ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ íàõîäÿòñÿ â èíòåðâàëå

−1 < Π1 < 0 è çîíå ñ 𝐸1𝑚 > 𝐸2𝑚 > 𝐸3𝑚. Íà êëàññèôèêàöèîííîé ñõåìå âûäåëåíî

øåñòü çîí ñ ðàçëè÷íûìè íåðàâåíñòâàìè ìåæäó ýêñòðåìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè ìîäó-

ëÿ Þíãà 𝐸1𝑚, 𝐸2𝑚, 𝐸3𝑚. Äëÿ êàæäîé èç ýòèõ øåñòè çîí íà Ðèñ.2 ïðèâåäåíû ïðè-

ìåðû óãëîâûõ çàâèñèìîñòåé ìîäóëÿ Þíãà íåêîòîðûõ ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ.

Â Òàáë.1.11 äëÿ êðèñòàëëîâ, ïðåäñòàâëåííûõ íà Ðèñ.1.19, äàþòñÿ ýêñòðåìàëüíûå

çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ Þíãà. Ïîëíûé ñïèñîê ãåêñàãîíàëüíûõ ìàòåðèàëîâ è èõ ýêñòðå-

ìàëüíûõ çíà÷åíèé ïðèâåäåíû â Òàáë.Ï.11. Â ýòîé æå òàáëèöå äàíû çíà÷åíèå óãëà,

ïðè êîòîðîì íàáëþäàåòñÿ ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå 𝐸3𝑚. Ýòè çíà÷åíèÿ óãëîâ äëÿ

áîëüøèíñòâà êðèñòàëëîâ ìåíÿþòñÿ â äèàïàçîíå îò 40 äî 60 ãðàäóñîâ.

Êàê âèäíî èç Ðèñ.1.18 ñóùåñòâóþò äâå çîíû, â êîòîðûõ îòñóòñòâóåò ýêñòðå-
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Ðèñ. 1.19: Óãëîâûå çàâèñèìîñòè ìîäóëåé Þíãà äëÿ íåêîòîðûõ ãåêñàãîíàëüíûõ êðè-

ñòàëëîâ, ïîïàäàþùèõ â çîíû: 𝐸2𝑚 > 𝐸1𝑚 (à), 𝐸3𝑚 > 𝐸2𝑚 > 𝐸1𝑚 (á), 𝐸3𝑚 > 𝐸1𝑚 >

𝐸2𝑚 (â), 𝐸1𝑚 > 𝐸2𝑚 (ã), 𝐸1𝑚 > 𝐸2𝑚 > 𝐸3𝑚 (ä), 𝐸2𝑚 > 𝐸1𝑚 > 𝐸3𝑚 (å).

ìàëüíîå çíà÷åíèå 𝐸3𝑚. Óãëîâûå çàâèñèìîñòè ìîäóëÿ Þíãà äëÿ ýòèõ çîí ïðåäñòàâ-

ëåíû íà Ðèñ.1.19à è Ðèñ.1.19ã. Ìàòåðèàëàìè, ó êîòîðûõ èìååòñÿ äâà ýêñòðåìàëü-

íûõ çíà÷åíèÿ 𝐸1𝑚 è 𝐸2𝑚, ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, áåðèëëèé Be è åãî ñïëàâû ñ Cu,
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êàäìèé Cd è åãî ñïëàâû ñ Mg èëè Zn, In2Bi, MnAs, Tl è Ag2Al. Â äâóõ çîíàõ

𝐸3𝑚 > 𝐸2𝑚 > 𝐸1𝑚 (Ðèñ.1.19á) è 𝐸3𝑚 > 𝐸1𝑚 > 𝐸2𝑚 (Ðèñ.1.19â) èìååò ìàêñèìàëüíîå

çíà÷åíèå 𝐸3𝑚. Äâà äðóãèõ çíà÷åíèÿ 𝐸1𝑚 è 𝐸2𝑚 ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè çíà÷åíè-

ÿìè. Äëÿ êðèñòàëëîâ Zn è BN3 (Ðèñ.1.19á) çíà÷åíèå ìîäóëÿ Þíãà 𝐸1𝑚 ÿâëÿåòñÿ

ãëîáàëüíûì ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì, à 𝐸2𝑚 - ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì. Â ñëó÷àå

êðèñòàëëîâ Tc è WC (Ðèñ.1.19â) èìååò ìåñòî îáðàòíàÿ ñèòóàöèÿ: 𝐸2𝑚 - ãëîáàëüíûé

ìèíèìóì, à 𝐸1𝑚 - ëîêàëüíûé ìèíèìóì. Äëÿ çîí 𝐸1𝑚 > 𝐸2𝑚 > 𝐸3𝑚 (Ðèñ.1.19ä) è

𝐸2𝑚 > 𝐸1𝑚 > 𝐸3𝑚 (Ðèñ.1.19å) çíà÷åíèå ìîäóëÿ Þíãà 𝐸3𝑚 ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì

ìèíèìóìîì, à çíà÷åíèÿ 𝐸1𝑚 è 𝐸2𝑚 - ìàêñèìóìû. Çíà÷åíèå 𝐸1𝑚 áóäåò ãëîáàëüíûì

ìàêñèìóìîì äëÿ êðèñòàëëîâ Mg è CdSe (Ðèñ.1.19ä) è ëîêàëüíûì ìàêñèìóìîì äëÿ

êðèñòàëëîâ MoS2 è GaN (Ðèñ.1.19å). Â ñëó÷àå ýêñòðåìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ìîäóëÿÞí-

ãà 𝐸2𝑚 èìååò ìåñòî îáðàòíàÿ ñèòóàöèÿ: ñ ëîêàëüíûì ìàêñèìóìîì äëÿ êðèñòàëëîâ

Mg è CdSe è ãëîáàëüíûì ìàêñèìóìîì äëÿ êðèñòàëëîâ MoS2 è GaN.

Íàèáîëüøàÿ ðàçíèöà ìåæäó ìàêñèìàëüíûì è ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèÿìè ìî-

äóëÿ Þíãà îáíàðóæèâàåòñÿ ó ãðàôèòà (𝐸max/𝐸min = 71.8). Áîëüøàÿ ðàçíè-

öà (𝐸max/𝐸min > 5) òàêæå âûÿâëÿåòñÿ ó RbNiCl3 (𝐸max/𝐸min = 5.52) è CsNiF3

(𝐸max/𝐸min = 5.72 äëÿ îäíîãî ýêñïåðèìåíòàëüíîãî íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ ïîäàò-

ëèâîñòè è 10.6 äëÿ âòîðîãî íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè). Ìàêñèìàëüíûé

ìîäóëü Þíãà ñ 𝐸max > 500 ÃÏà îáíàðóæèâàåòñÿ ó ãðàôèòà (𝐸max = 1020 ÃÏà), WC

(𝐸max = 827 ÃÏà), SiC (𝐸max = 556 ÃÏà), Re (𝐸max = 588 ÃÏà) è Ru (𝐸max = 550

ÃÏà).

Экстремальные значения коэффициента Пуассона

Ïðîàíàëèçèðóåì ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà. Âûðàæå-

íèå (1.67) äëÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà çàâèñèò îò äâóõ óãëîâ Ýéëåðà. Íåîáõîäèìûå

óñëîâèÿ ýêñòðåìàëüíîñòè (äîñòèæåíèÿ ìàêñèìóìîâ èëè ìèíèìóìîâ) êîýôôèöèåíòà

Ïóàññîíà ñîñòîÿò â âûïîëíåíèè óñëîâèé ñòàöèîíàðíîñòè

𝜕𝜈(𝜃, 𝜓)

𝜕𝜓
= 0,

𝜕𝜈(𝜃, 𝜓)

𝜕𝜃
= 0.

Â ðåçóëüòàòå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà (1.67)

ïî óãëàì 𝜃 è 𝜓 ýòè óñëîâèÿ äàþò ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ñòàöèîíàðíûõ

çíà÷åíèé óãëîâ⎧⎪⎨⎪⎩
sin2 𝜃 sin 2𝜓

(︀
Π2 − Π02 cos2 𝜃

)︀
= 0

sin 2𝜃[Π1 + Π01 cos 2𝜃 + Π2 sin2 𝜓
(︀
1 + Π1 − Π01 sin4 𝜃

)︀
+

+Π02 cos2 𝜓
(︀
cos 2𝜃 + Π1 cos4 𝜃

)︀
] = 0.

(1.75)

Ðåøåíèÿìè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ áóäóò 𝜃 = 0; 𝜓 = 0 èëè 𝜓 = 𝜋/2 è cos2 𝜃 = Π2/Π02.

Ïîäñòàíîâêà èõ âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1.75) ïîçâîëÿåò íàéòè âîñåìü ñòàöè-

îíàðíûõ òî÷åê.

Çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà
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𝜈1 = 𝜈(0001),[0001] = −𝑠13
𝑠33

= − 𝑠13
𝑠11(1 + Π1)

(1.76)

äîñòèãàåòñÿ ïðè 𝜃 = 0 è ïðîèçâîëüíîì óãëå 𝜓. Äàííîå ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå ñîîò-

âåòñòâóåò ðàñòÿæåíèþ â íàïðàâëåíèè [0001] è ïîïåðå÷íîé äåôîðìàöèè â ïëîñêîñòè

(0001).

Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà

𝜈2 = 𝜈[21̄1̄0],[011̄0] = −𝑠13
𝑠11

(1.77)

è

𝜈3 = 𝜈[0001̄],[011̄0] = −𝑠12
𝑠11

= −𝑠13(1 + Π2)

𝑠11
(1.78)

ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì 𝜃 = 𝜋/2, 𝜓 = 0 è 𝜃 = 𝜓 = 𝜋/2, ñîîòâåòñòâåííî.

Ãåêñàãîíàëüíûå êðèñòàëëû èìåþò ñëåäóþùèå òåðìîäèíàìè÷åñêèå îãðàíè÷å-

íèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà êîýôôèöèåíòû ïîäàòëèâîñòè

𝑠11 > 0, 𝑠33 > 0, 𝑠44 > 0, −𝑠11 < 𝑠12 < 𝑠11, 𝑠33(𝑠11 − 𝑠12) < 2𝑠213.

Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíèå äâà íåðàâåíñòâà è ôîðìóëó (1.78), ìîæíî çàïèñàòü îãðàíè÷å-

íèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈3,

−1 < 𝜈3 <
2𝑠213
𝑠11𝑠33

.

×èñëåííûé àíàëèç âåðõíåé ãðàíèöû 2𝑠213/(𝑠11𝑠33) äëÿ 173 ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàë-

ëîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòè çíà÷åíèÿ äëÿ áîëüøèíñòâà êðèñòàëëîâ íàõîäÿòñÿ â èíòåð-

âàëå îò 0.65 äî 0.9. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âåðõíåé ãðàíèöû îáíàðóæèâàåòñÿ äëÿ

öèíêà (0.57). Â òî âðåìÿ êàê êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈3 äëÿ öèíêà ðàâåí −0.07.

Íàèìåíüøàÿ ðàçíèöà ìåæäó êîýôôèöèåíòîì 𝜈3 è âåðõíåé ãðàíèöåé 2𝑠213/(𝑠11𝑠33)

âûÿâëÿåòñÿ ó C7H12 (0.76 è 0.86), Tl (0.77 è 0.91), In2Bi (0.72 è 0.90), BN3 (0.55 è

0.69) è CuCl (0.68 è 0.88).

Ñóùåñòâîâàíèå äðóãèõ ñòàöèîíàðíûõ çíà÷åíèé âîçìîæíî ïðè âûïîëíåíèè

îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèé íà áåçðàçìåðíûå êîìïëåêñû êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâî-

ñòè. Äîïîëíèòåëüíûå ñòàöèîíàðíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà èìåþò ñëå-

äóþùóþ îáùóþ ñòðóêòóðó

𝜈 = −𝑠13
𝑠11

𝑓(Π1,Π2,Π01,Π02, 𝜓, cos2 𝜃).

Ïðè ýòîì ïîäõîäÿùèå çíà÷åíèÿ óãëîâ 𝜃, 𝜓 ìîãóò áûòü íàéäåíû ñðåäè ðåøåíèé

ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.75). Äâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.75) ïðè sin 2𝜓 = 0, ò.å. ïðè

𝜓 = 0 è 𝜓 = 𝜋/2, ïîçâîëÿþò ïðèâåñòè âòîðîå óðàâíåíèå â (1.75) ê äâóì êâàäðàòíûì
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óðàâíåíèÿì (cos2 𝜃 è sin2 𝜃 ñîîòâåòñòâåííî), ðåøåíèå êîòîðûõ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü

ÿâíûå ôîðìóëû ñòàöèîíàðíûõ çíà÷åíèé.

Ïðè 𝜓 = 0 ñòàöèîíàðíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà èìåþò âèä

𝜈4,5 = −𝑠13
𝑠11

1 + 0.25Π02 sin2 2𝜃

1 + Π1 cos2 𝜃 − 0.25Π01 sin2 2𝜃
(1.79)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

0 ≤ cos2 𝜃4,5 =
−(Π01 + Π02) ±

√
𝐷1

Π1Π02

≤ 1, (1.80)

𝐷1 = (Π01 + Π02)
2 − Π1Π02(Π1 − Π01 − Π02) ≥ 0. (1.81)

Çíà÷åíèå 𝜈4 ïîëó÷àåòñÿ åñëè â ôîðìóëå (1.80) áðàòü çíàê ïëþñ, à 𝜈5 - ìèíóñ.

Ïðè 𝜓 = 𝜋/2 ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ

0 ≤ sin2 𝜃6,7 =
−Π01 ±

√
𝐷2

Π01Π2

≤ 1, (1.82)

𝐷2 = Π2
01 + Π01Π2(Π1 + Π01 + Π2 + Π1Π2) ≥ 0 (1.83)

ïðè êîòîðûõ èìåþò ìåñòî ñòàöèîíàðíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà

𝜈6,7 = −𝑠13
𝑠11

1 + Π2 sin2 𝜃

1 + Π1 cos2 𝜃 − 0.25Π01 sin2 2𝜃
. (1.84)

Òðåòèé òèï ðåøåíèé 𝜃, 𝜓 ïîëó÷àåòñÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ â (1.75) äëÿ

cos2 𝜓 =
𝑎

𝑏
, (1.85)

𝑎 = (Π1 − Π01)Π
2
02 + Π2[Π02(1 + Π1 + 2Π01) − Π1(Π

2
02 + Π2

2 − 2Π2Π02)],

𝑏 = Π02(Π02 − Π2)(Π02 + Π1Π2) + Π01Π2(Π
2
02 + 2Π2Π02 − Π2

2),

ïðè ïîäñòàíîâêå â íåãî ðåøåíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (1.75) âèäà cos2 𝜃 = Π2/Π02. Ðå-

øåíèå ýòèõ äâóõ óðàâíåíèé ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü èç (1.67) ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå

êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈8.

Èññëåäóåì äàëåå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈1 - 𝜈8 ñ òî÷êè çðåíèÿ

âûïîëíåíèÿ äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ. Åñëè â

óêàçàííûõ ñòàöèîíàðíûõ òî÷êàõ èç âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà

𝐴 =
𝜕2𝜈

𝜕𝜃2
, 𝐵 =

𝜕2𝜈

𝜕𝜃𝜕𝜓
, 𝐶 =

𝜕2𝜈

𝜕𝜓2

îáðàçîâàòü êîìáèíàöèþ

𝐷 = 𝐴𝐶 −𝐵2,
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òî ïðè 𝐷 > 0 äîñòèãàþòñÿ ýêñòðåìóìû êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà â ñîîòâåòñòâóþùåé

ñòàöèîíàðíîé òî÷êå (ìàêñèìóì ïðè 𝐴 < 0 è 𝐶 < 0 èëè ìèíèìóì ïðè 𝐴 > 0 è

𝐶 > 0). Â ñëó÷àå 𝐷 < 0 â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå ýêñòðåìóìû îòñóòñòâóþò, à ïðè

𝐷 = 0 òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé àíàëèç [188].

Òàáëèöà 1.12: Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈1 - 𝜈7 äëÿ íåêîòîðûõ ãåêñàãî-

íàëüíûõ êðèñòàëëîâ. Ãëîáàëüíûå ìàêñèìàëüíûå è ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ âûäåëå-

íû ïîëóæèðíûì.

Крис- 𝜈1 𝜈2 𝜈3 𝜈4 𝜈5 𝜈6 𝜈7

таллы

BN3 0.39 - 0.39 - 0.55 - - - 0.27 min 0.58 max - -

Cd 0.26 - 0.73 max 0.10 min - - 0.25 min 0.27 max - -

CdS 0.33 - 0.26 min 0.48 max 0.45 max - - - - 0.31 min

CdTe 0.29 - 0.22 min 0.47 max 0.44 max - - - - 0.28 min

Co 0.25 - 0.18 min 0.46 max 0.35 max - - - - - -

CuCl 0.36 - 0.17 min 0.68 max 0.44 max - - - - 0.36 -

Gd 0.24 - 0.21 min 0.31 max 0.29 max - - - - 0.24 min

GaN 0.37 - 0.49 - 0.18 - 0.72 max - - - - 0.13 min

GaSe 0.09 min 0.26 - 0.26 - 0.50 max - - - - - -

GaS 0.08 - 0.24 min 0.26 max 0.54 max - - - - 0.07 min

Hf 0.26 - 0.22 min 0.35 max 0.28 max - - - - - -

Ho 0.21 - 0.19 min 0.28 max 0.24 max - - - - - -

InN 0.41 - 0.52 - 0.22 - 0.79 max - - - - 0.12 min

Mg 0.25 - 0.23 min 0.35 max 0.32 max - - - - 0.25 min

MoS2 0.12 - 0.58 max −0.28 min - - - - - - - -

Sc 0.21 - 0.18 min 0.34 max 0.32 max - - - - 0.21 min

SiC 0.09 - 0.08 min 0.18 max 0.25 max - - - - - -

Tl 0.38 - 0.12 - 0.779 - - - 0.10 min 0.783 max - -

Ti 0.27 - 0.19 min 0.49 max 0.27 - - - - - - -

WC 0.27 - 0.20 - 0.28 - - - 0.15 min 0.30 max - -

Zn 0.25 - 0.85 max −0.07 min - - 0.07 min 0.28 max - -

ZnO 0.32 - 0.27 min 0.44 max 0.37 max - - - - 0.32 min

ZnS 0.26 - 0.20 min 0.398 max 0.395 max - - - - 0.25 min

Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîé òî÷êè ñ 𝜃 = 0 è ëþáûì 𝜓 èìååì 𝜈 = 𝜈1, è êîìáèíàöèÿ

êîýôôèöèåíòîâ 𝐷 îáðàùàåòñÿ â íóëü (𝐷 = 0). Â ñèëó 𝐷 = 0 òðåáóåòñÿ äîïîëíè-

òåëüíûé àíàëèç äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî êðèñòàëëà. Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈1
áóäåò ýêñòðåìóìîì, íàïðèìåð, äëÿ BaSc𝑥Fe12−𝑥O19 (𝜈1 = 𝜈min), GaSe (𝜈1 = 𝜈min),

Zr-O (𝜈1 = 𝜈max) (ñì. Òàáë.Ï.12 íà ñòð.332).
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Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîé òî÷êè 𝜃 = 𝜋/2, 𝜓 = 0 ìû èìååì 𝜈 = 𝜈2 è

𝐷 =
4𝑠213(Π02 − Π1 + Π01)Π2

𝑠211
,

𝐴 = −2𝑠13(Π02 − Π1 + Π01)

𝑠11
, 𝐶 = −2𝑠13Π2

𝑠11
.

Òîãäà ñîãëàñíî äîñòàòî÷íîìó óñëîâèþ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè çíà÷åíèå êîýôôèöè-

åíòà Ïóàññîíà 𝜈2 áóäåò ýêñòðåìàëüíûì, åñëè (Π02 − Π1 + Π01)Π2 > 0. Çíà÷åíèå 𝜈2
áóäåò ìàêñèìóìîì ïðè 𝑠13(Π02 − Π1 + Π01) > 0 èëè 𝑠13Π2 > 0 è ìèíèìóìîì ïðè

𝑠13(Π02 − Π1 + Π01) < 0 èëè 𝑠13Π2 < 0 ñ ó÷åòîì ïîëîæèòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòà

ïîäàòëèâîñòè 𝑠11.

Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîé òî÷êè 𝜃 = 𝜓 = 𝜋/2 èìååì 𝜈 = 𝜈3 è

𝐷 = −4𝑠213 [(Π01 − Π1)(1 + Π2) − Π2] Π2

𝑠211
,

𝐴 = −2𝑠13 [(Π01 − Π1)(1 + Π2) − Π2]

𝑠11
, 𝐶 =

2𝑠13Π2

𝑠11
.

Çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈3 áóäåò ýêñòðåìàëüíûì, åñëè [(Π01−Π1)(1+Π2)−
Π2]Π2 > 0. Çíà÷åíèå 𝜈3 ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìóìîì ïðè 𝑠13[(Π01 − Π1)(1 + Π2) − Π2] > 0

èëè 𝑠13Π2 < 0 è ìèíèìóìîì ïðè 𝑠13[(Π01 − Π1)(1 + Π2) − Π2] < 0 èëè 𝑠13Π2 > 0.

Äëÿ ñòàöèîíàðíûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈4 − 𝜈8 âòîðûå ïðîèç-

âîäíûå 𝐴, 𝐶 è 𝐷 èìåþò ãðîìîçäêèé àíàëèòè÷åñêèé âèä. Ïîýòîìó â ðàáîòå áûë

ïðîâåäåí òîëüêî èõ ÷èñëåííûé àíàëèç äëÿ 143 ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ. Ðåçóëü-

òàòû ýòîãî àíàëèçà ïðåäñòàâëåíû â Òàáë.1.12 è Òàáë.Ï.12 (ñòð.332). Â ýòîé òàáëèöå

ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ òîëüêî ñåìè ñòàöèîíàðíûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà

𝜈1 − 𝜈7. Çíà÷åíèå 𝜈8 ïðîïóùåíî, òàê êàê ïðîâåäåííûé àíàëèç èçìåí÷èâîñòè êîýô-

ôèöèåíòà Ïóàññîíà äëÿ 143 ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ ïîêàçàë, ÷òî êîýôôèöèåíò

𝜈8 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà. Òàáë.Ï.12 ñîäåðæèò çíà÷åíèå âñåõ âîñüìè ñòàöèîíàð-

íûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà. Ãëîáàëüíûå ìàêñèìàëüíûå è ìèíèìàëüíûå

çíà÷åíèÿ â Òàáë.1.12 è Òàáë.Ï.12 âûäåëåíû ïîëóæèðíûì.

Ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî àíàëèçà èçìåí÷èâîñòè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ãåê-

ñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ óäàåòñÿ âûÿâèòü ñåìü êðèñòàëëîâ ñ îòðèöàòåëüíûì ìè-

íèìàëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà. Ýòèìè êðèñòàëëàìè ÿâëÿþòñÿ Be (𝜈min =

−0.005), Be-Cu at 2.4% (𝜈min = −0.04), MnAs (𝜈min = −0.04), MoS2 (𝜈min = −0.28),

C7H12 (𝜈min = −0.15), TiB2 (𝜈min = −0.03) è Zn (𝜈min = −0.07). Íà Ðèñ.1.20 ïðè-

âåäåíû ïîâåðõíîñòè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà äëÿ ýòèõ ãåêñàãîíàëüíûõ àóêñåòèêîâ.

Ïîâåðõíîñòü êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà äëÿ ñïëàâà BeCu íå ïðèâåäåíà, òàê êàê ñëàáî

îòëè÷àåòñÿ îò ïîâåðõíîñòè Be. Òàêæå îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà îáíà-

ðóæèâàåòñÿ ó êðèñòàëëîâ Ca10(PO4)6(OH)2, CdS è InSe. Îäíàêî ýòè òðè êðèñòàëëà

èìåþò äâà (è áîëåå) ýêñïåðèìåíòàëüíûõ íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè. Ïðè
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Ðèñ. 1.20: Ïîâåðõíîñòè êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà ãåêñàãîíàëüíûõ àóêñåòèêîâ MoS2
(à), Zn (á), Be (â), TiB2 (ã), C7H12 (ä) è MnAs (å).

äðóãèõ íàáîðàõ êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà îêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Íàèáîëüøèå

çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà c 𝜈max ≥ 0.8 âûÿâëÿþòñÿ ó ãðàôèòà (𝜈max = 0.86),

RbNiCl3 (𝜈max = 0.84), RbMnCl3 (𝜈max = 0.81) è KMg3AlSi3O10(OH,F)2 (𝜈max = 0.80).
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Îáíàðóæèâàåòñÿ 29 êðèñòàëëîâ, ó êîòîðûõ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà

Ïóàññîíà áîëüøå 0.5 (áîëüøå âåðõíåé ãðàíèöû äëÿ èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ). Â [189]

óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî êàäìèé ìîæåò èìåòü îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ïðè

îïðåäåëåííûõ îðèåíòàöèÿõ. Ðåçóëüòàòû èç Òàáë.1.12 óêàçûâàþò íà òî, ÷òî ýòî íå

òàê (êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà äëÿ êàäìèÿ ìåíÿåòñÿ â èíòåðâàëå îò 0.10 è äî 0.73). Â

ðàáîòå [189] îøèáêà äîïóùåíà ïðè ïåðåñ÷åòå óïðóãèõ êîíñòàíò.

Àíàëèç ñòàöèîíàðíûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà, îïèñûâàåìûõ ôîð-

ìóëàìè (1.76) - (1.84), ïîêàçûâàåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû 𝜈1 è 𝜈2 áóäóò îòðèöàòåëüíûìè

ïðè 𝑠13 > 0. Îäíàêî áîëüøèíñòâî ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ èìåþò îòðèöàòåëüíîå

çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ïîäàòëèâîñòè 𝑠13. Ïîëîæèòåëüíûé êîýôôèöèåíò 𝑠13 âûÿâ-

ëÿåòñÿ òîëüêî ó îäíîãî èç ïÿòè íàáîðîâ óïðóãèõ êîíñòàíò CdS [172]. Ñòàöèîíàðíîå

çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈3 îêàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì ïðè 𝑠12 > 0. Ýòî

èìååò ìåñòî äëÿ êðèñòàëëîâ MoS2, Zn è îäíîãî èç íàáîðîâ óïðóãèõ êîíñòàíò äëÿ

Ca10(PO4)6(OH)2, InSe èç [172]. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî áîëüøèíñòâî ãåêñàãîíàëüíûõ

êðèñòàëëîâ èìåþò îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ïîäàòëèâîñòè 𝑠13, îòðè-

öàòåëüíûå êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà 𝜈4,5 è 𝜈6,7 áóäóò íàáëþäàòüñÿ ïðè Π02 < −4 è

Π2 < −1 ñîîòâåòñòâåííî. Óñëîâèå Π02 < −4 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ãåêñàãîíàëüíûõ àóê-

ñåòèêîâ Be (Π02 = −5.20), Be-Cu at 2.4% (Π02 = −18.33), MnAs (Π02 = −5.15), C7H12

(Π02 = −5.58) è TiB2 (Π02 = −4.19). Àóêñåòèêîâ, ó êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû Ïóàñ-

ñîíà 𝜈6,7 îòðèöàòåëüíû (Π2 < −1), íå îáíàðóæåíî, ò.ê. óñëîâèÿ (1.82) è (1.83) äëÿ

ýòèõ ìàòåðèàëîâ íå âûïîëíÿþòñÿ.

Ðèñ. 1.21: Êëàññèôèêàöèîííàÿ ñõåìà òðåõ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà

Ïóàññîíà ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ íà ïëîñêîñòè áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ Π1

è Π2. Êðóæêàìè îòìå÷åíû çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ Π1 è Π2 äëÿ 143

ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ èç [172].
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Ðèñ. 1.22: Ïîâåðõíîñòè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà äëÿ íåêîòîðûõ ãåêñàãîíàëüíûõ

êðèñòàëëîâ, ïîïàäàþùèõ â çîíû: 𝜈3 > 𝜈1 > 𝜈2 (CdSe) (à), 𝜈3 > 𝜈2 > 𝜈1 (GaS)

(á), 𝜈2 > 𝜈3 > 𝜈1 (C, ãðàôèò) (â), 𝜈2 > 𝜈1 > 𝜈3 (GaN) (ã), 𝜈1 > 𝜈2 > 𝜈3 (RbNiCl3) (ä),

𝜈1 > 𝜈3 > 𝜈2 (MnAs) (å).
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Íà Ðèñ.1.21, îñíîâûâàÿñü íà ôîðìóëàõ (1.76) - (1.78), ïðåäñòàâëåíà êëàññè-

ôèêàöèîííàÿ ñõåìà äëÿ òðåõ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈1, 𝜈2 è 𝜈3 â çàâèñèìîñòè îò

äâóõ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ Π1 è Π2. Íà ýòîì ðèñóíêå òî÷êàìè íàíåñåíû çíà÷å-

íèÿ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ Π1 è Π2 äëÿ 143 ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ èç [172].

Êàê âèäíî èç ðèñóíêà áîëüøèíñòâî êðèñòàëëîâ íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå −1 < Π1 < 0

è 𝜈3 > 𝜈1 > 𝜈2. Íà êëàññèôèêàöèîííîé ñõåìå âûäåëåíî øåñòü çîí ñ ðàçëè÷íûìè

íåðàâåíñòâàìè ìåæäó ýêñòðåìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈1, 𝜈2
è 𝜈3. Äëÿ êàæäîé èç ýòèõ çîí íà Ðèñ.1.22 ïðåäñòàâëåíû ïîâåðõíîñòè êîýôôèöèåíòà

Ïóàññîíà 𝜈(𝜃, 𝜓) â ñëó÷àå íåêîòîðûõ ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ.

Àíàëèç ñòàöèîíàðíûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà ïîêàçûâàåò, ÷òî

åñëè ñóùåñòâóåò êîýôôèöèåíòû 𝜈4 è 𝜈7, òî 𝜈5 è 𝜈6 îòñóòñòâóþò (è íàîáîðîò). Ïðè

ýòîì êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà 𝜈4 è 𝜈7 ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìóìàìè, 𝜈5 è 𝜈6 - ìèíèìóìàìè.

Êàê âèäíî èç Ðèñ.1.22 êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà 𝜈4 è 𝜈7 âûÿâëÿþòñÿ ó êðèñòàëëîâ

CdSe, GaS, ãðàôèòà, GaN, RbNiCl3. Äëÿ êðèñòàëëà CdSe êîýôôèöèåíòû 𝜈4 è 𝜈7
ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûì ìàêñèìóìîì è ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì ñîîòâåòñòâåííî. Â ñëó-

÷àå êðèñòàëëîâ GaS, ãðàôèòà, GaN, RbNiCl3 êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà 𝜈4 è 𝜈7 áóäóò

ãëîáàëüíûì ìàêñèìóìîì è ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì. Äëÿ êðèñòàëëà MnAs êîýô-

ôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈5 ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå è ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì

ìèíèìóìîì, à 𝜈6 - ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì.

Экстремальные значения модуля сдвига

Ïðîàíàëèçèðóåì ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ ñäâèãà. Âûðàæåíèå (1.68)

äëÿ ìîäóëÿ ñäâèãà ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ çàâèñèò îò äâóõ óãëîâ Ýéëåðà. Íåîá-

õîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìàëüíîñòè (äîñòèæåíèÿ ìàêñèìóìîâ èëè ìèíèìóìîâ) ìî-

äóëÿ ñäâèãà ñîñòîÿò â âûïîëíåíèè óñëîâèé ñòàöèîíàðíîñòè⎧⎪⎨⎪⎩
𝜕𝐺(𝜃, 𝜓)

𝜕𝜓
= 0

𝜕𝐺(𝜃, 𝜓)

𝜕𝜃
= 0

Â ðåçóëüòàòå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ìîäóëÿ ñäâèãà (1.68) ïî óãëàì 𝜃

è 𝜓 ýòè óñëîâèÿ äàþò ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ñòàöèîíàðíûõ çíà÷åíèé

óãëîâ {︃
sin2 𝜃 sin 2𝜓

(︀
Π3 − 4Π03 cos2 𝜃

)︀
= 0

sin 2𝜃
(︀

Π3 sin2 𝜓 + 4Π03 cos 2𝜃 cos2 𝜓
)︀

= 0
(1.86)

Ðåøåíèÿìè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ áóäóò 𝜃 = 0; 𝜓 = 0 èëè 𝜓 = 𝜋/2 è cos2 𝜃 = Π3/(4Π03).

Ïîäñòàíîâêà èõ âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1.86) ïîçâîëÿåò íàéòè íåñêîëüêî ñòà-

öèîíàðíûõ òî÷åê: 𝜃 = 0 è 𝜓 ïðîèçâîëüíîå; 𝜓 = 0 è 𝜃 = 𝜋/4; 𝜓 = 0 è 𝜃 = 𝜋/2; 𝜓 = 0

è 𝜃 = 3𝜋/4; 𝜓 = 𝜋/2 è 𝜃 = 𝜋/2; 𝜓 = 𝜓0 è 𝜃 = 𝜃0, 0 ≤ cos2 𝜓0 = Π3/(4Π03 − Π3) ≤ 1,

0 ≤ cos2 𝜃0 = Π3/(4Π03) ≤ 1. Ýòèì ñòàöèîíàðíûì òî÷êàì ñîîòâåòñòâóþò ÷åòûðå

çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ ñäâèãà.
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Çíà÷åíèå ìîäóëÿ ñäâèãà

𝐺1 =
1

𝑠44
(1.87)

äîñòèãàåòñÿ ïðè 𝜃 = 0 è ëþáûõ óãëàõ 𝜓, à òàêæå ïðè 𝜃 = 𝜋/2, 𝜓 = 0. Ýòî âîç-

ìîæíî äëÿ ïëîñêîñòè ñêîëüæåíèÿ (001) è íàïðàâëåíèé ñêîëüæåíèÿ m = (cos(𝜙 +

𝜓), sin(𝜙 + 𝜓), 0)𝑇 è n = (sin𝜙,− cos𝜙, 0)𝑇 , m = (cos𝜙, sin𝜙, 0)𝑇 . Óãîë 𝜙 ÿâëÿåòñÿ

óãëîì ïîâîðîòà êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â ïëîñêîñòè (0001), ò.å.

â ïëîñêîñòè èçîòðîïèè.

Äðóãîå çíà÷åíèå ìîäóëÿ ñäâèãà

𝐺2 =
1

𝑠44(1 + Π3)
=

1

𝑠66
(1.88)

äîñòèãàåòñÿ ïðè 𝜃 = 𝜓 = 𝜋/2, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò åäèíè÷íûì âåêòîðàì n =

(sin𝜙,− cos𝜙, 0)𝑇 , m = (0, 0, 1)𝑇 . Òðåòüå çíà÷åíèå

𝐺3 =
1

𝑠44(1 + Π03)
=

1

𝑠11 + 𝑠33 − 2𝑠13
(1.89)

äîñòèãàåòñÿ ïðè 𝜃 = 𝜋/4, 𝜓 = 0 è 𝜃 = 3𝜋/4, 𝜓 = 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âåêòîðàì n =

(
√

2/2 sin𝜙,−
√

2/2 cos𝜙,
√

2/2)𝑇 , m = (cos𝜙, sin𝜙, 0)𝑇 . Íàêîíåö, çíà÷åíèå ìîäóëÿ

ñäâèãà

𝐺−1
4 = 𝑠44

(︂
1 + Π3 −

Π2
3

4Π03

)︂
(1.90)

âîçìîæíî â ñòàöèîíàðíûõ òî÷êàõ 𝜃0, 𝜓0 ïðè 0 ≤ cos2 𝜃0 = 0.25Π3/Π03≤ 1, 0 ≤
cos2 𝜓0 = Π3/ (4Π03 − Π3) ≤ 1.

Èññëåäóåì äàëåå çíà÷åíèÿ 𝐺1, 𝐺2, 𝐺3, 𝐺4 ñ òî÷êè çðåíèÿ âûïîëíåíèÿ äîñòà-

òî÷íîãî óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ (ñì. ñòð.67).

Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîé òî÷êè 𝜃 = 𝜋/2, 𝜓 = 0 ìû èìååì 𝐺 = 𝐺1 è

𝐷 =
16Π03Π3

𝑠44
, 𝐴 = −8Π03

𝑠44
. (1.91)

Îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòîâ 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 ïðåäñòàâëåíî íà ñòð.67. Òîãäà ñîãëàñíî

äîñòàòî÷íîìó óñëîâèþ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè ñ ó÷åòîì ïîëîæèòåëüíîñòè êîýôôè-

öèåíòà ïîäàòëèâîñòè 𝑠44 çíà÷åíèå ìîäóëÿ ñäâèãà 𝐺1 áóäåò ýêñòðåìàëüíûì, åñëè

Π3 > 0, Π03 > 0 èëè Π3 < 0, Π03 < 0. Ïðè Π03 > 0 (𝐴 < 0) çíà÷åíèå 𝐺1 ñîîòâåòñòâóåò

ìàêñèìóìó, à ïðè Π03 < 0 (𝐴 > 0) ìèíèìóìó.

Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîé òî÷êè ñ 𝜃 = 0 è ëþáûì 𝜓 èìååì 𝐺 = 𝐺1, êîìáèíàöèÿ

êîýôôèöèåíòîâ 𝐷 îáðàùàåòñÿ â íóëü è

𝐴 = −2(4Π03cos2𝜓 + Π3sin
2𝜓)

𝑠44
. (1.92)
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Ðèñ. 1.23: Çàâèñèìîñòü ìîäóëÿ ñäâèãà 𝐺 (𝜃, 𝜓) îò äâóõ óãëîâ îðèåíòàöèè ãåêñà-

ãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ Ti (𝐺3 > 𝐺̄1 > 𝐺2) (à), Be (𝐺1 > 𝐺̄3 > 𝐺2) (á), BN3

(𝐺1 > 𝐺3 > 𝐺2) (â), TiB2 (𝐺1 > 𝐺2 > 𝐺3) (ã), Zn (𝐺2 > 𝐺̄1 > 𝐺3) (ä), MoS2
(𝐺2 > 𝐺̄3 > 𝐺1) (å), GaN (𝐺2 > 𝐺3 > 𝐺1) (æ) è SiC (𝐺3 > 𝐺2 > 𝐺1) (ç). 𝐺̄𝑛 -

çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ ñäâèãà â ñòàöèîíàðíûõ òî÷êàõ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ýêñòðåìàëüíûìè

çíà÷åíèÿìè.
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Òàáëèöà 1.13: Ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ ñäâèãà äëÿ íåêîòîðûõ ãåêñàãîíàëü-

íûõ êðèñòàëëîâ è çíà÷åíèÿ óãëîâ 𝜃0, 𝜓0 (â ãðàäóñàõ), ïðè êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ çíà-

÷åíèå 𝐺4, à òàêæå çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ Π3, Π03 è 𝛼3 = Π03(2Π03−Π3).

Êðèñòàëëû Π03 Π3 𝛼3 𝐺1, 𝐺2, 𝐺3, 𝐺4, 𝜃0 𝜓0

ÃÏà ÃÏà ÃÏà ÃÏà ãðàä ãðàä

Be 0.04 0.21 −0.005 162 134 156 � � �

Cd 0.23 −0.49 0.21 18.8 36.8 15.3 � � �

CdSe −0.32 −0.08 0.17 13.4 14.53 19.6 14.46 75.5 75.0

Co −0.24 0.06 0.13 70.9 66.8 93.6 � � �

GaN −0.60 −0.71 0.29 24.1 83.1 59.7 48.1 56.9 49.4

GaSe −0.54 −0.73 0.18 10.2 37.9 21.9 19.6 54.2 43.9

C −0.88 −0.99 0.69 4 439 34.3 13.9 58.0 51.4

(ãðàôèò)

MnAs 0.36 1.14 −0.15 34.5 16.1 25.4 � � �

MoS2 −0.40 −0.87 −0.03 18.6 146 30.8 � � �

C7H12 1.22 3.33 −1.09 0.91 0.21 0.41 � � �

SiC −0.29 −0.17 0.12 169 204 237 198 67.2 65.2

Ti −0.06 0.34 0.03 46.5 34.7 49.5 � � �

TiB2 1.21 0.79 1.96 250 140 113 151 66.2 63.8

Zn 0.97 −0.40 2.28 39.5 65.6 20.0 � � �

Â ñèëó 𝐷 = 0 çäåñü òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé àíàëèç äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî

êðèñòàëëà. Äëÿ êðèñòàëëîâ Be è TiB2 íà Ðèñ.1.23á è Ðèñ.1.23ã ïðåäñòàâëåíû ïî-

âåðõíîñòè èçìåí÷èâîñòè ìîäóëÿ ñäâèãà â çàâèñèìîñòè îò äâóõ óãëîâ Ýéëåðà 𝜃, 𝜓,

èç êîòîðûõ âèäíî, ÷òî çíà÷åíèÿ 𝐺1 ïðè 𝜃 = 0 è ëþáîì 𝜓 ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëü-

íûìè. Äëÿ ýòèõ ìàòåðèàëîâ áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû Π3, Π03 ïîëîæèòåëüíû (ñì.

Òàáë.1.13) è ñîîòâåòñòâåííî 𝐴 îòðèöàòåëüíî. Äëÿ êðèñòàëëîâ GaN è SiC çíà÷åíèå

ìîäóëÿ ñäâèãà 𝐺1 ïðè 𝜃 = 0 áóäåò ìèíèìàëüíûì (Ðèñ.1.23æ è Ðèñ.1.23ç). Êðèñòàë-

ëû GaN è SiC õàðàêòåðèçóþòñÿ îòðèöàòåëüíûìè áåçðàçìåðíûìè ïàðàìåòðàìè Π3,

Π03 (ñì. Òàáë.1.13) è ñîîòâåòñòâåííî ïîëîæèòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè 𝐴. Ó êðèñòàëëîâ

Zn è Ti áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè (Zn - Π3 = −0.40,

Π03 = 0.97; Ti - Π3 = 0.34, Π03 = −0.06). Ïîýòîìó 𝐴 ìîæåò ìåíÿòü çíàê â çàâèñèìî-

ñòè îò âåëè÷èíû óãëà 𝜓 ïðè 𝜃 = 0. Òîãäà, êàê âèäíî èç Ðèñ.1.23à è Ðèñ.1.23ä äëÿ

êðèñòàëëîâ Ti è Zn, çíà÷åíèå ìîäóëÿ ñäâèãà 𝐺1 íå ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíûì.

Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîé òî÷êè 𝜃 = 𝜓 = 𝜋/2 èìååì 𝐺 = 𝐺2 è

𝐷 =
4Π2

3

𝑠244 (1 + Π3)
4 > 0, 𝐴 =

2Π3

𝑠44 (1 + Π3)
2 . (1.93)

Çíà÷åíèå 𝐺2 áóäåò âñåãäà ÿâëÿòüñÿ ýêñòðåìàëüíûì â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè 𝐷. Ïðè
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Π3 > 0 𝐴 òàêæå ïîëîæèòåëüíî è çíà÷åíèå 𝐺2 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì äëÿ ìîäóëÿ

ñäâèãà. Ïðè Π3 < 0 ñïðàâåäëèâî 𝐴 < 0 è îáñóæäàåìîå çíà÷åíèå îêàçûâàåòñÿ ìàê-

ñèìóìîì.

Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê 𝜃 = 𝜋/4, 𝜓 = 0 è 𝜃 = 3𝜋/4, 𝜓 = 0 èìååì 𝐺 = 𝐺3

è

𝐷 =
8Π03(2Π03 − Π3)

𝑠244 (1 + Π03)
4 , 𝐴 =

8Π03

𝑠44 (1 + Π03)
2 . (1.94)

Çíà÷åíèå 𝐺3 áóäåò ýêñòðåìóìîì ïðè Π03(2Π03−Π3) > 0 â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè 𝐷.

Ïðè Π03 > 0 îêàçûâàåòñÿ 𝐴 > 0 è çíà÷åíèå 𝐺3 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìóìîì, à ïðè Π03 < 0

(𝐴 < 0) ìàêñèìóìîì.

Íàêîíåö, äëÿ 𝐺 = 𝐺4 ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé 0 ≤ cos2 𝜃0 = 0.25Π3/Π03 ≤ 1,

0 ≤ cos2 𝜓0 = Π3/ (4Π03 − Π3) ≤ 1 èìååì

𝐷 = −512(2Π03 − Π3)(4Π03 − Π3)Π
2
3Π

2
03

𝑠244(4Π03 + 4Π3Π03 − Π2
3)

4
, (1.95)

𝐴 =
32Π2

3Π03

𝑠44(4Π03 + 4Π3Π03 − Π2
3)

2
. (1.96)

Àíàëèç, ïðîâåäåííûé äëÿ 143 ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ èç ñïðàâî÷íèêà

[172], ïîêàçàë, ÷òî äëÿ 43 êðèñòàëëîâ íå âîçìîæíà ðåàëèçàöèÿ 𝐺 = 𝐺4 (ñìîò-

ðè Òàáë.1.13 è Òàáë.Ï.13 íà ñòð.339). Äëÿ äðóãèõ ñòà ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ

êîìáèíàöèÿ êîýôôèöèåíòîâ 𝐷 âñåãäà îòðèöàòåëüíà, ò.å. 𝐺4 íå ìîæåò áûòü ýêñ-

òðåìóìîì. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ 𝐺4 ñîîòâåòñòâóåò òî÷êàì ïåðåãèáà. Ýòî õîðîøî âèäíî

íà Ðèñ.1.23â, ã, æ è ç. Â Òàáë.1.13 è â Òàáë.Ï.13 äàíû çíà÷åíèÿ óãëîâ 𝜃0, 𝜓0, ïðè

êîòîðûõ ñóùåñòâóåò 𝐺4.

Â Òàáë.1.13 ïðèâåäåíû ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ ñäâèãà ðÿäà õîðîøî

èçâåñòíûõ ìàòåðèàëîâ. Ïîëóæèðíûì â òàáëèöå îòìå÷åíû ãëîáàëüíûå ìàêñèìàëü-

íûå è ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ ñäâèãà. Êàê âèäíî èç òàáëèöû çíà÷åíèå 𝐺1 íå

ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìóìîì ïðè 𝜓 = 0, 𝜃 = 𝜋/2 äëÿ ÷åòûðåõ êðèñòàëëîâ Cd, Co, Ti, Zn.

Äëÿ ýòèõ êðèñòàëëîâ áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû Π3 è Π03 èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå

çíàêè è ñîîòâåòñòâåííî 𝐷 < 0. Äëÿ áîëüøèíñòâà ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ çíà-

÷åíèå 𝐺2 îêàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíûì ìàêñèìóìîì èëè ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì (ñì.

Òàáë.1.13 è Òàáë.Ï.13). Äëÿ êðèñòàëëîâ CdSe, SiC, TiB2, óêàçàííûõ â Òàáë.1.13,

çíà÷åíèå 𝐺2 ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ýêñòðåìóìîì. Ýòî èëëþñòðèðóåò Ðèñ.1.23ç äëÿ

êðèñòàëëà SiC. Â Òàáë.1.13 ïðèñóòñòâóþò êðèñòàëëû, ó êîòîðûõ Π03(2Π03−Π3) > 0,

íî çíà÷åíèÿ 𝐺3 íå ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì ýêñòðåìóìîì. Òàêèìè áóäóò êðèñòàëëû

GaN, GaSe, C (ãðàôèòà). Äëÿ íèõ çíà÷åíèå 𝐺3 ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ýêñòðåìóìîì.

Äëÿ êðèñòàëëà GaN ýòî âèäíî èç Ðèñ.1.23æ. Ïîëíûé ñïèñîê âñåõ ãåêñàãîíàëüíûõ

êðèñòàëëîâ è èõ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé ïðåäñòàâëåíû â Òàáë.Ï.13. Íàèáîëüøàÿ

ðàçíèöà ìåæäó ìàêñèìàëüíûì è ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèÿìè âûÿâëÿåòñÿ ó ñëîèñòîãî
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ìàòåðèàëà - ãðàôèòà (𝐺max/𝐺min = 109.75). Áîëüøîå ðàçëè÷èå ìåæäó ìàêñèìóìîì

è ìèíèìóìîì õàðàêòåðíî òàêæå äëÿ MoS2.

Ðèñ. 1.24: Êëàññèôèêàöèîííàÿ ñõåìà ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé ìîäóëÿ ñäâèãà ãåêñà-

ãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ â çàâèñèìîñòè îò áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ Π03 è Π3. Êðóæ-

êàìè îòìå÷åíû çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ Π03 è Π3 äëÿ 143 ãåêñàãîíàëü-

íûõ êðèñòàëëîâ èç [172]. 𝐺̄𝑛 - çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ ñäâèãà â ñòàöèîíàðíûõ òî÷êàõ, íå

ÿâëÿþùèõñÿ ýêñòðåìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè.

Íà Ðèñ.1.24 èçîáðàæåíà êëàññèôèêàöèîííàÿ ñõåìà äëÿ ýêñòðåìóìîâ ìîäóëÿ

ñäâèãà â çàâèñèìîñòè îò äâóõ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ Π03 è Π3, ïîëó÷åííàÿ íà

îñíîâå àíàëèçà ôîðìóë (1.87) - (1.96) è äàííûõ èç Òàáë.Ï.13. Íà ýòîì ðèñóíêå òî÷êà-

ìè íàíåñåíû çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ Π03 è Π3 äëÿ âñåõ ãåêñàãîíàëüíûõ

êðèñòàëëîâ èç [172]. Áîëüøèíñòâî êðèñòàëëîâ èìåþò Π03 < 0. Íà êëàññèôèêàöè-

îííîé ñõåìå âûäåëåíî âîñåìü çîí ñ ðàçëè÷íûìè íåðàâåíñòâàìè ìåæäó 𝐺1, 𝐺2, 𝐺3.

Äëÿ êàæäîé èç ýòèõ çîí íà Ðèñ.1.24 äàåòñÿ ïî îäíîìó ïðèìåðó ïîâåðõíîñòè ìîäóëÿ

ñäâèãà. Çíà÷åíèÿ ìîäóëåé â ñòàöèîíàðíûõ òî÷êàõ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ýêñòðåìàëüíûìè,

îáîçíà÷åíû ÷åðåç 𝐺̄𝑛.

Êàê âèäíî èç Ðèñ.1.23 â ÷åòûðåõ ïîâåðõíîñòÿõ îòñóòñòâóåò çíà÷åíèå 𝐺4

(Pèc.1.23à,á,ä,å), à íà äðóãèõ ÷åòûðåõ ïîâåðõíîñòÿõ 𝐺4 ïðèñóòñòâóåò (Pèc.1.23â,ã,æ

è ç). Ýòî õàðàêòåðíî íå òîëüêî äëÿ ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñóíêå ìàòåðèàëîâ, íî è

äëÿ äðóãèõ ãåêñàãîíàëüíûõ ìàòåðèàëîâ, ïîïàäàþùèõ â ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññè-

ôèêàöèîííûå çîíû. Ñðàâíåíèå Ðèñ.1.23à è Ðèñ.1.23á ïîêàçûâàåò, ÷òî çíà÷åíèå 𝐺2

áóäåò ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì â îáîèõ ñëó÷àÿõ, à 𝐺3 è 𝐺1 ïðè 𝜓 = 0, 𝜃 = 𝜋/2 ÿâëÿ-

þòñÿ ìàêñèìóìîì è òî÷êîé ïåðåãèáà äëÿ Ti è òî÷êîé ïåðåãèáà è ìàêñèìóìîì äëÿ

Be. Â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòåé ìîäóëÿ ñäâèãà äëÿ BN3 (Pèc.1.23â) è TiB2 (Pèc.1.23ã)

çíà÷åíèå 𝐺1 ïðè 𝜓 = 0, 𝜃 = 𝜋/2 ñîîòâåòñòâóåò ãëîáàëüíîìó ìàêñèìóìó. Çíà÷åíèÿ



ГЛАВА 1. КРИСТАЛЛИЧЕСКИЕ АУКСЕТИКИ 79

𝐺2 è 𝐺3 ÿâëÿþòñÿ ìèíèìóìàìè (ãëîáàëüíûé 𝐺2 è ëîêàëüíûé 𝐺3 äëÿ BN3 è ëîêàëü-

íûé 𝐺2 è ãëîáàëüíûé 𝐺3 äëÿ TiB2). Ñðàâíåíèå ïîâåðõíîñòåé ìîäóëåé ñäâèãà äëÿ Zn

(Pèc.1.23ä) è MoS2 (Pèc.1.23å) ïîêàçûâàåò, ÷òî 𝐺2 áóäåò ãëîáàëüíûì ìàêñèìóìîì,

à 𝐺3 è 𝐺1 ïðè 𝜓 = 0, 𝜃 = 𝜋/2 ÿâëÿþòñÿ ìèíèìóìîì è òî÷êîé ïåðåãèáà äëÿ Zn è

òî÷êîé ïåðåãèáà è ìèíèìóìîì äëÿ MoS2. Â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòåé ìîäóëÿ ñäâèãà äëÿ

GaN (Pèc.1.23æ) è SiC (Pèc.1.23ç) çíà÷åíèå 𝐺1 ïðè 𝜓 = 0, 𝜃 = 𝜋/2 ñîîòâåòñòâóåò

ãëîáàëüíîìó ìèíèìóìó. Çíà÷åíèÿ 𝐺2 è 𝐺3 ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìóìàìè (ãëîáàëüíûé 𝐺2

è ëîêàëüíûé 𝐺3 äëÿ GaN è ëîêàëüíûé 𝐺2 è ãëîáàëüíûé 𝐺3 äëÿ SiC).

1.3.3. Влияние давления на упругие свойства гексагональных
кристаллов [18,19]

Â ñëó÷àå èçîòðîïíîãî íà÷àëüíîãî íàïðÿæåíèÿ, ò.å. ïðè äàâëåíèè 𝑝, ïðîèñõî-

äèò èçìåíåíèå êîýôôèöèåíòîâ óïðóãîé æåñòêîñòè ñ ñîõðàíåíèåì èõ ïîëíîé ôîéã-

òîâñêîé ñèììåòðèè

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝐶𝑗𝑖𝑘𝑙 = 𝐶𝑘𝑙𝑖𝑗.

Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ æåñòêîñòè îò äàâëåíèÿ ïðè ýòîì äëÿ êðèñòàëëîâ âñåõ

êðèñòàëëè÷åñêèõ ñèñòåì èìååò îáùèé âèä [190]

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝑐𝑖𝑗𝑘𝑙 + p(𝛿𝑖𝑗𝛿𝑘𝑙 − 𝛿𝑖𝑘𝛿𝑗𝑙 − 𝛿𝑗𝑘𝛿𝑖𝑙).

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ ïðè ìàòðè÷íîé çàïèñè êîýôôèöèåí-

òîâ æåñòêîñòè ïîëó÷èì

𝐶11 = 𝑐11 − 𝑝, 𝐶12 = 𝑐12 + 𝑝, 𝐶13 = 𝑐13 + 𝑝,

𝐶33 = 𝑐33 − 𝑝, 𝐶44 = 𝑐44 − 𝑝, 𝐶66 = 0.5(𝑐11 − 𝑐12) − 𝑝.
(1.97)

Ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü ýíåðãèè äåôîðìàöèè íàêëàäûâàåò íà óïðó-

ãèå êîíñòàíòû ñëåäóþùèå òåðìîäèíàìè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ

𝐶11 > 0, 𝐶11 − 𝐶12 > 0, 𝐶11 + 𝐶12 > 0,

𝐶33 > 0, 𝐶44 > 0, 𝐶33(𝐶11 + 𝐶12) − 2𝐶2
13 > 0.

Èñïîëüçóÿ ýòè íåðàâåíñòâà è ôîðìóëû (1.97), òåðìîäèíàìè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ ìîæ-

íî çàïèñàòü â âèäå

𝑐11 > 𝑝, 𝑐33 > 𝑝, 𝑐44 > 𝑝, 𝑐11 − 𝑐12 − 2𝑝 > 0,

2𝑝2 + (𝑐11 + 𝑐12 + 4𝑐13)𝑝−
(︀
𝑐33(𝑐11 + 𝑐12) − 2𝑐213

)︀
< 0.

(1.98)

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ íåðàâåíñòâ ïîëó÷àþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà ïðèêëàäûâàåìûå çíà÷åíèÿ

äàâëåíèÿ, ïðè êîòîðûõ êðèñòàëë îñòàåòñÿ óñòîé÷èâûì.
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Äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê

áóäåì èñïîëüçîâàòü ñâÿçü ìåæäó ýôôåêòèâíûìè êîýôôèöèåíòàìè ïîäàòëèâîñòè è

ýôôåêòèâíûìè êîýôôèöèåíòàìè æåñòêîñòè [171,190]

𝑆11 + 𝑆12 =
𝐶33

𝐶2
, 𝑆11 − 𝑆12 =

1

𝐶11 − 𝐶12

, 𝑆13 = −𝐶13

𝐶2
,

𝑆33 =
𝐶11 + 𝐶12

𝐶2
, 𝑆44 =

1

𝐶44

, 𝐶2 ≡ 𝐶33(𝐶11 + 𝐶12) − 2𝐶2
13.

Ïîëó÷åííûå â ïîäðàçäåëå 1.3.2 ôîðìóëû äëÿ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé êîýô-

ôèöèåíòà Ïóàññîíà ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà âëèÿíèÿ äàâëåíèÿ íà

óïðóãèå ñâîéñòâà ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ. Äëÿ ýòîãî â (1.76) - (1.84) íåîáõîäèìî

ñäåëàòü çàìåíó 𝑠𝑖𝑗 íà 𝑆𝑖𝑗.

×èñëåííûé àíàëèç ïîâåðõíîñòåé àóêñåòè÷íîñòè 𝜈(𝜃, 𝜓; 𝑝) = 0 äëÿ ãåêñàãî-

íàëüíûõ àóêñåòèêîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî òîïîëîãèÿ ýòèõ ïîâåðõíîñòåé ñèëüíî çàâèñèò

îò ìîäóëåé æåñòêîñòè ìàòåðèàëîâ è äàâëåíèÿ (ñì. Ðèñ.1.25). Äëÿ MoS2 çîíà àóêñå-

òè÷íîñòè íàõîäèòñÿ ïîä èçîáðàæåííîé ïîâåðõíîñòüþ àóêñåòè÷íîñòè íà Ðèñ.1.25à.

Ïðè óâåëè÷åíèè ñæèìàþùåãî äàâëåíèÿ çîíà àóêñåòè÷íîñòè áóäåò óìåíüøàòüñÿ. Â

îáðàòíîé ñèòóàöèè, êîãäà óâåëè÷èâàåòñÿ îòðèöàòåëüíîå äàâëåíèå, çîíà àóêñåòè÷íî-

ñòè áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ, è ïðè äàâëåíèÿõ 𝑝 < −38.2 ÃÏà êðèñòàëë MoS2 ñòàíîâèòñÿ

ïîëíûì àóêñåòèêîì. Ïðè 𝑝 = −38.2 ÃÏà îáðàùàåòñÿ â íóëü ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå

𝜈5.

Íèæå áóäåò ïðîâåäåí ÷èñëåííûé àíàëèç âëèÿíèÿ äàâëåíèÿ äëÿ òðåõ ýêñòðå-

ìàëüíûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈1, 𝜈2, 𝜈3, ò.ê. ýòè ýêñòðåìóìû, â îòëè÷èå

îò äðóãèõ ïÿòè, ñóùåñòâóþò âî âñåì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ, ïðè êîòîðûõ

êðèñòàëë îñòàåòñÿ óñòîé÷èâûì.

Ôîðìóëó äëÿ ýêñòðåìàëüíîãî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈1 (1.76)

ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç êîýôôèöèåíòû æåñòêîñòè è äàâëåíèå â âèäå

𝜈1 = −𝑆13

𝑆33

=
𝐶13

𝐶11 + 𝐶12

=
𝑐13 + 𝑝

𝑐11 + 𝑐12
. (1.99)

Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈1 îêàçûâàåòñÿ ëèíåéíî çàâèñÿùèì îò äàâëåíèÿ è îá-

ðàùàåòñÿ â íóëü ïðè 𝑝 = −𝑐13. Äëÿ óïðóãèõ êîíñòàíò ãåêñàãîíàëüíûõ ìàòåðèàëîâ,
ïðåäñòàâëåííûõ â ñïðàâî÷íèêå [172], ñïðàâåäëèâà ïîëîæèòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòà

æåñòêîñòè 𝑐13. Â ñèëó 𝑐13 > 0 è (𝑐11 + 𝑐12) > 0 êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈1 áóäåò

îòðèöàòåëüíûì ïðè 𝑝 < −𝑐13, ò.å. ïðè èçîòðîïíîì ðàñòÿæåíèè. Àíàëèç ôîðìóëû

äëÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈2, çàïèñàííîé ÷åðåç êîýôôèöèåíòû æåñòêîñòè è äàâ-

ëåíèå, ïîêàçûâàåò, ÷òî êîýôôèöèåíò 𝜈2 áóäåò îòðèöàòåëüíûì òàêæå ïðè 𝑝 < −𝑐13.
Â ñëó÷àå óñëîâèÿ 𝜈3 = 0 çíà÷åíèå äàâëåíèÿ íàõîäèòñÿ èç ðåøåíèÿ êâàäðàòíîãî

óðàâíåíèÿ

3𝑝2 − (𝑐33 − 𝑐12 − 4𝑐13)𝑝− (𝑐12𝑐33 + 2𝑐213) = 0.
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Ðèñ. 1.25: Ïîâåðõíîñòè àóêñåòè÷íîñòè 𝜈(𝜙, 𝜃; 𝑝) = 0 ãåêñàãîíàëüíûõ àóêñåòèêîâ

MoS2 (à), Zn (á), Be (â), TiB2 (ã), C7H2 (ä) è MnAs (å).

Ñîãëàñíî ïðèâåäåííîìó âûøå àíàëèçó äëÿ MoS2 êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà 𝜈1
è 𝜈2 áóäóò îòðèöàòåëüíûìè ïðè 𝑝 < −23 ÃÏà, à êîýôôèöèåíò 𝜈3 áóäåò îñòàâàòü-

ñÿ îòðèöàòåëüíûì âñåãäà. Íà Ðèñ.1.26à èçîáðàæåíû çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ
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Ðèñ. 1.26: Èçìåí÷èâîñòü êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈1, 𝜈2 è 𝜈3 ñ èçìåíåíèåì äàâëåíèÿ

äëÿ ãåêñàãîíàëüíûõ àóêñåòèêîâ ïðè íóëåâîì äàâëåíèè MoS2 (à), Zn (á), Be (â), TiB2

(ã), C7H2 (ä) è MnAs (å). Çîíà I ñîîòâåòñòâóåò îòñóòñòâèþ àóêñåòè÷íîñòè, çîíà II �

÷àñòè÷íîé àóêñåòè÷íîñòè è çîíà III � ïîëíîé àóêñåòè÷íîñòè.

Ïóàññîíà 𝜈1, 𝜈2 è 𝜈3 äëÿ êðèñòàëëà MoS2 îò äàâëåíèÿ â äèàïàçîíå äàâëåíèé, ñî-

îòâåòñòâóþùèõ óñòîé÷èâîñòè êðèñòàëëà. Íàèáîëüøåå èçìåíåíèå íàáëþäàåòñÿ ó êî-

ýôôèöèåíòà 𝜈2 - îò 𝜈2 = −1.31 ïðè 𝑝min = −163 ÃÏà äî 𝜈2 = 1.97 ïðè 𝑝max = 18.5

ÃÏà. Êîýôôèöèåíò 𝜈1 ìåíÿåòñÿ â äèàïàçîíå îò 𝜈1 = −0.76 ïðè 𝑝min = −163 ÃÏà äî

𝜈1 = 0.23 ïðè 𝑝max = 18.5 ÃÏà. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈3 ïî
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ìîäóëþ (𝜈3 = −0.27) ñîîòâåòñòâóþò 𝑝 = −8 ÃÏà. Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ 𝜈3 ïðè 𝑝min è

𝑝max: 𝜈3 = −1 ïðè 𝑝min = −163 ÃÏà è 𝜈3 = −0.53 ïðè 𝑝max = 18.5 ÃÏà.

Ó êðèñòàëëà Zn ïðè óâåëè÷åíèè ñæèìàþùåãî äàâëåíèÿ çîíà àóêñåòè÷íîñòè

óâåëè÷èâàåòñÿ (Ðèñ.1.25á). Ïðè çíà÷åíèÿõ 𝑝 > 7.59 ÃÏà ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëü-

íûå ÷åòûðå çîíû àóêñåòè÷íîñòè, ñâÿçàííûå ñ òåì, ÷òî ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì

ýêñòðåìóì 𝜈5. Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà 𝜈5 ðàâíî −5.8 ïðè 𝑝 = 16.5

ÃÏà. Â îáðàòíîé ñèòóàöèè, ïðè óâåëè÷åíèè ðàñòÿãèâàþùåãî äàâëåíèÿ çîíà àóêñå-

òè÷íîñòè óìåíüøàåòñÿ è ïðè äàâëåíèè 𝑝 = −14 ÃÏà àóêñåòè÷íîñòü èñ÷åçàåò. Ïðè

äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ðàñòÿãèâàþùåãî äàâëåíèÿ àóêñåòè÷íîñòü îïÿòü ïîÿâèòñÿ

ïðè 𝑝 = −20.7 ÃÏà. Òàêàÿ ñìåíà çíàêà ñîîòâåòñòâóåò ýêñòðåìàëüíîìó çíà÷åíèþ

êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈3 (Ðèñ.1.26á). Èç Ðèñ.1.25á âèäíî, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò

çíà÷åíèé äàâëåíèÿ êðèñòàëë Zn ìîæåò áûòü êàê íåàóêñåòèêîì, òàê è ÷àñòè÷íûì

è ïîëíûì àóêñåòèêîì. Ïîëíûì àóêñåòèêîì Zn ñòàíåò ïðè 𝑝 < −𝑐13 = −50 ÃÏà,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñìåíå çíàêà ó ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà

𝜈1 è 𝜈2. Íà Ðèñ.1.26á èçîáðàæåíû çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ 𝜈1, 𝜈2 è 𝜈3 îò äàâ-

ëåíèÿ. Íàèáîëüøàÿ èçìåí÷èâîñòü íàáëþäàåòñÿ ó êîýôôèöèåíòà 𝜈2 - îò 𝜈2 = −1.19

ïðè 𝑝min = −214 ÃÏà äî 𝜈2 = 2.91 ïðè 𝑝max = 16.5 ÃÏà. Ãðàíèöû èçìåí÷èâîñòè

êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà áóäóò îò 𝜈1 = −0.84 ïðè 𝑝min = −214 ÃÏà äî 𝜈1 = 0.34

ïðè 𝑝max = 16.5 ÃÏà. Çíà÷åíèÿ 𝜈3 áóäóò ðàâíû ïðè 𝑝min = −214 ÃÏà è 𝜈3 = 0.98

ïðè 𝑝max = 16.5 ÃÏà. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà 𝜈3 ðàâíî 0.002 ïðè

𝑝 = −17.2 ÃÏà.

Êðèñòàëë Be ïðè íóëåâîì äàâëåíèè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì àóêñåòèêîì. Ïðè

ïðèëîæåíèè ñæèìàþùåãî äàâëåíèÿ Be îñòàåòñÿ ÷àñòè÷íûì àóêñåòèêîâ äî 𝑝 = 2.18

ÃÏà (Ðèñ.1.25â), êîãäà ïîìåíÿåò çíàê ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Ïóàñ-

ñîíà 𝜈5. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè äàâëåíèÿ äî çíà÷åíèÿ 121 ÃÏà êðèñòàëë Be

îñòàåòñÿ íåàóêñåòèêîì, êîãäà ñíîâà ïîìåíÿåò çíàê ýêñòðåìóì 𝜈5. Îò 121 ÃÏà è

äî 133 ÃÏà (äî ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè) êðèñòàëë Be áóäåò ÷àñòè÷íûì àóêñåòèêîì.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ñëó÷àÿ èçîòðîïíîãî ðàñòÿæåíèÿ çîíà àóêñåòè÷íîñòè áóäåò ðàñ-

òè. Ñóùåñòâåííîå óâåëè÷åíèå çîíû ïðîèçîéäåò ïðè 𝑝 < −𝑐13 = −6 ÃÏà, ÷òî áóäåò

ñîîòâåòñòâîâàòü ñìåíå çíàêà ó ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà

𝜈1 è 𝜈2. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ðàñòÿãèâàþùåãî äàâëåíèÿ êðèñòàëë Be ñòàíåò

ïîëíûì àóêñåòèêîì. Ýòî ïðîèçîéäåò ïðè ñìåíå çíàêà ó êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈3
(𝑝 = −23.2 ÃÏà). Èçìåí÷èâîñòè êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈1, 𝜈2 è 𝜈3 îòðàæåíû íà

Ðèñ.1.26â. Íàèáîëüøàÿ èçìåí÷èâîñòü íàáëþäàåòñÿ ó êîýôôèöèåíòà 𝜈3 - îò 𝜈3 = −1

ïðè 𝑝min = −334 ÃÏà äî 𝜈3 = 1 ïðè 𝑝max = 133 ÃÏà. Ãðàíèöû èçìåí÷èâîñòè êîýô-

ôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈1 è 𝜈2 áóäóò îò 𝜈1 = −1.04 ïðè 𝑝min = −334 ÃÏà äî 𝜈1 = 0.44

ïðè 𝑝max = 133 ÃÏà è 𝜈2 = −0.96 ïðè 𝑝min = −334 ÃÏà äî 𝜈2 = 0.002 ïðè 𝑝max = 133

ÃÏà. Êàê âèäíî èç Ðèñ.1.26â êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà 𝜈1, 𝜈2 è 𝜈3 äëÿ êðèñòàëëà Be

ñëàáî îòëè÷àþòñÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì îòðèöàòåëüíîì äàâëåíèè.

Ïðè ñæèìàþùåì äàâëåíèè êðèñòàëë TiB2 îñòàåòñÿ ÷àñòè÷íûì àóêñåòèêîì

(Ðèñ.1.25ã). Ïðè óâåëè÷åíèè äàâëåíèÿ çîíà àóêñåòè÷íîñòè óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïðè çíà-
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÷åíèÿõ äàâëåíèÿ 𝑝 > 97 ÃÏà ïîÿâëÿåòñÿ åùå îäíà çîíà àóêñåòè÷íîñòè, ñâÿçàííàÿ ñ

òåì, ÷òî ýêñòðåìóì êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈3 ìåíÿåò çíàê ïðè 𝑝 = 97 ÃÏà. Ïðè

óâåëè÷åíèè äàâëåíèÿ ïðè èçîòðîïíîì ðàñòÿæåíèè çîíà àóêñåòè÷íîñòè óìåíüøàåòñÿ

äî çíà÷åíèé áëèçêèõ ê −50 ÃÏà, äàëåå çîíà àóêñåòè÷íîñòè íà÷èíàåò óâåëè÷èâàòü-

ñÿ. Ñóùåñòâåííîå óâåëè÷åíèå çîíû ïðîèçîéäåò ïðè ñìåíå çíàêà ó êîýôôèöèåíòîâ

Ïóàññîíà 𝜈1 è 𝜈2 ïðè 𝑝 = −𝑐13 = −320 ÃÏà. Ïðè 𝑝 < −402 ÃÏà êðèñòàëë TiB2

ñòàíåò ïîëíûì àóêñåòèêîì. Íà Ðèñ.1.26â èçîáðàæåíû çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ

Ïóàññîíà 𝜈1, 𝜈2 è 𝜈3 äëÿ êðèñòàëëà TiB2. Íàèáîëüøàÿ èçìåí÷èâîñòü íàáëþäàåò-

ñÿ ó êîýôôèöèåíòà 𝜈2 - îò 𝜈2 = −1.13 ïðè 𝑝min = −1297 ÃÏà äî 𝜈2 = 2.54 ïðè

𝑝max = 107 ÃÏà. Ãðàíèöû èçìåí÷èâîñòè êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈1 è 𝜈3 áóäóò îò

𝜈1 = −0.89 ïðè 𝑝min = −1297 ÃÏà äî 𝜈1 = 0.39 ïðè 𝑝max = 107 ÃÏà è îò 𝜈3 = −1 ïðè

𝑝min = −1297 ÃÏà äî 𝜈3 = −0.98 ïðè 𝑝max = 107 ÃÏà.

Íà Ðèñ.1.25ä ïðåäñòàâëåíà ïîâåðõíîñòü àóêñåòè÷íîñòè 𝜈(𝜙, 𝜃; 𝑝) = 0 äëÿ êðè-

ñòàëëà C7H12. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà ïðè óâåëè÷åíèè ñæèìàþùåãî äàâëåíèÿ çîíà

àóêñåòè÷íîñòè ðàñòåò. Ïðè óâåëè÷åíèè îòðèöàòåëüíîãî äàâëåíèÿ çîíà àóêñåòè÷íî-

ñòè óìåíüøàåòñÿ è èñ÷åçàåò ïðè 𝑝 = −0.16 ÃÏà. Ïðè ýòîì çíà÷åíèè äàâëåíèÿ êî-

ýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈5 ðàâåí íóëþ. Â ñëåäóþùèé ðàç êîýôôèöèåíò 𝜈5 ðàâåí íóëþ

óæå ïðè 𝑝 = −2.5 ÃÏà, êîãäà êðèñòàëë C7H12 ñíîâà ñòàíåò ÷àñòè÷íûì àóêñåòèêîì.

Ïîëíûì àóêñåòèêîì äàííûé êðèñòàëë áóäåò ïðè 𝑝 < −3.55 ÃÏà. Íà Ðèñ.1.26ä îòðà-

æåíà èçìåí÷èâîñòü êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈1, 𝜈2 è 𝜈3 ïîä äàâëåíèåì. Íàèáîëüøàÿ

èçìåí÷èâîñòü íàáëþäàåòñÿ ó êîýôôèöèåíòà 𝜈3 - îò 𝜈3 = −0.99 ïðè 𝑝min = −10.3 ÃÏà

äî 𝜈3 = 0.98 ïðè 𝑝max = 0.2 ÃÏà. Ãðàíèöû èçìåí÷èâîñòè êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà

𝜈1 è 𝜈2 áóäóò îò 𝜈1 = −0.96 ïðè 𝑝min = −10.3 ÃÏà äî 𝜈1 = 0.42 ïðè 𝑝max = 0.2 ÃÏà è

îò 𝜈2 = −1.01 ïðè 𝑝min = −10.3 ÃÏà äî 𝜈2 = 0.01 ïðè 𝑝max = 0.2 ÃÏà.

Ó êðèñòàëëà MnAs ïðè óâåëè÷åíèè ñæèìàþùåãî äàâëåíèÿ äî çíà÷åíèé áëèç-

êèõ ê 4 ÃÏà çîíà àóêñåòè÷íîñòè óìåíüøàåòñÿ, à çà ýòèì çíà÷åíèåì äàâëåíèÿ íà÷èíà-

åò ðàñòè (Ðèñ.1.25å). Ïðè óâåëè÷åíèè îòðèöàòåëüíûõ äàâëåíèé çîíà àóêñåòè÷íîñòè

âñåãäà óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïîëíûì àóêñåòèêîì êðèñòàëë MnAs ñòàíîâèòñÿ ïðè çíà÷å-

íèÿõ 𝑝 < −𝑐13 = −11 ÃÏà. Íà Ðèñ.1.26å îòðàæåíà èçìåí÷èâîñòü êîýôôèöèåíòîâ

Ïóàññîíà 𝜈1, 𝜈2 è 𝜈3 ïîä äàâëåíèåì äëÿ êðèñòàëëà MnAs. Íàèáîëüøàÿ èçìåí÷è-

âîñòü íàáëþäàåòñÿ ó êîýôôèöèåíòîâ 𝜈3: îò 𝜈3 = −1 ïðè 𝑝min = −80.3 ÃÏà äî 𝜈3 = 1

ïðè 𝑝max = 15.9 ÃÏà. Ãðàíèöû èçìåí÷èâîñòè êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈1 è 𝜈2 áóäóò

îò 𝜈1 = −1.39 ïðè 𝑝min = −80.3 ÃÏà äî 𝜈1 = 0.54 ïðè 𝑝max = 15.9 ÃÏà è îò 𝜈2 = −0.72

ïðè 𝑝min = −80.3 ÃÏà äî 𝜈2 = 0.0003 ïðè 𝑝max = 15.9 ÃÏà.

Ðàññìîòðèì äàëåå âëèÿíèå äàâëåíèÿ íà êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà äëÿ ãðàôèòà

è êàðáèäà êðåìíèÿ SiC, êîòîðûå ïðè íóëåâîì äàâëåíèè íå ÿâëÿþòñÿ àóêñåòèêàìè.

Ïðè ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ äàâëåíèÿ äàííûå ìàòåðèàëû îñòàþòñÿ íåàóêñåòè-

êàìè (Ðèñ.1.27à è Ðèñ.1.27á), à ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà

𝜈1, 𝜈2 è 𝜈3 óâåëè÷èâàþòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ñæèìàþùåãî äàâëåíèÿ. Ïðè èçîòðîïíîì

ðàñòÿæåíèè îáà ýòè êðèñòàëëà ìîãóò ñòàòü àóêñåòèêàìè. Ãðàôèò ñòàíîâèòñÿ ÷à-

ñòè÷íûì àóêñåòèêîì ïðè 𝑝 < −𝑐13 = −15 ÃÏà ïðè ñìåíå çíàêà ó êîýôôèöèåíòîâ
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Ðèñ. 1.27: Ïîâåðõíîñòè àóêñåòè÷íîñòè 𝜈(𝜙, 𝜃; 𝑝) = 0, è èçìåí÷èâîñòü êîýôôèöèåíòîâ

Ïóàññîíà 𝜈1, 𝜈2 è 𝜈3 ñ èçìåíåíèåì äàâëåíèÿ äëÿ ãåêñàãîíàëüíûõ íåàóêñåòèêîâ ïðè

íóëåâîì äàâëåíèè ãðàôèòà (à), (â) è SiC (á), (ã). Çîíà I ñîîòâåòñòâóåò îòñóòñòâèþ

àóêñåòè÷íîñòè, çîíà II � ÷àñòè÷íîé àóêñåòè÷íîñòè è çîíà III � ïîëíîé àóêñåòè÷íîñòè.

Ïóàññîíà 𝜈1 è 𝜈2. Ïîëíûì àóêñåòèêîì ãðàôèò áóäåò ïðè 𝑝 < −114 ÃÏà, êîãäà êî-

ýôôèöèåíò 𝜈3 ñòàíåò îòðèöàòåëüíûì. Íà Ðèñ.1.27â èçîáðàæåíû çàâèñèìîñòè êî-

ýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈1, 𝜈2 è 𝜈3 äëÿ êðèñòàëëà ãðàôèòà. Íàèáîëüøåå èçìåíåíèå

íàáëþäàåòñÿ ó êîýôôèöèåíòà 𝜈2 - îò 𝜈2 = −1.86 ïðè 𝑝min = −682 ÃÏà äî 𝜈2 = 0.49

ïðè 𝑝max = 3.99 ÃÏà. Êîýôôèöèåíòû 𝜈1 è 𝜈3 ìåíÿåòñÿ â äèàïàçîíå îò 𝜈1 = −0.54

ïðè 𝑝min = −682 ÃÏà äî 𝜈1 = 0.02 ïðè 𝑝max = 3.99 ÃÏà è îò 𝜈3 = −1 ïðè 𝑝min = −682

ÃÏà äî 𝜈3 = 0.17 ïðè 𝑝max = 3.99 ÃÏà. Êðèñòàëë SiC ñòàíîâèòñÿ ÷àñòè÷íûì àóê-

ñåòèêîì ïðè 𝑝 < −𝑐13 = −56 ÃÏà, à ïðè 𝑝 < −122 ÃÏà - ïîëíûì àóêñåòèêîì.

Çíà÷åíèå 𝑝 = −56 ÃÏà ñîîòâåòñòâóåò ñìåíå çíàêà ó êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈1 è

𝜈2, à 𝑝 = −122 ÃÏà ó êîýôôèöèåíòà 𝜈5. Íà Ðèñ.1.27ã ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè

êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈1, 𝜈2 è 𝜈3 äëÿ êðèñòàëëà SiC. Íàèáîëüøàÿ èçìåí÷èâîñòü

íàáëþäàåòñÿ ó êîýôôèöèåíòà 𝜈3 - îò 𝜈3 = −1 ïðè 𝑝min = −660 ÃÏà äî 𝜈3 = 0.66 ïðè

𝑝max = 168 ÃÏà. Ãðàíèöû èçìåí÷èâîñòè êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈1 è 𝜈2 áóäóò îò

𝜈1 = −1.01 ïðè 𝑝min = −660 ÃÏà äî 𝜈1 = 0.38 ïðè 𝑝max = 168 ÃÏà è îò 𝜈2 = −0.99

ïðè 𝑝min = −660 ÃÏà äî 𝜈2 = 0.19 ïðè 𝑝max = 168 ÃÏà.
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1.4. Растяжение стержней с шестиконстантной ром-

боэдрической кристаллической структурой [1,2]

Ïðè îãðàíè÷åíèè êëàññàìè ñèììåòðèè ñ øåñòüþ êîíñòàíòàìè óïðóãîñòè ðîì-

áîýäðè÷åñêîé (òðèãîíàëüíîé) ñèñòåìû ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè èìååò

âèä ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑠11 𝑠12 𝑠13 𝑠14 0 0

𝑠12 𝑠11 𝑠13 −𝑠14 0 0

𝑠13 𝑠13 𝑠33 0 0 0

𝑠14 −𝑠14 0 𝑠44 0 0

0 0 0 0 𝑠44 2𝑠14
0 0 0 0 2𝑠14 2 (𝑠11 − 𝑠12)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâû òåðìîäèíàìè÷åñêèå íåðàâåíñòâà ìåæäó êîýôôèöèåí-

òàìè ïîäàòëèâîñòè 𝑠11 > |𝑠12|, 1 + 2𝑠213/ (𝑠44𝑠11) > 𝑠12/𝑠11 > 2𝑠213/ (𝑠33𝑠11)− 1, 𝑠33 > 0,

𝑠44 > 0, à îáùèå óãëîâûå çàâèñèìîñòè (1.5), (1.7), (1.8) äëÿ îðèåíòàöèè 1) (ñì.

ñòð.20) ñëàáî óïðîùàþòñÿ è ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì

1

𝐸
=
𝑠11 + 𝑠33

2
+

∆1

8
+

∆2

2
cos 2𝜃 − ∆1

8
cos 4𝜃 +

𝑠14
4

(2 sin 2𝜃 − sin 4𝜃) , (1.100)

−2
𝜈(1)
𝐸

= (𝑠13 + 𝑠12) (1 + 𝛼 cos 2𝜃) − 𝑠14 sin 2𝜃, (1.101)

−
𝜈(2)
𝐸

= 𝑠13 −
∆1

8
+

∆1

8
cos 4𝜃 +

𝑠14
4

sin 4𝜃. (1.102)

Ïåðèîä äëÿ ýòèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ðàâåí 𝜋. Ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî 𝜋/2 â

ðîìáîýäðè÷åñêîì ñëó÷àå èç-çà äîïîëíèòåëüíûõ ÷ëåíîâ ñ 𝑠14 íàðóøàåòñÿ (Ðèñ.1.28).

Ñðåäè ðîìáîýäðè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ñî ñëîæíûì è ðàçíîîáðàçíûì ïîâåäåíè-

åì (åãî îïðåäåëÿþò òðè êîýôôèöèåíòà àíèçîòðîïèè è êîýôôèöèåíò ðîìáîýäðè÷íî-

ñòè 𝑠14) óäàåòñÿ îáíàðóæèòü îêîëî äâóõ äåñÿòêîâ àóêñåòèêîâ ïðè îðèåíòàöèè 1), èç

êîòîðûõ äëÿ ñåìè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 𝜈min < −0.1 (Òàáë.1.14). Ïðè÷åì äëÿ êðè-

ñòàëëîâ NaNO3 êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ïðè 𝜃 ≈ 670 ïðàêòè÷åñêè äîñòèãàåò îòðèöà-

òåëüíîãî çíà÷åíèÿ −1. Äëÿ êðèñòàëëîâ ìûøüÿêà ýòîò êîýôôèöèåíò èçìåíÿåòñÿ îò

−0.71 äî +1.84 ñ èçìåíåíèåì îðèåíòàöèè. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ãëàâíûé ìàêñèìóì

(ìèíèìóì) ó ðàçíûõ ðîìáîýäðè÷åñêèõ àóêñåòèêîâ äîñòèãàåòñÿ äëÿ ðàçíûõ ôóíêöèé

𝜈(1) (𝜃) è 𝜈(2) (𝜃).

Óãëîâûå çàâèñèìîñòè ìîäóëÿ Þíãà è êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà ïðè ÷àñòíîé

îðèåíòàöèåé 2) íå ñîäåðæàò ÷ëåíû ñ 𝑠14 â (1.100)-(1.102), è óãëîâûå çàâèñèìîñòè

ìîäóëÿ Þíãà è êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà ñòàíîâÿòñÿ ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî

𝜋/2. Ïðè äàííîé îðèåíòàöèè êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû îòíîñèòåëüíî íàïðàâëå-

íèÿ ðàñòÿæåíèÿ îáíàðóæåíî íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî àóêñåòèêîâ (Òàáë.1.15).
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Ðèñ. 1.28: Óãëîâûå çàâèñèìîñòè ìîäóëÿ Þíãà 𝐸, êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈(1), 𝜈(2)
è ñðåäíåãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîí ⟨𝜈⟩ äëÿ NaNO3, As, NaMgAl(C2O4)3·9H2O, 𝛼-HgS

è Te.

Â ñëó÷àå ìîíîêðèñòàëëîâ ïðè ÷àñòíîé îðèåíòàöèåé 3) êîýôôèöèåíòû Ïóàñ-

ñîíà ïðèíèìàþò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ è ñîâïàäàþò ñ (1.65). Ïðè äàííîé îðèåíòàöèè

êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû îòíîñèòåëüíî îñè ñòåðæíÿ îáíàðóæåíî âñåãî äâà êðè-

ñòàëëà ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà: −0.41 äëÿ NaNO3 è −0.11 äëÿ

Bi1.60Sb0.40Te3.

1.5. Растяжение стержней с шестиконстантной тет-

рагональной кристаллической структурой [1, 2,

20]

Ïðè îãðàíè÷åíèè øåñòèêîíñòàíòíûìè óïðóãèìè êðèñòàëëàìè òåòðàãîíàëü-

íîé ñèñòåìû ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè âûãëÿäèò ïîäîáíîé ìàòðèöå

êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè â ãåêñàãîíàëüíîé ñèñòåìå, çà èñêëþ÷åíèåì îòñóò-

ñòâèÿ ðàâåíñòâà ìåæäó êîýôôèöèåíòîì óïðóãîñòè 𝑠66 è ðàçíîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ

2 (𝑠11 − 𝑠12),
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Òàáëèöà 1.14: Ìèíèìàëüíûå è ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà

äëÿ ðîìáîýäðè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ïðè îðèåíòàöèè 1).

Êðèñòàëëû 𝜈min 𝜈max ∆1, ∆2, 𝑠14, 𝛼

ÒÏà−1 ÒÏà−1 ÒÏà−1

NaNO3 −0.99 0.6 34.8 11.8 −26.8 −8.2

As −0.71 1.84 −237.6 109.4 1.7 2.2

NaMgAl(C2O4)3·9H2O −0.46 1.12 39 52 −136 0.3

BaB2O4 −0.44 1.28 248.5 11.6 −63.97 −0.2

𝛼-HgS −0.32 0.62 8.2 −21.7 −32.21 −0.6

Bi1.60Sb0.40Te3 −0.31 0.85 −87.5 30.2 −15.2 1.3

Te −0.15 0.97 −55.1 −30.1 27 −0.04

Se −0.09 1.28 −97.1 −80.9 49 0.2

SbAs (25.5at%As) −0.09 0.52 −19.1 11.6 −9.8 0.2

𝛼-SiO2 −0.09 0.32 −5.1 −3.1 −4.47 −0.1

CaCO3 −0.05 0.52 3.7 5.9 9.5 0.06

𝛼-AlPO4 −0.04 0.37 −6.3 −4.8 5.9 −0.2

Bi −0.03 0.6 22.2 16 −21.2 0.2

Sb −0.02 0.51 −19.5 13.8 −12.3 0.008

(C6H5CO)2 −0.01 0.76 677 8 94 −0.4

KBrO3 −0.01 0.57 −71.4 34.6 0.72 0.6

Òàáëèöà 1.15: Ìèíèìàëüíûå è ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà

äëÿ ðîìáîýäðè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ïðè îðèåíòàöèè 2).

Êðèñòàëë 𝜈min 𝜈max ∆1, ÒÏà
−1 ∆2, ÒÏà

−1 𝛼

As −0.68 1.83 −237.6 109.4 2.2

NaNO3 −0.41 0.42 34.8 11.8 −8.2

Bi1.60Sb0.40Te3 −0.11 0.83 −87.5 30.2 1.3

KBrO3 −0.005 0.57 −71.4 34.6 0.6

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑠11 𝑠12 𝑠13 0 0 0

𝑠12 𝑠11 𝑠13 0 0 0

𝑠13 𝑠13 𝑠33 0 0 0

0 0 0 𝑠44 0 0

0 0 0 0 𝑠44 0

0 0 0 0 0 𝑠66

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Ïîýòîìó è òåðìîäèíàìè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ íà êîýôôèöèåíòû ïîäàòëèâîñòè òàêæå

îòëè÷àþòñÿ ìàëî. Çäåñü èìååì 𝑠11 > 0, 1 > 𝑠12/𝑠11 > 2𝑠213/ (𝑠33𝑠11) − 1, 𝑠33 > 0,

𝑠44 > 0, 𝑠66 > 0. ×òî êàñàåòñÿ óãëîâûõ çàâèñèìîñòåé 𝐸 (𝜃), 𝜈(1) (𝜃), 𝜈(2) (𝜃), òî îíè
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Ðèñ. 1.29: Óãëîâûå çàâèñèìîñòè ìîäóëÿÞíãà 𝐸, êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈(1), 𝜈(2) è

ñðåäíåãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîí ⟨𝜈⟩ äëÿ Hg2Br2, FeGe2, RbH2AsO7, TlSe è Li2B4O7.

ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ (1.62)-(1.64) ïðè îðèåíòàöèè 1) (ñì. ñòð.20) è èìåþò âèä

1

𝐸
=
𝑠11 + 𝑠33

2
+

∆1

8
+

∆2

2
cos 2𝜃 − ∆1

8
cos 4𝜃, (1.103)

−2
𝜈(1)
𝐸

= (𝑠13 + 𝑠12) (1 + 𝛼 cos 2𝜃) , (1.104)

−
𝜈(2)
𝐸

= 𝑠13 −
∆1

8
+

∆1

8
cos 4𝜃, (1.105)

∆1 ≡ 𝑠44 − 𝑠33 + 2𝑠13 − 𝑠11, ∆2 ≡ 𝑠33 − 𝑠11.

Óãëîâûå çàâèñèìîñòè äëÿ âñåõ õàðàêòåðèñòèê çäåñü òàêæå ïåðèîäè÷íû ñ ïåðèîäîì

𝜋 è ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî 𝜃 = 𝜋/2 (Ðèñ.1.29).

Äëÿ ÷àñòíîé îðèåíòàöèåé 2) ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íûå óãëîâûå çàâèñèìîñòè

äëÿ 𝐸, 𝜈(1), 𝜈(2, ñ çàìåíîé 𝜃 íà 𝜙. Êîëè÷åñòâî òåòðàãîíàëüíûõ àóêñåòèêîâ âåëèêî.

Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà áîëåå äâàäöàòè èç íèõ ïðè íåêîòîðûõ îðèåíòàöèÿõ ìîæåò

áûòü ìåíüøå −0.1 (Òàáë.1.16). Äëÿ ÷åòûðåõ èç íèõ ñðåäíèé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà

ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì. Äëÿ äåñÿòêà àóêñåòèêîâ −0.1 < 𝜈min < 0: CdGeAs2
(−0.08), KD2AsO4 (−0.07), 𝛼-NiSO4·6H2O (−0.06), NH4H2AsO4 (−0.06), KH2AsO4

(−0.05), BaClF (−0.04), HgIn2-Te4 (−0.04), Sn (−0.03), LuAsO4 (−0.02), In (−0.01).

Íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈min = −1.02 íàáëþäàåòñÿ ó Hg2Br2,
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Òàáëèöà 1.16: Ìèíèìàëüíûå è ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà

äëÿ òåòðàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ ïðè îðèåíòàöèÿõ 1) è 2).

Êðèñòàëëû 𝜈min 𝜈max ⟨𝜈⟩min ⟨𝜈⟩max ∆1, ∆2, 𝛼

ÒÏà−1 ÒÏà−1

Hg2Br2 −1.02 1.93 0.44 0.61 −352.6 −437.8 −1

Hg2I2 −0.96 1.99 0.44 0.88 −413.2 -525.4 −0.9

Hg2Cl2 −0.91 1.74 0.42 0.47 −271 −345 −1

TeO2 −0.8 1.48 0.23 0.46 −94.9 −106.5 −1

FeGe2 −0.77 0.38 −0.37 0.18 −45.3 49.2 1.2

RbD2AsO4 −0.41 0.42 −0.12 0.2 45.4 2.4 −2.5

RbH2AsO4 −0.37 0.37 −0.15 0.15 44.2 2.6 −1.5

InTl (15at%Tl) −0.35 1.26 0.45 0.48 −635 −10 −0.04

InPb (5at%Pb) −0.3 1.17 0.43 0.48 −243 −94 −0.6

InTl (10at%Tl) −0.29 1.21 0.46 0.49 −574 15 0.1

TlSe −0.22 0.67 0.15 0.67 −38.6 −8.5 2.4

InBi −0.21 0.8 0.3 0.48 −154.8 35.4 0.3

(NH2)2CO −0.17 0.78 0.18 0.78 −99 −31 1.9

*(K1/6Na1/6Sr1/2Ba1/6) −0.15 0.33 −0.12 0.09 4.4 1.3 −2.7

Nb2O6

InTl (11.5at%Tl) −0.14 1.05 0.46 0.48 −473 32 0.2

Zn[C(NH2)3]2(SO4)2 −0.14 0.67 0.22 0.42 −98.7 27.4 1.5

RbH2PO4 −0.14 0.5 0.04 0.27 47.5 5.2 4.2

Li2B4O7 −0.13 0.61 0.03 0.24 −26.2 15.1 1.6

ÊH2PO4 −0.13 0.5 0.08 0.28 35.4 4.8 2.7

ÊD2PO4 −0.13 0.48 0.06 0.26 35.1 4.3 3.2

NH4H2PO4 −0.12 0.66 0.27 0.32 31 25.4 1.4

InCd (3.4at%Cd) −0.11 1.01 0.45 0.48 −360 −4 −0.04

HgI2 −0.11 0.8 0.25 0.35 −77 67 1.3

ND4D2PO4 −0.11 0.58 0.24 0.29 25 25 1.4

÷òî ìåíüøå íèæíåé ãðàíèöû äëÿ èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ. Òàêæå ìèíèìàëüíîå çíà-

÷åíèå, áëèçêîå ê −1, âûÿâëÿåòñÿ ó Hg2I2 (𝜈min = −0.96) è Hg2Cl2 (𝜈min = −0.91).

Çäåñü òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ðîìáîýäðè÷åñêîé ñèñòåìû, ãëàâíûé ìàêñèìóì (ìèíè-

ìóì) ó ðàçíûõ àóêñåòèêîâ ìîæåò äîñòèãàòüñÿ äëÿ ðàçíûõ ôóíêöèé 𝜈(1) (𝜃) è 𝜈(2) (𝜃).

Â ñëó÷àå ÷àñòíîé îðèåíòàöèè 3) 𝐸, 𝜈(1), 𝜈(2) ïðèíèìàþò âèä

1

𝐸
= 𝑠11 +

∆1

8
− ∆1

8
cos 4𝜓, −

𝜈(1)
𝐸

= 𝑠13,

−
𝜈(2)
𝐸

= 𝑠12 −
∆1

8
+

∆1

8
cos 4𝜓, ∆1 ≡ 𝑠66 − 2𝑠11 + 2𝑠12.
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Òàáëèöà 1.17: Ìèíèìàëüíûå è ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà

äëÿ òåòðàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ ïðè îðèåíòàöèè 3).

Êðèñòàëëû 𝜈min 𝜈max ∆1, ÒÏà
−1

InTl (15at%Tl) −0.48 1.37 −707

InTl (10at%Tl) −0.47 1.35 −547

In −0.43 1.31 −306.4

InTl (11.5at%Tl) −0.41 1.32 −431

RbD2AsO4 −0.41 0.56 216.8

RbH2AsO4 −0.37 0.57 203.4

InCd (3.4at%Cd) −0.32 1.22 −436.3

TlSe −0.22 0.53 −0.1

Hg2I2 −0.19 0.88 −1942.5

TeO2 −0.18 0.91 −431.1

(NH2)2CO −0.17 0.82 2062

*(K1/6Na1/6Sr1/2Ba1/6)Nb2O6 −0.15 0.33 −0.6

RbH2PO4 −0.14 0.76 252

Zn[C(NH2)3]2(SO4)2 −0.14 0.67 104.1

BaTiO3 −0.13 1.03 −11.96

ÊH2PO4 −0.13 0.65 135

ÊD2PO4 −0.13 0.65 140.6

FeF2 −0.13 0.62 -57.9

Li2B4O7 −0.13 0.61 6.1

CoF2 −0.12 0.64 −53.9

NH4H2PO4 −0.12 0.6 133.8

GeO2 −0.12 0.47 −9.55

HgI2 −0.11 0.65 360.2

SnO2 −0.11 0.59 −18.86

ND4D2PO4 −0.11 0.59 129

Òåòðàãîíàëüíûå àóêñåòèêè ïðè îðèåíòàöèè 3) ñîáðàíû â Òàáë.5. Îòìåòèì,

÷òî ïðè ýòîé ÷àñòíîé îðèåíòàöèè Hg2Br2 è Hg2Cl2 íå ÿâëÿþòñÿ àóêñåòèêàìè (â îò-

ëè÷èå îò îáñóæäàåìûõ âûøå îðèåíòàöèé êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû îòíîñèòåëüíî

îñè ñòåðæíÿ), à ó Hg2I2 ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà îòðèöàòåëü-

íî: 𝜈min = −0.19. Äëÿ äåñÿòêà àóêñåòèêîâ −0.1 < 𝜈min < 0: CdGeAs2 (−0.09), AgGaS2
(−0.07), MnF2 (−0.07), ÊD2AsO4 (−0.07), BaClF (−0.06), NH4H2AsO4 (−0.06), InBi

(−0.05), ZnF2 (−0.05), ÊH2AsO4 (−0.05), NiF2 (−0.04), NiMgF2 (−0.04), TiO2 (−0.04),

FeGe2 (−0.04), LuAsO4 (−0.02), MgF2 (−0.01), CoPt (−0.005).

Îñíîâûâàÿñü íà ôîðìóëàõ (1.1), (1.2 ), ôîðìóëû äëÿ ìîäóëÿ Þíãà 𝐸 è êî-

ýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈 äëÿ òåòðàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ â îáùåì ñëó÷àå èìåþò

âèä
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𝐸−1(n) = 𝑠11(𝑛
4
1 + 𝑛4

2) + 𝑠33𝑛
4
3 + (2𝑠13 + 𝑠44)(1 − 𝑛2

3)𝑛
2
3 + (2𝑠12 + 𝑠66)𝑛

2
1𝑛

2
2,

−𝜈(n,m)

𝐸(n)
= 𝑚2

1(𝑠11𝑛
2
1 + 𝑠12𝑛

2
2 + 𝑠13𝑛

2
3) +𝑚2

2(𝑠12𝑛
2
1 + 𝑠11𝑛

2
2 + 𝑠13𝑛

2
3)+

+𝑚2
3(𝑠13𝑛

2
1 + 𝑠13𝑛

2
2 + 𝑠33𝑛

2
3) − 𝑠44𝑚

2
3𝑛

2
3 + 𝑠66𝑚2𝑚3𝑛2𝑛3,

Êîëè÷åñòâî èçó÷åííûõ øåñòèêîíñòàíòíûõ òåòðàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ äî-

ñòàòî÷íî âåëèêî. Â ñïðàâî÷íèêå [172] ïðåäñòàâëåíà èíôîðìàöèÿ îá óïðóãèõ ñâîé-

ñòâàõ 85 òàêèõ êðèñòàëëîâ. ×èñëåííûé àíàëèç êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ñ èñïîëüçî-

âàíèåì ïðèâåäåííûõ âûøå ôîðìóë è äàííûõ ïî êîýôôèöèåíòàì óïðóãîñòè èç [172]

ïîêàçàë, ÷òî ñðåäè øåñòèêîíñòàíòíûõ òåòðàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ îêîëî øåñòèäå-

ñÿòè ïðîöåíòîâ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè÷íûìè àóêñåòèêàìè. Ìàêñèìàëüíûå è ìèíèìàëüíûå

çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà è ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà

⟨𝜈⟩ ≡ 1

8𝜋2

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜓

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜙

∫︁ 𝜋

0

𝜈 (𝜙, 𝜃, 𝜓) sin 𝜃𝑑𝜃

áûëè ðàññ÷èòàíû äëÿ âñåõ òåòðàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ. Ýêñòðåìàëüíûå õàðàêòåðè-

ñòèêè êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà äëÿ ýòèõ êðèñòàëëîâ áûëè îöåíåíû ìåòîäîì óðîâ-

íÿ. Ðåçóëüòàòû äëÿ òåòðàãîíàëüíûõ ÷àñòè÷íûõ àóêñåòèêîâ ñîáðàíû â Òàáë.Ï.14. Â

òàáëèöå ïðèíÿòî îáîçíà÷åíèå s𝐸 è s𝐷 â ñëó÷àå åñëè êîýôôèöèåíòû ïîäàòëèâîñòè

èçìåðÿëèñü ïðè ïîñòîÿííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå è ïîñòîÿííîé ýëåêòðè÷åñêîé èí-

äóêöèè ñîîòâåòñòâåííî. Èç Òàáë.Ï.14 âèäíî, ÷òî êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà äëÿ íåêî-

òîðûõ òåòðàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ ìîæåò áûòü ìåíåå −0.5. Òàêèìè êðèñòàëëàìè

áóäóò FeGe2 (𝜈min = −0.77), Hg2Br2 (𝜈min = −1.02), Hg2Cl2 (𝜈min = −0.91), Hg2I2
(𝜈min = −0.96), (NH2)2CO (𝜈min = −0.8; −0.98), TeO2 (𝜈min = −0.8; −0.85). Ñîãëàñ-

íî Òàáë.Ï.14 òîëüêî îäèí òåòðàãîíàëüíûé êðèñòàëë èìååò îòðèöàòåëüíîå ñðåäíåå

îòíîøåíèå Ïóàññîíà (⟨𝜈⟩ = −0.13).

Ðèñ. 1.30: Âèä àóêñåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé 𝜈(𝜙, 𝜃, 𝜓) = 0 äëÿ òåòðàãîíàëüíûõ êðè-

ñòàëëîâ SnO2 (à), BaClF (á), Li2B4O7 (â).

Â ñëó÷àå ÷àñòè÷íûõ àóêñåòèêîâ óãëîâûå îáëàñòè ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôè-

öèåíòîì Ïóàññîíà îòäåëåíû îò îáëàñòåé ñ ïîëîæèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì àóêñå-
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òè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè ñ óðàâíåíèåì âèäà 𝜈(𝜙, 𝜃, 𝜓) = 0. Òðè òèïà êðèñòàëëîâ

ìîæíî âûäåëèòü íà îñíîâå òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû òàêèõ ïîâåðõíîñòåé. Êðè-

ñòàëëû ñ ¾çàêðûòûìè¿ àóêñåòè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè îáðàçóþò íàèáîëåå îáøèð-

íóþ ãðóïïó, â êîòîðóþ âõîäÿò LuPO4, LuAsO4, KH2AsO4, CdGeAs2, KH2PO4, GeO2,

In-Cd, In-5 at% Pb, In-Tl, Sn, SnO2, TiO2, FeF2, MnF2, MgF2, ZnF2, CoF2, AgGaS2,

NH4H2AsO4, NH4H2PO4, ND4D2PO4, CsH2AsO4, RbH2AsO4, RbD2AsO4, RbH2PO4,

Hg2Br2, Hg2Cl2. ¾Îòêðûòûå¿ ïîâåðõíîñòè èìåþò, íàïðèìåð, êðèñòàëëû BaClF,

FeGe2, Hg2I2, TeO2, (NH2)2CO. Òðåòüÿ íàèìåíüøàÿ ãðóïïà îáðàçîâàíà èç êðèñòàë-

ëîâ ñ àóêñåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ ¾ñìåøàííîãî¿ òèïà, â ñîñòàâ êîòîðûõ âõîäÿò

InBi è Li2B4O7. Ïðèìåðû òðåõ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ïîâåðõíîñòåé äëÿ òåòðàãîíàëüíûõ

êðèñòàëëîâ SnO2, BaClF, Li2B4O7 ïîêàçàíû íà Ðèñ.1.30.

1.6. Растяжение стержней с орторомбической кри-

сталлической структурой [1,2, 21]

Â òàêîé ñèñòåìå ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè âûãëÿäèò ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑠11 𝑠12 𝑠13 0 0 0

𝑠12 𝑠22 𝑠23 0 0 0

𝑠13 𝑠23 𝑠33 0 0 0

0 0 0 𝑠44 0 0

0 0 0 0 𝑠55 0

0 0 0 0 0 𝑠66

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Òîãäà òåðìîäèíàìè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà êîýôôèöèåíòû ïîäàòëèâîñòè áóäóò

íåðàâåíñòâà 𝑠11 > 0, 𝑠11𝑠22 > 𝑠212, 𝐷 > 0, 𝑠44 > 0, 𝑠55 > 0, 𝑠66 > 0 (çäåñü ÷åðåç 𝐷

îáîçíà÷åí îïðåäåëèòåëü 3 × 3 âåðõíåãî ëåâîãî óãëà ìàòðèöû ||𝑠𝑚𝑛||). Äëÿ óãëîâûõ

çàâèñèìîñòåé 𝐸 (𝜃), 𝜈(1) (𝜃), 𝜈(2) (𝜃) èç îáùèõ ôîðìóë (1.5), (1.7), (1.8) äëÿ îðèåíòà-

öèè 1) (ñì. ñòð.20) ñëåäóåò

1

𝐸
=
𝑠22 + 𝑠33

2
+
𝛿1
8

+
𝛿2
2

cos 2𝜃 − 𝛿1
8

cos 4𝜃,

−2
𝜈(1)
𝐸

= (𝑠13 + 𝑠12) (1 + 𝛼 cos 2𝜃) , −
𝜈(2)
𝐸

= 𝑠23 −
𝛿1
8

+
𝛿1
8

cos 4𝜃,

𝛿1 ≡ 𝑠44 − 𝑠33 + 2𝑠23 − 𝑠22, 𝛿2 ≡ 𝑠33 − 𝑠22, 𝛼 ≡ 𝑠13 − 𝑠12
𝑠13 + 𝑠12

.

Ïðè ÷àñòíîé îðèåíòàöèè 2) äëÿ ìîäóëÿ Þíãà è êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà

ïîëó÷àåì

1

𝐸
=
𝑠11 + 𝑠33

2
+
𝛿1
8

+
𝛿2
2

cos 2𝜙− 𝛿1
8

cos 4𝜙,
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−2
𝜈(1)
𝐸

= (𝑠12 + 𝑠23) (1 + 𝛼 cos 2𝜙) , −
𝜈(2)
𝐸

= 𝑠13 −
𝛿1
8

+
𝛿1
8

cos 4𝜙,

𝛿1 ≡ 𝑠55 − 𝑠33 + 2𝑠13 − 𝑠11, 𝛿2 ≡ 𝑠33 − 𝑠11, 𝛼 ≡ 𝑠23 − 𝑠12
𝑠23 + 𝑠12

.

Äëÿ ÷àñòíîé îðèåíòàöèåé 3) èìååì

1

𝐸
=
𝑠11 + 𝑠22

2
+
𝛿1
8

+
𝛿2
2

cos 2𝜓 − 𝛿1
8

cos 4𝜓,

−2
𝜈(1)
𝐸

= (𝑠13 + 𝑠23) (1 + 𝛼 cos 2𝜓) , −
𝜈(2)
𝐸

= 𝑠12 −
𝛿1
8

+
𝛿1
8

cos 4𝜓,

𝛿1 ≡ 𝑠66 − 𝑠11 + 2𝑠13 − 𝑠22, 𝛿2 ≡ 𝑠11 − 𝑠22, 𝛼 ≡ 𝑠13 − 𝑠23
𝑠13 + 𝑠23

.

Ðèñ. 1.31: Óãëîâûå çàâèñèìîñòè ìîäóëÿÞíãà 𝐸, êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈(1), 𝜈(2) è

ñðåäíåãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîí ⟨𝜈⟩ äëÿ Hg2Br2, FeGe2, RbH2AsO7, TlSe è Li2B4O7.

Ïåðèîä ýòèõ ôóíêöèé 𝜋 è îíè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî 𝜃 = 𝜋/2 (Ðèñ.1.31).

Ñðåäè îðòîðîìáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ íàéäåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî àóêñåòè-

êîâ. Ïðè îðèåíòàöèè 1) îáíàðóæåíî áîëåå äâàäöàòè àóêñåòèêîâ, èç êîòîðûõ âîñåìü

èìåþò êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ñ 𝜈min ≤ −0.1 (Òàáë.1.18). Ïðè ýòîì êðèñòàëëû, ïî-

ïàâøèå â òàáëèöó, õàðàêòåðíû òàêæå òåì, ÷òî äëÿ íèõ 𝜈max > 0.5. Óãëîâûå çàâè-

ñèìîñòè ìîäóëÿ Þíãà è êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈(1), 𝜈(2) è ⟨𝜈⟩ äëÿ íåñêîëüêèõ
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Òàáëèöà 1.18: Ìèíèìàëüíûå è ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà

äëÿ ðîìáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ïðè îðèåíòàöèè.

Êðèñòàëëû 𝜈min 𝜈max ⟨𝜈⟩min ⟨𝜈⟩max 𝛿1, 𝛿2, 𝛼

Êðèñòàëëû ÒÏà−1 ÒÏà−1

CuAlNi −0.7 1.42 0.28 0.49 −79.9 −31.1 −2.3

(14wt%Al-3wt%Ni)

C6N2O3H6 −0.57 0.99 −0.1 0.78 −764.6 81 16.3

I −0.48 1.31 0.23 0.47 166 29 0.3

AgTlSe −0.32 1 0.31 0.58 −247.1 39.7 2.3

Ñ8H4O4HTl −0.24 0.77 0.21 0.27 42.4 9 −0.05

Iododurene −0.17 0.82 0.3 0.42 −381.4 −165 −0.6

(CH3NHCH2COOH)3· −0.15 0.76 0.17 0.54 −46.3 −19 −1.3

CaCl2

NH4B5O8·4H2O −0.1 0.85 0.08 0.46 358.8 −66.7 -1.1

ðîìáè÷åñêèõ àóêñåòèêîâ ïðèâåäåíû íà Ðèñ.1.31. Â ñïèñîê îðòîðîìáè÷åñêèõ àóêñå-

òèêîâ ñ −0.1 < 𝜈min < 0 ïîïàäàþò Cd(COOH)2 (−0.08), C6H4COOHCOOCs (−0.07),

Ni3B (−0.04), CaCO3 (−0.04), C6H4COOHCOORb (−0.04), BaMnF4 (−0.03), TbF3

(−0.02), 𝛼-U (−0.02), DIO3 (−0.02), (C6H5)2CO (−0.01), NaBF4 (−0.01), C6H8O7·H2O

(−0.003), HIO3 (−0.003). È çäåñü ðàçíûå ôóíêöèè 𝜈(1) (𝜃) è 𝜈(2) (𝜃) ìîãóò äàâàòü

ãëàâíûå ìàêñèìóìû (ìèíèìóìû) äëÿ ðàçíûõ àóêñåòèêîâ.

Ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ñóùåñòâåííî èçìåíÿþòñÿ â

çàâèñèìîñòè îò îðèåíòàöèè êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû îòíîñèòåëüíî îñè ñòåðæíÿ

(Òàáë.1.18-1.20). Â Òàáë.1.18-1.20 ïðèâåäåíû ìèíèìàëüíûå è ìàêñèìàëüíûå çíà-

÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà äëÿ îðòîðîìáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ïðè ðàçëè÷íûõ

îðèåíòàöèÿõ. Íàïðèìåð, ïðè ÷àñòíîé îðèåíòàöèè 1) èìååì ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ

−0.57 äëÿ C6N2O3H6, à ïðè ÷àñòíîé îðèåíòàöèè 2) ïîëó÷àåì ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå

ðàâíîå −0.91. Òàêæå äëÿ îäíèõ îðèåíòàöèé êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû îòíîñè-

òåëüíî îñè ñòåðæíÿ ìîíîêðèñòàëëû èìåþò îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà,

à ïðè äðóãîé îòðèöàòåëüíîñòü íå îáíàðóæèâàåòñÿ.

Îñíîâûâàÿñü íà ôîðìóëàõ (1.1), (1.2 ), ôîðìóëû äëÿ ìîäóëÿ Þíãà 𝐸 è êî-

ýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈 äëÿ òåòðàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ â îáùåì ñëó÷àå èìåþò

âèä

−𝜈(n,m)

𝐸(n)
= 𝑚2

1

(︀
𝑠11𝑛

2
1 + 𝑠12𝑛

2
2 + 𝑠13𝑛

2
3

)︀
+𝑚2

2

(︀
𝑠12𝑛

2
1 + 𝑠22𝑛

2
2 + 𝑠23𝑛

2
3

)︀
+

+𝑚2
3

(︀
𝑠13𝑛

2
1 + 𝑠23𝑛

2
2 + 𝑠33𝑛

2
3

)︀
+ 𝑠66𝑚1𝑚2𝑛1𝑛2 + 𝑠55𝑚1𝑚3𝑛1𝑛3+ (1.106)

+𝑠44𝑚2𝑚3𝑛2𝑛3,
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Òàáëèöà 1.19: Ìèíèìàëüíûå è ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà

äëÿ ðîìáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ïðè îðèåíòàöèè 2).

Êðèñòàëë 𝜈min 𝜈max 𝛿1, ÒÏà
−1 𝛿2, ÒÏà

−1 𝛼

C6N2O3H6 −0.91 0.8 24.3 141.9 0.27

CuAlNi (14wt%Al-3wt% Ni) −0.7 1.43 37 −5.4 −0.11

(CH3NHCH2COOH)3·CaCl2 −0.48 0.62 −56.2 −44 −0.41

AgTlSe −0.42 1.06 −230.7 55.6 1.94

I −0.41 1.31 −738.3 −196 −3.04

Iododurene −0.27 0.91 −411.2 −150 −0.57

Ñ8H4O4HTl −0.22 0.64 −110.6 −50 −1.9

[CN3H6]C4H6NO4 −0.18 0.77 −107.9 −12.5 −0.22

NH4B5O8·4H2O −0.1 0.72 228.9 -81.9 -0.87

MgSO4·7H2O −0.09 0.75 −81.2 4.3 −0.04

(CH3)3NCH2COOCaCl2·2H2O −0.08 0.79 −80.7 81.5 0.78

C6H4(OH)2 −0.08 0.61 −178 −40 0.38

CaCO3 −0.06 0.44 20.7 5.25 −0.12

BaMnF4 −0.05 0.87 −51.3 16.5 1.11

Na2CoGeO4 −0.04 0.73 −18.4 −3.7 −0.27

(C6H5)2CO −0.02 0.55 354 35 −0.14

𝛼-U −0.02 0.54 4.06 −0.12 0.37

TbF3 −0.01 0.62 −19.12 1.82 −1.09

Hg2Cl2 −0.01 0.6 38.1 −22.7 −1.03

NaBF4 −0.006 0.69 198.5 −6.04 −0.1

C6H8O7·H2O −0.001 0.74 240.4 −34 −0.47

𝐸−1(n) = 𝑠11𝑛
4
1 + 𝑠22𝑛

4
2 + 𝑠33𝑛

4
3 + (2𝑠12 + 𝑠66)𝑛

2
1𝑛

2
2+

+ (2𝑠13 + 𝑠55)𝑛
2
1𝑛

2
3 + (2𝑠23 + 𝑠44)𝑛

2
2𝑛

2
3.

(1.107)

Â ñïðàâî÷íèêå [172] ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ äëÿ 136 îð-

òîðîìáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ. ×àñòè÷íûõ àóêñåòèêîâ ñðåäè íèõ îêàçûâàåòñÿ 51 êðè-

ñòàëë. Çíà÷åíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà è ñðåäíåãî êî-

ýôôèöèåíòà äëÿ îðòîðîìáè÷åñêèõ àóêñåòèêîâ ïðåäñòàâëåíû â Òàáë.Ï.15. Êîýôôè-

öèåíò Ïóàññîíà ìåíåå −0.5 âûÿâëÿåòñÿ ó C6N2O3H6 (𝜈min = −0.91), Cu-14 wt% Al

3.0 wt% Ni (𝜈min = −0.70). Ñðåäíèé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ⟨𝜈⟩

⟨𝜈⟩ ≡ 1

8𝜋2

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜓

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜙

∫︁ 𝜋

0

𝜈 (𝜙, 𝜃, 𝜓) sin 𝜃𝑑𝜃

äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ îðòîðîìáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ îêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëü-

íûì.
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Òàáëèöà 1.20: Ìèíèìàëüíûå è ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà

äëÿ ðîìáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ïðè îðèåíòàöèè 3).

Êðèñòàëë 𝜈min 𝜈max 𝛿1, ÒÏà
−1 𝛿2, ÒÏà

−1 𝛼

C6N2O3H6 −0.91 1.05 −391.7 −60.9 −4.6

CuAlNi (14wt%Al-3wt% Ni) −0.51 1.28 −97.5 −25.7 2.9

I −0.48 0.94 −455 225 1.79

AgTlSe −0.42 1.07 −6.2 −15.9 −0.1

[CN3H6]2C8H4O4 −0.28 0.93 −710.9 14.1 0.26

Ñ8H4O4HTl −0.24 0.77 −191 59 2.03

(CH3NHCH2COOH)3·CaCl2 −0.11 0.76 −173.7 25 −1.91

In4Se3 −0.06 0.47 −6.7 25 0.54

CaCO3 −0.06 0.44 −2.83 −6.25 −1.44

BaMnF4 −0.05 0.87 8.1 −10.3 0

Gd2(MoO4)3 −0.03 0.26 −9.8 4.1 0.03

LiGaO2 −0.03 0.23 −2.9 −1.8 −0.18

NH4B5O8·4H2O −0.02 0.85 −259.4 15.18 −2.26

TbF3 −0.02 0.62 0.7 3.8 1.05

(C6H5)2CO −0.02 0.55 −1484 −27 −1.08

𝛼-U −0.02 0.39 −0.62 −1.82 −1.06

Tb2(MoO4)3 −0.01 0.42 −9.1 −0.2 −0.34

NaBF4 −0.01 0.37 12.34 −8.07 −1.04

Cd(COOH)2 −0.007 0.98 −243 −70 0.03

C6H8O7·H2O −0.001 0.74 −97.5 −37.1 −1.01

Ðèñ. 1.32: Àóêñåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü 𝜈(𝜙, 𝜃, 𝜓) = 0 äëÿ îðòîðîìáè÷åñêîãî êðèñòàë-

ëà TbF3.
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Äëÿ îðòîðîìáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ïîâåðõíîñòè àóêñåòè÷íîñòè èìåþò òðè òè-

ïà: îòêðûòå, çàêðûòûå è ñìåøàííûå. Íà Ðèñ.1.32 â ïðîñòðàíñòâå óãëîâ Ýéëåðà ñ

ïåðèîäè÷íîñòüþ 𝑇𝜙 = 𝜋, 𝑇𝜃 = 2𝜋, 𝑇𝜓 = 𝜋 èçîáðàæåíà ïîâåðõíîñòü àóêñåòè÷íî-

ñòè 𝜈(𝜙, 𝜃, 𝜓) = 0 äëÿ êðèñòàëëà TbF3, êîòîðàÿ ðàçäåëÿåò ïîëîæèòåëüíûå è îò-

ðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà. Çîíà àóêñåòè÷íîñòè (çîíà îòðè-

öàòåëüíûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà) íàõîäèòñÿ âíóòðè ïðåäñòàâëåííûõ

ïîâåðõíîñòåé. Ñ ïîìîùüþ ýòîé ïîâåðõíîñòè ìîæíî îïðåäåëÿòü óãëû Ýéëåðà, ò.å.

íàïðàâëåíèÿ ðàñòÿæåíèÿ è íàïðàâëåíèÿ ïîïåðå÷íîé äåôîðìàöèè, ïðè êîòîðûõ áó-

äåò íàáëþäàòüñÿ ïîëîæèòåëüíûé èëè îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà.

1.6.1. Особенности структуры и модули упругости монокри-
сталлов гидрофталатов калия, рубидия, цезия и аммо-
ния [22]

Îðãàíè÷åñêèå ìîíîêðèñòàëëû êèñëûõ ñîëåé орто-ôòàëåâîé êèñëîòû C8H5O4X

(X = K, Rb, Cs, NÍ4) � ãèäðîôòàëàòû îáëàäàþò ðÿäîì èíòåðåñíûõ ôèçè÷åñêèõ

ñâîéñòâ: ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ, îïòè÷åñêèõ, ðåíòãåíîñïåêòðàëüíûõ. Íèæå ãèäðîôòà-

ëàòû áóäåì ñîêðàùåíî îáîçíà÷àòü (GPhX ). Îíè îáëàäàþò îðòîðîìáè÷åñêîé

àíèçîòðîïèåé [191�194] (Òàáë.1.21). Ñîâåðøåííàÿ ñïàéíîñòü è áîëüøàÿ âåëè÷èíà

ìåæïëîñêîñòíîãî ðàññòîÿíèÿ (íàïðèìåð, äëÿ GPhNH4 ∼26 �A) îáóñëîâèëè ïðèìåíå-
íèå ýòèõ êðèñòàëëîâ â êà÷åñòâå àíàëèçàòîðîâ â äëèííîâîëíîâîé îáëàñòè ðåíòãåíîâ-

ñêîãî ñïåêòðà îò 8 äî 26 �A, ìîíîõðîìàòîðîâ â ðåíòãåíîâñêîé àïïàðàòóðå âûñîêîãî

ðàçðåøåíèÿ � äâóõêðèñòàëüíûõ âàêóóìíûõ ñïåêòðîìåòðàõ è ìèêðîàíàëèçàòîðàõ.

Èç âñåé ñåðèè îðãàíè÷åñêèõ ìîíîêðèñòàëëîâ êèñëûõ ñîëåé орто-ôòàëåâîé êèñëî-

òû GPhX âûäåëÿåòñÿ êðèñòàëë GPhNÍ4. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîãî êðèñòàëëà â

êà÷åñòâå àíàëèçàòîðà äèàïàçîí âîëí ìÿãêîé è óëüòðàìÿãêîé îáëàñòè ðåíòãåíîâñêî-

ãî ñïåêòðà ðàñøèðÿåòñÿ äî 43 �A [195].

Òàáëèöà 1.21: Êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ãèäðîôòàëàòîâ.

Ñîåäèíåíèå Ðàäèóñ а, �A b, �A c, �A V, �A3 Èñò.

êàòèîíà, �A

GPhK 1.33 6.479 13.330 9.614 830.31 [191]

GPhRb 1.47 6.561 13.068 10.064 862.88 [192]

GPhCs 1.67 6.519 25.523 10.727 1784.81 [193]

GPhNH4 1.43 6.430 26.130 10.240 1720.48 [194]

Â êðèñòàëëàõ GPhX ðåàëèçóþòñÿ õèìè÷åñêèå ñâÿçè ðàçíûõ òèïîâ (èîííàÿ,

âàí-äåð-âààëüñîâà è âîäîðîäíàÿ) [196]. Â [197, 198] ïîêàçàíî, ÷òî ýòè êðèñòàëëû

îáëàäàþò çíà÷èòåëüíîé àíèçîòðîïèåé ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ è â çàâèñèìîñòè îò

íàïðàâëåíèÿ îñè ñæàòèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ïëîñêîñòè ñïàéíîñòè ìîãóò äåôîðìèðî-
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âàòüñÿ ïëàñòè÷åñêè, îáðàçîâûâàòü ïðîñëîéêè ñáðîñà è õðóïêî ðàçðóøàòüñÿ. Íàè-

áîëüøåé àíèçîòðîïèåé ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ â ðÿäó GPhX îáëàäàþò êðèñòàëëû

GPhNH4.

Öåëüþ íàñòîÿùåãî ïîäðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ àíàëèç àòîìíîé ñòðóêòóðû ãèäðîô-

òàëàòîâ C8H5O4X (X = K, Rb, Cs, NÍ4) ïî èìåþùèìñÿ ëèòåðàòóðíûì äàííûì

[191�194] è óñòàíîâëåíèå ñâÿçè ìåæäó ñòðóêòóðîé è óïðóãèìè (ìîäóëèÞíãà è ñäâè-

ãà, êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà) ñâîéñòâàìè ýòèõ êðèñòàëëîâ.

Ñòðóêòóðíûìè åäèíèöàìè êðèñòàëëîâ GPhX ÿâëÿþòñÿ ùåëî÷íûå êàòèîíû

(êàòèîí àììîíèÿ) è àíèîíû орто-ôòàëåâîé êèñëîòû (Ðèñ.1.33à). Êàòèîíû îá-

ðàçóþò ãîôðèðîâàííûå ñëîè, ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè ас (Ðèñ.1.33á). Ãîôðèðîâà-

íèå âîçíèêàåò âñëåäñòâèå ñâÿçûâàíèÿ êàòèîíîâ â ñëîå ëèáî âèíòîâîé îñüþ 21, ëèáî

öåíòðîì ñèììåòðèè. Ðàñïîëîæåíèå èîíîâ â ñëîå ñîîòâåòñòâóåò ìîòèâó èñêàæåí-

íîé êâàäðàòíîé ñåòêè (Ðèñ.1.34à). Òàêàÿ êîíôèãóðàöèÿ êàòèîíîâ è èõ êèñëîðîäíî-

ãî îêðóæåíèÿ ïðèâîäèò ê ðàñïðåäåëåíèþ â ïðîñòðàíñòâå íåðàâíîöåííûõ ïî äëèíå

ñâÿçåé êàòèîí-àíèîí [22]. Â ñòðóêòóðàõ (GPhK è GPhRb) ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó ïå-

ðåñåêàåò îäèí ñëîé êàòèîíîâ, â öåíòðîñèììåòðè÷íûõ, ñ óäâîåííûì ïàðàìåòðîì b

(GPhCs è GPhNH4), - äâà ñëîÿ. Ñëîè êàòèîíîâ ðàçäåëåíû äâîéíûìè ñëîÿìè àíè-

îíîâ орто-ôòàëåâîé êèñëîòû. Â ñòðóêòóðàõ GPhK è GPhRb èìååòñÿ îäèí ñëîé,

â ñòðóêòóðàõ GPhCs è GPhNH4 - äâà. Ãèäðîôèëüíûå ÷àñòè àíèîíîâ (âíåøíèå îá-

ëàñòè äâîéíîãî ñëîÿ) ñâÿçàíû ñ êàòèîíàìè (èîííàÿ ñâÿçü), à ãèäðîôîáíûå (âíóò-

ðåííÿÿ îáëàñòü äâîéíîãî ñëîÿ) - ìåæäó ñîáîé (âàí-äåð-âààëüñîâî âçàèìîäåéñòâèå

Ñ�Í. . . Í�Ñ (íà Ðèñ.1.33 è Ðèñ.1.34 ýòè ñâÿçè îáîçíà÷åíû ïóíêòèðîì)).

Модуль Юнга 𝐸 и модуль сдвига 𝐺 в плоскостях (100), (010), (001)

кристаллов GPhX. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâ ãèäðîôòàëàòîâ GPhX áû-

ëè âûáðàíû ïëîñêîñòè (100), (010), (001), äâå èç êîòîðûõ, (010) è (001), ÿâëÿþòñÿ

ïëîñêîñòÿìè ñïàéíîñòè.

Êðèñòàëëû GPhX îòíîñÿòñÿ ê îðòîðîìáè÷åñêîé ñèíãîíèè è èìåþò äåâÿòü

íåçàâèñèìûõ, îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè 𝑠𝑖𝑗 (𝑠11, 𝑠22, 𝑠33, 𝑠44,

𝑠55, 𝑠66, 𝑠12, 𝑠13, 𝑠23). Äëÿ ðàñ÷åòà óïðóãèõ ñâîéñòâ çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîäàò-

ëèâîñòè áðàëè èç [197], ãäå ñîáðàíû ðåçóëüòàòû ïî èçìåðåíèÿì óïðóãèõ êîýôôèöè-

åíòîâ äëÿ âñåãî ðÿäà ãèäðîôòàëàòîâ.

Ïðè ðàñòÿæåíèè â óêàçàííûõ ïëîñêîñòÿõ çàâèñèìîñòè ìîäóëÿ Þíãà 𝐸 îò

óãëà îðèåíòàöèè 𝜃 (óãëà ìåæäó íàïðàâëåíèåì ðàñòÿæåíèÿ è êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîé

îñüþ) ïðèíèìàþò âèä

𝐸−1
(100)(𝜃) = 𝑠22 sin4 𝜃 + 𝑠33 cos4 𝜃 + (2𝑠23 + 𝑠44) sin2 𝜃 cos2 𝜃,

𝐸−1
(010)(𝜃) = 𝑠11 sin4 𝜃 + 𝑠33 cos4 𝜃 + (2𝑠13 + 𝑠55) sin2 𝜃 cos2 𝜃, (1.108)

𝐸−1
(001)(𝜃) = 𝑠11 sin4 𝜃 + 𝑠22 cos4 𝜃 + (2𝑠12 + 𝑠66) sin2 𝜃 cos2 𝜃,

ãäå óãîë 𝜃 îòñ÷èòûâàåòñÿ â ïëîñêîñòÿõ (100), (010) îò íàïðàâëåíèÿ [001] è â ïëîñ-
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Ðèñ. 1.33: Ïðîåêöèè ñòðóêòóð GPhХ íà ïëîñêîñòè: à - (100), Х = K, NH4; á - (001), Х

= K, Cs. Îáîçíà÷åíû ñëåäû ïëîñêîñòåé ñïàéíîñòè, íàïðàâëåíèÿ ïðîäîëüíîãî ðàñòÿ-

æåíèÿ n è ïîïåðå÷íîé äåôîðìàöèèm ïðè îïðåäåëåíèè ìèíèìàëüíûõ êîýôôèöèåí-

òîâ Ïóàññîíà äëÿ êðèñòàëëîâ GPhK è GPhNH4, çîí îòðèöàòåëüíîãî êîýôôèöèåíòà

Ïóàññîíà äëÿ êðèñòàëëà GPhNH4 (à), íàïðàâëåíèÿ ðàñòÿæåíèÿ ïðè îïðåäåëåíèè

ìîäóëåé Þíãà (á). Ëèíèÿìè ðàçíîé òîëùèíû ïîêàçàíû ñâÿçè êàòèîí-àíèîí: æèð-

íûìè ëèíèÿìè îáîçíà÷åíû ñàìûå êîðîòêèå ñâÿçè, òîíêèìè - ñàìûå äëèííûå, ëè-

íèÿìè ñðåäíåé òîëùèíû - îñòàëüíûå ðàññòîÿíèÿ. Øòðèõîâûìè ëèíèÿìè îòìå÷åíû

âîäîðîäíûå ñâÿçè, ïóíêòèðîì - âçàèìîäåéñòâèå Âàí-äåð-Âààëüñà.

êîñòè (001) � îò íàïðàâëåíèÿ [01̄0].

Ïðè ñäâèãå â óêàçàííûõ ïëîñêîñòÿõ çàâèñèìîñòè ìîäóëåé ñäâèãà 𝐺 îò óãëà

îðèåíòàöèè 𝜃 èìåþò âèä
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Ðèñ. 1.34: Ïðîåêöèè ñòðóêòóð GPhХ íà ïëîñêîñòè: à � (010), Х = K, NH4; ã � ðàñïî-

ëîæåíèå óãëåðîäíûõ êîëåö â ñòðóêòóðå GPhK îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ ðàñòÿæå-

íèÿ [508] â ðàçíûõ ðàêóðñàõ. Îáîçíà÷åíû ñëåäû ïëîñêîñòåé ñïàéíîñòè, íàïðàâëåíèÿ

ïðîäîëüíîãî ðàñòÿæåíèÿ n, íàïðàâëåíèÿ ðàñòÿæåíèÿ ïðè îïðåäåëåíèè ìîäóëåéÞí-

ãà (à). Ëèíèÿìè ðàçíîé òîëùèíû ïîêàçàíû ñâÿçè êàòèîí�àíèîí: æèðíûìè ëèíèÿìè

îáîçíà÷åíû ñàìûå êîðîòêèå ñâÿçè, òîíêèìè � ñàìûå äëèííûå, ëèíèÿìè ñðåäíåé òîë-

ùèíû � îñòàëüíûå ðàññòîÿíèÿ. Øòðèõîâûìè ëèíèÿìè îòìå÷åíû âîäîðîäíûå ñâÿçè,

ïóíêòèðîì � âçàèìîäåéñòâèå Âàí-äåð-Âààëüñà. Îâàëàìè íà ðèñóíêàõ (à) è Ðèñ.1.33

âûäåëåíû óãëåðîäíûå êîëüöà, èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêå (á).

𝐺−1
(100) = 𝑠55 sin2 𝜃 + 𝑠66 cos2 𝜃,

𝐺−1
(010) = 𝑠44 sin2 𝜃 + 𝑠66 cos2 𝜃, (1.109)

𝐺−1
(001) = 𝑠44 sin2 𝜃 + 𝑠55 cos2 𝜃,

ãäå óãîë 𝜃 îòñ÷èòûâàåòñÿ â ïëîñêîñòÿõ (100) è (001) îò íàïðàâëåíèÿ [010] è â ïëîñ-

êîñòè (010) � îò íàïðàâëåíèÿ [1̄00].

Â Òàáë.1.22 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ìîäóëåé Þíãà, à â Òàáë.1.23 � çíà÷åíèÿ

ìîäóëåé ñäâèãà êðèñòàëëîâ GPhX. Íà Ðèñ.1.35 ïðåäñòàâëåíû îðèåíòàöèîííûå çà-

âèñèìîñòè ìîäóëåé Þíãà, à íà Ðèñ.1.36 � îðèåíòàöèîííûå çàâèñèìîñòè ìîäóëåé

ñäâèãà â èññëåäóåìûõ ïëîñêîñòÿõ.
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Ðèñ. 1.35: Îðèåíòàöèîííûå çàâèñèìîñòè ìîäóëåé Þíãà â ïëîñêîñòÿõ (100) (à), (010)

(á), (001) (â) äëÿ êðèñòàëëîâ GPhK (ñïëîøíûå ëèíèè), GPhRb (øòðèõîâûå ëèíèè),

GPhCs (øòðèõïóíêòèðíûå ëèíèè) è GPhNH4 (ïóíêòèðíûå ëèíèè).

Определение коэффициентов Пуассона. Ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè

êðèñòàëëîâ êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈(n, m) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (1.106), (1.107).

×èñëåííûé àíàëèç êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà äëÿ ÷åòûðåõ ãèäðîôòàëàòîâ ïîêàçàë,

÷òî òðè èç íèõ � GPhRb, GPhCs, GPhNH4 � îêàçàëèñü ÷àñòè÷íûìè àóêñåòèêàìè.

Äëÿ òðåõ áèôòàëàòîâ îáëàñòü, â êîòîðîé íàáëþäàåòñÿ îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò,

áûëà ïðîàíàëèçèðîâàíà ïðè äâóõ óãëàõ Ýéëåðà 𝜙 = 0 è 𝜓 = 𝜋/2. Â ýòèõ óñëîâèÿõ

èìååì íàïðàâëåíèå ðàñòÿæåíèÿ

n =

⎛⎜⎝ 0

− sin 𝜃

cos 𝜃

⎞⎟⎠ , 𝜃 = 0 : n =

⎛⎜⎝ 0

0

1

⎞⎟⎠ , 𝜃 = 𝜋/2 : n =

⎛⎜⎝ 0

−1

0

⎞⎟⎠ ,

íàïðàâëåíèå ïîïåðå÷íîé äåôîðìàöèè

m =

⎛⎜⎝ 0

cos 𝜃

sin 𝜃

⎞⎟⎠ , 𝜃 = 0 : m =

⎛⎜⎝ 0

1

0

⎞⎟⎠ , 𝜃 = 𝜋/2 : m =

⎛⎜⎝ 0

0

1

⎞⎟⎠ .
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Ðèñ. 1.36: Îðèåíòàöèîííûå çàâèñèìîñòè ìîäóëåé ñäâèãà â ïëîñêîñòÿõ ñêîëüæåíèÿ

(100) (à), (010) (á), (001) (â) äëÿ êðèñòàëëîâ GPhK (ñïëîøíûå ëèíèè), GPhRb

(øòðèõîâûå ëèíèè), GPhCs (øòðèõïóíêòèðíûå ëèíèè) è GPhNH4 (ïóíêòèðíûå ëè-

íèè).

Ìèíèìàëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà íàáëþäàåòñÿ ïðè 𝜃 = 𝜋/4. Ñëåäîâà-

òåëüíî, íàïðàâëåíèå ðàñòÿæåíèÿ è íàïðàâëåíèå ïîïåðå÷íîé äåôîðìàöèè èìåþò âèä

n =

⎛⎜⎝ 0

−
√

2/2√
2/2

⎞⎟⎠ , m =

⎛⎜⎝ 0√
2/2√
2/2

⎞⎟⎠ .

Â Òàáë.Ï.16 (ñòð.349) ïðåäñòàâëåíû ìèíèìàëüíûå, ìàêñèìàëüíûå è ñðåäíèå

ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà ⟨𝜈⟩, à òàêæå íàïðàâëåíèÿ
ðàñòÿæåíèÿ è ïîïåðå÷íîé äåôîðìàöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå 𝜈min è 𝜈max. Â Òàáë.1.24

ïîêàçàíû çîíû îòðèöàòåëüíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà â èíòåðâàëå óãëîâ 𝜃 è ñî-

îòâåòñòâóþùèå èì êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèå íàïðàâëåíèÿ. Íà Ðèñ.1.33à îáîçíà÷åíû

íàïðàâëåíèÿ ðàñòÿæåíèÿ n è ïîïåðå÷íîé äåôîðìàöèèm, äëÿ êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿ

ìèíèìàëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà êðèñòàëëîâ GPhK è GPhNH4, è íàïðàâëåíèÿ,

îïðåäåëÿþùèå çîíó îòðèöàòåëüíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà êðèñòàëëà GPhNH4.

Обсуждение результатов

Модули Юнга. Êàê ñëåäóåò èç àíàëèçà Ðèñ.1.35 è Òàáë.1.22, ñàìûå áîëüøèå
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Òàáëèöà 1.22: Çíà÷åíèÿ ìîäóëåé Þíãà Е â ðàçëè÷íûõ ïëîñêîñòÿõ êðèñòàëëîâ ãèä-

ðîôòàëàòîâ.

(100)

Ñîåäèíåíèå 𝐸[001], 𝐸[010], 𝐸[011], 𝐸max, ÃÏà; 𝐸max/𝐸min

ÃÏà ÃÏà ÃÏà; 𝜃 íàïðàâëåíèå;

𝜃

GPhK 10.80 10.10 10.50; 36∘ 10.80; [001]; 0∘ 1.07

GPhRb 7.00 9.43 8.44; 38∘ 9.59; [052]; 63∘ 1.37

GPhCs 9.67 7.09 10.3; 23∘ 10.40; [032]; 33∘ 1.47

GPhNH4 8.86 7.84 8.79; 21∘ 8.86; [001]; 0∘ 1.13

(010)

𝐸[001], 𝐸[100], 𝐸[101],

ÃÏà ÃÏà ÃÏà; 𝜃

GPhK 10.80 9.63 13.3; 56∘ 17.9; [508]; 43∘ 1.86

GPhRb 7.00 7.65 13.8; 54∘ 14.8; [203]; 46∘ 2.12

GPhCs 9.67 10.40 12.8; 59∘ 13.4; [203]; 47∘ 1.39

GPhNH4 8.86 7.07 10.6; 58∘ 12.8; [509]; 41∘ 1.81

(001)

𝐸[010], 𝐸[100], 𝐸[110],

ÃÏà ÃÏà ÃÏà; 𝜃

GPhK 10.10 9.63 11.8; 64∘ 13.9; [490]; 44∘ 1.45

GPhRb 9.43 7.65 10.2; 63∘ 13.4; [490]; 41∘ 1.42

GPhCs 7.09 10.40 11.4; 76∘ 14.8; [130]; 52∘ 2.09

GPhNH4 7.84 7.07 7.80; 76∘ 13.2; [3 13 0]; 43∘ 1.86

ìîäóëè Þíãà íàáëþäàþòñÿ â íàïðàâëåíèÿõ ðàñòÿæåíèÿ ïîä óãëîì 𝜃 ∼45∘, ïðè÷åì
ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ (10.8, 17.9, 13.9 ÃÏà) õàðàêòåðíû äëÿ GPhK, ìèíèìàëüíûå

(8.86, 12.8, 13.2 ÃÏà) � äëÿ GPhNH4. Ñàìûå âûñîêèå çíà÷åíèÿ ìîäóëåé Þíãà ïðîÿâ-

ëÿþò êðèñòàëëû ïðè ðàñòÿæåíèè â ïëîñêîñòè (010) â íàïðàâëåíèÿõ [508] (GPhK),

[203] (GPhRb è GPhCs), [509] (GPhNH4) (Ðèñ.1.34à). Â ñòðóêòóðàõ GPhХ óãëå-

ðîäíûå êîëüöà â âåðõíèõ è íèæíèõ ñëîÿõ äâîéíîãî ñëîÿ ðàñïîëîæåíû ïîä óãëîì

îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà (Ðèñ.1.34á). Íà Ðèñ.1.33 è Ðèñ.1.34 ýòè êîëüöà âûäåëåíû

îâàëàìè. Â êðèñòàëëå GPhK ïëîñêîñòü îäíîãî êîëüöà (Ðèñ.1.34á, êîëüöî 1 èëè 1’ )

ñîñòàâëÿåò ñ íàïðàâëåíèåì [508] óãîë ∼15∘. Óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ ñîñåäíåãî â

ñëîå êîëüöà 2 è òåì æå íàïðàâëåíèåì ∼60∘. Ïðè ðàñòÿæåíèè âäîëü íàïðàâëåíèÿ

[508] â êàæäîì ñëîå îäíè êîëüöà âûòÿãèâàþòñÿ âäîëü ñâÿçè Ñ�Ñ (áîëüøàÿ äèàãî-

íàëü óãëåðîäíîãî êîëüöà), íà äðóãèå äåéñòâóåò ñèëà, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïëîñêîñòÿì

êîëåö. Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîì ñëîå àíèîíîâ орто-ôòàëåâîé êèñëîòû ïîëîâèíà

óãëåðîäíûõ êîëåö óâåëè÷èâàåò ïîäàòëèâîñòü ðåøåòêè, äðóãàÿ óìåíüøàåò åå, ÷òî,
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Òàáëèöà 1.23: Çíà÷åíèÿ ìîäóëåé ñäâèãà 𝐺 â ðàçëè÷íûõ ïëîñêîñòÿõ êðèñòàëëîâ ãèä-

ðîôòàëàòîâ.

(100)

Ñîåäèíåíèå 𝐺[010], ÃÏà 𝐺[001], ÃÏà 𝐺max/𝐺min

GPhK 6.23 7.59 1.22

GPhRb 6.38 7.14 1.12

GPhCs 5.47 5.86 1.07

GPhNH4 5.77 4.87 1.18

(010)

𝐺[001], ÃÏà 𝐺[100], ÃÏà

GPhK 4.86 6.23 1.28

GPhRb 5.15 6.38 1.24

GPhCs 5.38 5.47 1.02

GPhNH4 4.28 5.77 1.35

(001)

𝐺[100], ÃÏà 𝐺[010], ÃÏà

GPhK 7.59 4.86 1.56

GPhRb 7.14 5.15 1.39

GPhCs 5.86 5.38 1.09

GPhNH4 4.87 4.28 1.14

Òàáëèöà 1.24: Çîíû îòðèöàòåëüíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà.

Ñîåäèíåíèå 𝜃min, ãðàä n m 𝜃max, ãðàä n m

GPhK � � � � � �

GPhRb 28.40 [023] [052] 61.6 [052] [023]

GPhCs 7.69 [013] [0 17 1] 82.3 [0171] [013]

GPhNH4 24.30 [087] [061] 65.7 [061] [087]

âåðîÿòíî, ïðèâîäèò ê âûñîêèì çíà÷åíèÿì ìîäóëÿ óïðóãîñòè â ðàññìàòðèâàåìîì íà-

ïðàâëåíèè. Â ðåçóëüòàòå çàìåùåíèÿ êàëèÿ êàòèîíîì áîëüøåãî ðàäèóñà � ðóáèäèåì

� óâåëè÷èâàþòñÿ ðàññòîÿíèÿ êàòèîí�àíèîí, óñèëèâàåòñÿ èñêàæåíèå óãëåðîäíûõ êî-

ëåö. Åñëè ðàçáðîñ ðàññòîÿíèé Ñ�Ñ â GPhK ñîñòàâëÿåò 1.382�1.398 �A, òî â GPhRb îí

ñòàíîâèòñÿ 1.346�1.408 �A. Ïëîñêîñòü àíàëîãè÷íîãî GPhK êîëüöà 1, áîëüøàÿ äèàãî-

íàëü êîòîðîãî ñîêðàùàåòñÿ äî 2.753 �A, ñîñòàâëÿåò ñ íàïðàâëåíèåì ðàñòÿæåíèÿ [203]

óãîë ∼25∘. Ïëîñêîñòü ñîñåäíåãî êîëüöà 2 � ∼65∘.
Â ñòðóêòóðàõ GPhCs è GPhNH4 ïàðàìåòð b óâåëè÷åí ïî÷òè â 2 ðàçà, çà ñ÷åò

öåíòðà èíâåðñèè ðåàëèçóåòñÿ èíîå ðàñïîëîæåíèå óãëåðîäíûõ êîëåö � äâà ñèììåò-

ðè÷íûõ äâîéíûõ ñëîÿ â ÿ÷åéêàõ ôîðìèðóþò äðóãóþ ñèñòåìó àòîìíûõ ïëîñêîñòåé

â êðèñòàëëàõ. Â ñòðóêòóðå GPhCs óãîë íàêëîíà êîëüöà 1 ê îñè ðàñòÿæåíèÿ [203]
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∼15∘. Ïëîñêîñòü ñîñåäíåãî êîëüöà 2 ñîñòàâëÿåò ñ íàïðàâëåíèåì [203] óãîë ∼55∘. Â
ñòðóêòóðå GPhCs äëÿ íàïðàâëåíèÿ [509] ýòè óãëû ðàâíû ∼15∘ è 50∘ ñîîòâåòñòâåííî.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âî âñåõ ÷åòûðåõ ñòðóêòóðàõ îðèåíòàöèÿ óãëåðîäíîãî êîëüöà

1 îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ ðàñòÿæåíèÿ, â êîòîðîì íàáëþäàþòñÿ ìàêñèìàëüíûå

ìîäóëè Þíãà, ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿåòñÿ � ïëîñêîñòè êîëåö ñîñòàâëÿþò ñ íàïðàâ-

ëåíèåì ðàñòÿæåíèÿ óãîë ∼15∘ (â ñòðóêòóðå GPhRb ýòîò óãîë ∼25∘). Îäíàêî ñ èçìå-
íåíèåì ðàäèóñà êàòèîíà èçìåíÿþòñÿ äëèíû ñâÿçåé â óãëåðîäíûõ êîëüöàõ (ðàçáðîñ

ðàññòîÿíèé Ñ�Ñ â GPhCs è GPhNH4 1.387�1.413 è 1.352�1.406 �A, äëèíà áîëüøèõ

äèàãîíàëåé 2.789 è 2.751 �A ñîîòâåòñòâåííî), è ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàåòñÿ óãîë

ìåæäó ïëîñêîñòüþ êîëüöà 2 è íàïðàâëåíèåì ðàñòÿæåíèÿ. Ñàìûì ìàëåíüêèì óãëîì

(50∘) õàðàêòåðèçóåòñÿ ñòðóêòóðà GPhNH4, äëÿ êîòîðîãî íàáëþäàåòñÿ ñàìîå íèçêîå

çíà÷åíèå ìîäóëÿ Þíãà. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò GPhRb � óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ

êîëüöà 2 è íàïðàâëåíèåì ðàñòÿæåíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ íà 5∘, íî óâåëè÷èâàåòñÿ è óãîë

íàêëîíà êîëüöà 1, ò.å. âñëåäñòâèå âõîæäåíèÿ â ñòðóêòóðó êàòèîíà áîëüøåãî ðàäèóñà

èçìåíèëñÿ íàêëîí îáîèõ êîëåö, à óãîë ìåæäó íèìè óìåíüøèëñÿ. Âåðîÿòíî, ïîñëå-

äîâàòåëüíîå èçìåíåíèå ïðè çàìåùåíèè êàòèîíîâ ðàñïîëîæåíèÿ óãëåðîäíûõ êîëåö

îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïðîèñõîäèò ¾ñáëèæåíèå¿ îðèåíòà-

öèè óãëåðîäíûõ êîëåö îòíîñèòåëüíî èññëåäóåìîãî íàïðàâëåíèÿ ðàñòÿæåíèÿ. Ýòî

óâåëè÷èâàåò ïîäàòëèâîñòü ðåøåòêè è îáëåã÷àåò åå äåôîðìàöèþ, ñíèæàåò ìîäóëü

Þíãà.

Ïðè ðàñòÿæåíèè â ïëîñêîñòè (001) êðèñòàëëîâ GPhХ (Ðèñ.1.33á) íàáëþäà-

åòñÿ àíàëîãè÷íàÿ êàðòèíà. Ñîñåäíèå â ñëîå óãëåðîäíûå êîëüöà îðèåíòèðîâàíû ïî-

ðàçíîìó îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ ðàñòÿæåíèÿ. Â ðÿäó êðèñòàëëîâ Х = K�NH4

óãëû íàêëîíà êîëåö 1 è 2 ê îñÿì ðàñòÿæåíèÿ ñîñòàâëÿþò ∼15∘ è 55∘, 5∘ è 50∘,

15∘ è 65∘, 10∘ è 60∘ ñîîòâåòñòâåííî. Ñàìûé áîëüøîé ìîäóëü Þíãà íàáëþäàåòñÿ ó

GPhCs (14.8 ÃÏà). Ýòîò êðèñòàëë õàðàêòåðèçóåòñÿ ñàìûì áîëüøèì óãëîì íàêëîíà

ïëîñêîñòè êîëüöà îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ ðàñòÿæåíèÿ � 65∘. Ðàçëè÷èÿ â óãëàõ

íàêëîíà óãëåðîäíûõ êîëåö íåáîëüøèå, ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ìîäóëåé Þíãà â

ïëîñêîñòè (001) áëèçêè (Òàáë.1.22). Ðàçíèöó ìîæíî îáúÿñíèòü ðàçíûìè äëèíàìè

ñâÿçåé êàòèîí�àíèîí è Ñ�Ñ â ðàññìàòðèâàåìûõ ñòðóêòóðàõ. Â ðÿäó êðèñòàëëîâ Х

= K�NH4 â ïðåäåëàõ 4.5 �A ðàçáðîñ êðàò÷àéøèõ ñâÿçåé Ñ�Ñ ìåæäó óãëåðîäíûìè

êîëüöàìè ñîñòàâëÿåò 3.387�4.462, 3.448�4.486, 3.509�4.478, 3.520�4.479 �A ñîîòâåò-

ñòâåííî. Äëèíà ñâÿçåé è èõ íàïðàâëåííîñòü îòíîñèòåëüíî îñåé ðàñòÿæåíèÿ, âåðî-

ÿòíî, îáóñëàâëèâàþò âåëè÷èíó ìîäóëÿ óïðóãîñòè.

Ïðè ðàñòÿæåíèè â ïëîñêîñòè (100) íàáëþäàþòñÿ ñàìûå íèçêèå (èç ìàêñè-

ìàëüíûõ) çíà÷åíèÿ ìîäóëåé Þíãà. Îíè òàê æå ìàëî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà,

êàê è ïðè ðàñòÿæåíèè êðèñòàëëîâ GPhХ â ïëîñêîñòè (001) (Òàáë.1.22). Â ðàññìàò-

ðèâàåìîì ñëó÷àå óãëåðîäíûå êîëüöà âî âñåõ ñëîÿõ îðèåíòèðîâàíû ïðàêòè÷åñêè îäè-

íàêîâî (çà èñêëþ÷åíèåì GPhCs), ïîýòîìó èõ äåôîðìàöèÿ ïðîèñõîäèò â áëèçêèõ íà-

ïðàâëåíèÿõ. Â ðÿäó Х = K�NH4 óãëû íàêëîíà êîëåö â äâîéíûõ ñëîÿõ (Ðèñ.1.33à)

îòíîñèòåëüíî îñåé ðàñòÿæåíèÿ ñîñòàâëÿþò ∼25∘ è 25∘, 15∘ è 30∘, 3∘ è 40∘, 20∘ è 20∘
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ñîîòâåòñòâåííî. Â êðèñòàëëàõ GPhCs ïîëîâèíà óãëåðîäíûõ êîëåö îðèåíòèðîâàíà

áîëüøîé äèàãîíàëüþ âäîëü íàïðàâëåíèÿ ðàñòÿæåíèÿ, äðóãàÿ ñîñòàâëÿåò óãîë ∼40∘

ñ íèì. Òî åñòü ïîëîâèíà êîëåö óâåëè÷èâàåò ïîäàòëèâîñòü ðåøåòêè, äðóãàÿ ïîëîâèíà

óõóäøàåò åå, ÷òî, âåðîÿòíî, ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ìîäóëÿ Þíãà.

Ïðè äåôîðìàöèè â ïëîñêîñòè (100) â êðèñòàëëàõ GPhK è GPhNH4 íàïðàâëå-

íèå ðàñòÿæåíèÿ, â êîòîðîì ïðîÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ìîäóëü Þíãà, ïåðïåíäèêó-

ëÿðíî ïëîñêîñòè ñïàéíîñòè (001). Ìåæïëîñêîñòíûå ðàññòîÿíèÿ 𝑑001 â ýòèõ êðèñòàë-

ëàõ ñîñòàâëÿþò 9.614 è 10.240 �A ñîîòâåòñòâåííî. Îíè êîððåëèðóþò ñ ìîäóëÿìè

Þíãà � ÷åì áîëüøå ìåæïëîñêîñòíîå ðàññòîÿíèå, òåì ëåã÷å ðàñòÿíóòü êðèñòàëë,

ñëåäîâàòåëüíî, òåì ìåíüøå ìîäóëü Þíãà. Â êðèñòàëëå GPhK íàáëþäàåòñÿ ñàìûé

âûñîêèé ñðåäè èññëåäóåìûõ ãèäðîôòàëàòîâ ìîäóëü Þíãà â íàïðàâëåíèè [001], ó

íåãî ñàìûé ìàëåíüêèé ïàðàìåòð с (Òàáë.1.21), ò.å. ñàìîå êîðîòêîå ìåæïëîñêîñò-

íîå ðàññòîÿíèå 𝑑001. Ñàìîå âûñîêîå çíà÷åíèå ìîäóëÿ Þíãà êðèñòàëëà GPhK â ýòîì

íàïðàâëåíèè ìîæíî òàêæå îáúÿñíèòü ñàìûìè êîðîòêèìè (ñëåäîâàòåëüíî, ñàìûìè

ñèëüíûìè) ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ãèäðîôòàëàòàìè ñâÿçÿìè êàòèîí�àíèîí. Â êðè-

ñòàëëàõ GPhCs íàáëþäàåòñÿ íàèìåíüøèé, ÷åì â îñòàëüíûõ êðèñòàëëàõ, ðàçáðîñ

ðàññòîÿíèé êàòèîí�àíèîí. Ñàìîå êîðîòêîå ðàññòîÿíèå â êèñëîðîäíîì îêðóæåíèè

àòîìà Cs � ýòî 2.953 �A, ÷òî ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò àíàëîãè÷íûå ðàññòîÿíèÿ 2.641,

2.799, 2.807 �A â êðèñòàëëàõ GPhK, GPhRb è GPhNH4 ñîîòâåòñòâåííî. Íåñìîòðÿ íà

áëèçîñòü èîííûõ ðàäèóñîâ ðóáèäèÿ è àììîíèÿ è áîëüøèé ïàðàìåòð с â êðèñòàëëå

GPhNH4, ìîäóëü 𝐸[001] âûøå, ÷åì äëÿ êðèñòàëëà GPhRb. Ýòî òàêæå ìîæåò áûòü

ñâÿçàíî ñ äåéñòâèåì äîïîëíèòåëüíûõ âîäîðîäíûõ ñâÿçåé, ïðåïÿòñòâóþùèõ ðàñòÿ-

æåíèþ âäîëü îñè [001].

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî âûøå, ïëîñêîñòè (010) è (001) ÿâëÿþòñÿ ïëîñêîñòÿìè

ñïàéíîñòè â êðèñòàëëàõ GPhХ. Â êðèñòàëëàõ GPhCs è GPhNH4 ïàðàìåòð b áîëüøå

ïî÷òè â 2 ðàçà, ÷åì â êðèñòàëëàõ GPhK è GPhRb, ò.å. äëèííåå ìåæïëîñêîñòíûå

ðàññòîÿíèÿ 𝑑010. Ìîäóëè Þíãà 𝐸[010] ýòèõ êðèñòàëëîâ (7.09 è 7.84 ÃÏà) íèæå, ÷åì

ó GPhK è GPhRb (10.10 è 9.43 ÃÏà) (Òàáë.1.22). Ó êðèñòàëëà GPhK ñàìûé âûñî-

êèé ìîäóëü Þíãà â íàïðàâëåíèè [010], êîòîðûé òàêæå ìîæíî îáúÿñíèòü êîðîòêèìè

ñâÿçÿìè K�Î. Â êðèñòàëëå GPhNH4 ïðèñóòñòâóåò ñåòêà äîïîëíèòåëüíûõ âîäîðîä-

íûõ ñâÿçåé, êîòîðàÿ çàòðóäíÿåò åãî ðàñòÿæåíèå âäîëü îñè [010] ïî ñðàâíåíèþ ñ

êðèñòàëëîì GPhCs.

Модули сдвига. Èç àíàëèçà Ðèñ.1.36 è Òàáë.1.23 ñëåäóåò, ÷òî ïðàêòè÷åñêè

èçîòðîïíûì ìîäóëåì ñäâèãà îáëàäàåò êðèñòàëë GPhCs. Íåáîëüøàÿ àíèçîòðîïèÿ

íàáëþäàåòñÿ ïðè ñäâèãå â ïëîñêîñòè (100) � âäîëü îñè [001] ìîäóëü 𝐺[001] ìàêñèìàëü-

íûé (Ðèñ.1.36à). Öåçèé � ñàìûé êðóïíûé èç ðàññìàòðèâàåìûõ êàòèîíîâ (Òàáë.1.21).

Äëÿ íåãî õàðàêòåðåí ñàìûé ìàëåíüêèé ðàçáðîñ ðàññòîÿíèé êàòèîí�àíèîí. Àíè-

çîòðîïèþ â ïëîñêîñòè (100) ìîæíî îáúÿñíèòü ìàëûì ðàçáðîñîì ýòèõ ðàññòîÿíèé

âäîëü îñè [001], êîòîðûé çàòðóäíÿåò ñäâèã â ýòîì íàïðàâëåíèè. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòó-

àöèÿ íàáëþäàëàñü äëÿ ìîäóëÿ Þíãà 𝐸[001] (Òàáë.1.22).

Â êðèñòàëëàõ GPhK ìàêñèìàëüíàÿ àíèçîòðîïèÿ ìîäóëÿ ñäâèãà íàáëþäàåòñÿ
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â ïëîñêîñòè (001) (Ðèñ.1.36â). Ñàìîå âûñîêîå çíà÷åíèå 𝐺[100] = 7.59 ÃÏà, ñàìîå íèç-

êîå𝐺[010] = 4.86 ÃÏà (Òàáë.1.23). Ó èîíà êàëèÿ ñàìûé ìàëåíüêèé ðàäèóñ (Òàáë.1.21),

ñàìûå êîðîòêèå ðàññòîÿíèÿ êàòèîí�àíèîí. Â íàïðàâëåíèè [100] ñàìûé êîðîòêèé ïå-

ðèîä ðåøåòêè. Òàêæå ñäâèã âäîëü îñè [100] èäåò ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèÿì

ñèë Âàí-äåð-Âààëüñà. Â íàïðàâëåíèè [010] áîëüøîé ïàðàìåòð ðåøåòêè êðèñòàëëà,

ñäâèã îñóùåñòâëÿåòñÿ âäîëü äåéñòâèÿ ñëàáûõ ìåæìîëåêóëÿðíûõ ñèë. Ýòî îáëåã÷à-

åò ñäâèã è ñíèæàåò ìîäóëü 𝐺[010]. Ïðè ñäâèãå â ïëîñêîñòè (100) (Ðèñ.1.36à) ìîäóëü

𝐺[010] = 6.23 ÃÏà áîëüøå, ÷åì ïðè ñäâèãå â ïëîñêîñòè (001) (𝐺[010] = 4.86 ÃÏà), òàê

êàê ïî÷òè ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþ [010] ðåàëèçóþòñÿ ñàìûå êîðîòêèå ñâÿçè

K�Î 2.641 �A (Ðèñ.1.34à).

Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ íàáëþäàåòñÿ â êðèñòàëëàõ GPhRb. Ìàêñèìàëüíîé

àíèçîòðîïèåé è ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì 𝐺[100] = 7.14 ÃÏà õàðàêòåðèçóåòñÿ ñäâèã

â ïëîñêîñòè (001) (Ðèñ.1.36â, Òàáë.1.23). Ïðè ñäâèãå â ïëîñêîñòè (100) (Ðèñ.1.36à)

ìîäóëü 𝐺[010] = 6.38 ÃÏà áîëüøå, ÷åì äëÿ êðèñòàëëîâ GPhK. Ïàðàìåòð 𝑏 ó êðè-

ñòàëëîâ GPhRb ìåíüøå, ÷åì ó GPhK. Áîëüøèé ïî ðàçìåðó êàòèîí ðóáèäèÿ ìåíÿåò

ñèñòåìó ñâÿçåé òàêèì îáðàçîì, ÷òî óìåíüøàåòñÿ èñêàæåíèå óãëåðîäíûõ êîëåö è

óêîðà÷èâàþòñÿ ìåæìîëåêóëÿðíûå ñâÿçè. Ýòî çàòðóäíÿåò ñäâèã âäîëü îñè [010].

Â êðèñòàëëàõ GPhNH4 àíèçîòðîïèÿ ìîäóëåé 𝐺 ÿð÷å âûðàæåíà ïðè ñäâèãå

â ïëîñêîñòè (010). Ìàêñèìàëüíûé ìîäóëü ñäâèãà íàáëþäàåòñÿ â íàïðàâëåíèè [100],

ìèíèìàëüíûé � â íàïðàâëåíèè [001] (Ðèñ.1.36á, Òàáë.1.23). Ó êðèñòàëëà GPhNH4

ñàìûé ìàëåíüêèé ïàðàìåòð ðåøåòêè. Ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè [100] ïîìèìî ñàìûõ êî-

ðîòêèõ ñâÿçåé N�O 2.807 �A äåéñòâóåò ìíîãî äîïîëíèòåëüíûõ âîäîðîäíûõ ñâÿçåé,

äëèíà êîòîðûõ ëåæèò â äèàïàçîíå 2.807�2.979 �A. Áîëüøîå êîëè÷åñòâî ñâÿçåé ïðå-

ïÿòñòâóåò ñäâèãó â ýòîì íàïðàâëåíèè. Âäîëü îñè êðèñòàëëà GPhNH4 äåéñòâóþò

ñèëû Âàí-äåð-Âààëüñà, äëèíà ìåæìîëåêóëÿðíûõ ñâÿçåé ïðåâûøàåò äëèíó ñâÿçåé

â äðóãèõ êðèñòàëëàõ ðàññìàòðèâàåìîãî ñåìåéñòâà. Ýòèì ìîæíî îáúÿñíèòü ñàìîå

íèçêîå çíà÷åíèå ìîäóëÿ ñäâèãà â íàïðàâëåíèè [001] ïðè ñêîëüæåíèè â ïëîñêîñòè

(010).

Коэффициенты Пуассона. Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, òðè ãèäðîôòàëàòà �

GPhRb, GPhCs, GPhNH4 � îêàçàëèñü ÷àñòè÷íûìè àóêñåòèêàìè (Òàáë.Ï.16). Â ãèä-

ðîôòàëàòàõ îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà âîçíèêàåò, âåðîÿòíî, âñëåäñòâèå

íàëè÷èÿ â èõ ñòðóêòóðå â ïëîñêîñòè ас ãîôðèðîâàííîãî ñëîÿ êàòèîíîâ. Ýòîò ñëîé

íå ïðîñòî ãîôðèðîâàííûé, íî è ñëåãêà ¾ñêðó÷åííûé¿ â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ âèíòî-

âîé îñè 21 ëèáî öåíòðà èíâåðñèè è ðàñïðåäåëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå íåðàâíîöåííûõ ïî

äëèíå ñâÿçåé êàòèîí�àíèîí (Ðèñ.1.33). Ïîïåðå÷íîå ðàñøèðåíèå ïðè ïðîäîëüíîì ðàñ-

òÿæåíèè ìîæíî îáúÿñíèòü ìîäåëüþ ¾ðàçâîðà÷èâàíèÿ êîíôåòû¿. Åñëè êðàÿ îáåðòêè

íå ñèëüíî çàêðó÷åíû (ðûõëûå), òî ïðè ðàñòÿæåíèè ôàíòèêà êîíôåòà ðàçâîðà÷èâà-

åòñÿ, êðàÿ îáåðòêè ðàñøèðÿþòñÿ. Åñëè îíè ñèëüíî çàêðó÷åíû, òî ïðè ðàñòÿæåíèè

ôàíòèêà îáåðòêà íå ðàçâîðà÷èâàåòñÿ, à åå êðàÿ ðàñòÿãèâàþòñÿ è ñæèìàþòñÿ, êàê

â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà. Ñðåäè ãèäðîôòàëàòîâ èçó÷àå-

ìîãî ñåìåéñòâà â GPhK ñàìûå êîðîòêèå ñâÿçè êàòèîí�àíèîí. Ñàìûå äëèííûå �
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â GPhCs, â GPhRb è GPhNH4 ýòè ðàññòîÿíèÿ ñðàâíèìû, òàê êàê èîííûå ðàäèó-

ñû ðóáèäèÿ è àììîíèÿ áëèçêè. Âåðîÿòíî, ïåðåêðåùåííûå ¾êîðîòêèå¿ ñâÿçè K�O íå

ïîçâîëÿþò ðàñøèðèòüñÿ êðèñòàëëó â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè ïðè ïðîäîëüíîì ðàñ-

òÿæåíèè (Ðèñ.1.33à). Â êðèñòàëëå GPhK èìåííî ñàìûå êîðîòêèå ñâÿçè K�O 2.641 �A

(íà Ðèñ.1.33à âûäåëåíû æèðíûìè ëèíèÿìè) ñîñòàâëÿþò óãîë ∼25∘ ñ íàïðàâëåíèÿ-
ìè ïðîäîëüíîãî ðàñòÿæåíèÿ è ïîïåðå÷íîé äåôîðìàöèè, ïðè êîòîðûõ êîýôôèöèåíò

Ïóàññîíà ìèíèìàëåí.

Â êðèñòàëëå GPhRb ìèíèìàëüíûé îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà

íàáëþäàåòñÿ, êîãäà íàïðàâëåíèå ïîïåðå÷íîãî ðàñòÿæåíèÿ òàêîå æå, êàê è â êðèñòàë-

ëå GPhK (óãîë ìåæäó ñàìûìè êîðîòêèìè ïåðåêðåùåííûìè ñâÿçÿìè è íàïðàâëåíè-

ÿìè ðàñòÿæåíèÿ è ïîïåðå÷íîé äåôîðìàöèè ∼30∘). Â êðèñòàëëàõ GPhCs è GPhNH4

ìèíèìàëüíûé îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ðåàëèçóåòñÿ, êîãäà ðàñòÿãè-

âàþòñÿ ñâÿçè 3.266 è 3.132 �A ñîîòâåòñòâåííî, à êðèñòàëëû ¾ðàçáóõàþò¿ âäîëü ñâÿ-

çåé 3.122, 3.132 è 2.914, 3.132 �A ñîîòâåòñòâåííî. Óãîë ìåæäó ñàìûìè êîðîòêèìè

ïåðåêðåùåííûìè ñâÿçÿìè è íàïðàâëåíèÿìè ðàñòÿæåíèÿ è ïîïåðå÷íîé äåôîðìàöèè

â îáîèõ êðèñòàëëàõ ∼30∘. Òî åñòü ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âî âñåõ èññëåäóåìûõ êðèñòàë-
ëàõ ãèäðîôòàëàòîâ ìèíèìàëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ðåàëèçóåòñÿ ïðèìåðíî â

îäíèõ è òåõ æå óñëîâèÿõ � ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíûé óãîë ìåæäó ñàìûìè êîðîòêèìè

¾äâîéíûìè¿ (ïåðåêðåùåííûìè) ñâÿçÿìè êàòèîí�àíèîí è íàïðàâëåíèÿìè ðàñòÿæå-

íèÿ è ïîïåðå÷íîé äåôîðìàöèè, êîòîðûé ñîñòàâëÿåò ∼25∘�30∘.
Àíàëèç óãëà 𝜃 (Òàáë.1.24) ïîçâîëèë âûÿâèòü çîíû (óãëû è êðèñòàëëîãðàôè-

÷åñêèå íàïðàâëåíèÿ), â ïðåäåëàõ êîòîðûõ êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà îòðèöàòåëüíûé.

Äëÿ GPhCs äèàïàçîí óãëîâ (7.69∘�82.3∘) øèðå, ÷åì äëÿ GPhRb è GPhNH4 (28.4
∘�

61.6∘ è 24.3∘�65.7∘ ñîîòâåòñòâåííî). Ýòîò ýôôåêò êîððåëèðóåò ñ äèàïàçîíàìè äëèí

ñâÿçåé êàòèîí�àíèîí â èññëåäóåìûõ ñòðóêòóðàõ. Â êðèñòàëëå GPhCs ñðåäíåå ðàñ-

ñòîÿíèå êàòèîí�àíèîí áîëüøå, ÷åì â êðèñòàëëàõ GPhRb è GPhNH4. Çîíû îòðèöà-

òåëüíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ó GPhRb è GPhNH4 ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò, íî

ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ îòëè÷àþòñÿ (−0.12 è −0.01 ñîîòâåòñòâåí-

íî). Èîííûå ðàäèóñû ðóáèäèÿ è àììîíèÿ áëèçêè, íî â êðèñòàëëå GPhNH4 áîëüøå

â 2 ðàçà ïàðàìåòð 𝑏 ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè, ìåíüøå ïàðàìåòð (îáúåì ýëåìåíòàðíîé

ÿ÷åéêè â 2 ðàçà áîëüøå), ÷åì â êðèñòàëëå GPhRb, ïðèñóòñòâóåò ñèñòåìà äîïîëíè-

òåëüíûõ âîäîðîäíûõ ñâÿçåé. Îíà ïðåïÿòñòâóåò äåôîðìàöèè êðèñòàëëà, ïîñêîëüêó

ýòè âîäîðîäíûå ñâÿçè íå çàòðàãèâàþò ñöåïëåíèå ìîëåêóë êèñëîòû â ñëîÿõ, à ó÷àñò-

âóþò â ñî÷ëåíåíèè ñëîåâ àíèîíîâ êèñëîòû ñî ñëîÿìè êàòèîíîâ. Âî âñåõ èññëåäóå-

ìûõ êðèñòàëëàõ êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà îáðàùàåòñÿ â íîëü, êîãäà ëèáî ðàñòÿæåíèå,

ëèáî ïîïåðå÷íàÿ äåôîðìàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ âäîëü ñàìîé êîðîòêîé ñâÿçè êàòèîí�

àíèîí. Â êðèñòàëëàõ GPhRb ýòî 2.799 �A, â GPhCs � 2.953 �A, â GPhNH4 � 2.807 �A

(Ðèñ.1.33à).
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1.7. Растяжение стержней с семиконстантной тетра-

гональной анизотропией [23]

Â ðàçäåëàõ, ðàññìîòðåííûõ âûøå, ìàòðèöà óïðóãèõ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëè÷-

íûõ âèäîâ àíèçîòðîïèè èìåëà îáùèé âèä ïðè îðèåíòàöèè 1)⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

* * * * * *
* * * * 0 0

* * * * 0 0

* * * * 0 0

* 0 0 0 * *
* 0 0 0 * *

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

ãäå çâåçäî÷êîé îáîçíà÷åíû íå íóëåâûå êîìïîíåíòû ìàòðèöû. Íèæå áóäåò ðàññìîò-

ðåíî ðàñòÿæåíèå ñòåðæíåé ñ 7-ìè êîíñòàíòíîé òåòðàãîíàëüíîé àíèçîòðîïèåé. Ìàò-

ðèöà óïðóãèõ êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ýòèõ êðèñòàëëîâ íå ïîä÷èíÿåòñÿ ïðèâåäåííîìó

âûøå âèäó (𝑠16 = −𝑠26 ̸= 0).

Ïðè õàðàêòåðèñòèêå íàïðàâëåíèÿ ðàñòÿæåíèÿ 7-ìè êîíñòàíòíîãî òåòðàãî-

íàëüíîãî êðèñòàëëà åäèíè÷íûì âåêòîðîì n è èñïîëüçîâàíèè ïîïåðå÷íîãî åäèíè÷-

íîãî âåêòîðàm ìîäóëü Þíãà è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç

êîìïîíåíòû ýòèõ âåêòîðîâ è ìàòðè÷íûå êîýôôèöèåíòû ïîäàòëèâîñòè 𝑠11 = 𝑠22, 𝑠12,

𝑠13 = 𝑠23, 𝑠33, 𝑠44 = 𝑠55, 𝑠66, 𝑠16 = −𝑠26 ñëåäóþùèì îáðàçîì

− 𝜈

𝐸
= 𝑠11(𝑛

2
1𝑚

2
1 + 𝑛2

2𝑚
2
2) + 𝑠12(𝑛

2
1𝑚

2
2 + 𝑛2

2𝑚
2
1) + 𝑠13(𝑛

2
3 +𝑚2

3 − 2𝑛2
3𝑚

2
3)+

+𝑠33𝑛
2
3𝑚

2
3 + 𝑠44(𝑛1𝑚1 + 𝑛2𝑚2)𝑛3𝑚3 + 𝑠66𝑛1𝑛2𝑚1𝑚2+

+𝑠16[(𝑛
2
1 − 𝑛2

2)𝑚1𝑚2 + (𝑚2
1 −𝑚2

2)𝑛1𝑛2],

𝐸−1 = 𝑠11
(︀
𝑛4
1 + 𝑛4

2

)︀
+ 𝑠33𝑛

4
3 + (2𝑠12 + 𝑠66)𝑛

2
1𝑛

2
2+

+ (2𝑠13 + 𝑠44) (1 − 𝑛2
3)𝑛

2
3 + 2𝑠16

(︀
𝑛2
1 − 𝑛2

2

)︀
𝑛1𝑛2.

Åñëè èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòðèçàöèþ ñ ïîìîùüþ óãëîâ Ýéëåðà 𝜙, 𝜃, 𝜓, òî äëÿ åäè-

íè÷íûõ âåêòîðîâ n è m áóäåì èìåòü

n =

⎛⎜⎝ sin𝜙 sin 𝜃

− cos𝜙 sin 𝜃

cos 𝜃

⎞⎟⎠ , m =

⎛⎜⎝ − sin𝜙 cos 𝜃 sin𝜓 + cos𝜙 cos𝜓

cos𝜙 cos 𝜃 sin𝜓 + sin𝜙 cos𝜓

sin 𝜃 sin𝜓

⎞⎟⎠ .

è, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ìîäóëÿ Þíãà 𝐸 è êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈 ïîëó÷èì

1

𝐸
=

(︂
𝑠11 −

𝛿

2
sin2 2𝜙+

𝑠16
2

sin 4𝜙

)︂
sin4 𝜃 +

(︀
𝑠33 − (𝑠33 − 2𝑠13 − 𝑠44) sin2 𝜃

)︀
cos2 𝜃,
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− 𝜈

𝐸
= 𝐴(𝜙, 𝜃) cos2 𝜓 +𝐵(𝜙, 𝜃) sin2 𝜓 +𝐷(𝜙, 𝜃) sin𝜓 cos𝜓,

𝐴(𝜙, 𝜃) = 𝑠12 sin2 𝜃 + 𝑠13 cos2 𝜃 +

(︂
𝛿

2
sin2 2𝜙− 𝑠16

2
sin 4𝜙

)︂
sin2 𝜃,

𝐵(𝜙, 𝜃) = 𝑠13 +
1

4

(︂
𝑠33 + 𝑠11 − 𝑠44 − 2𝑠13 −

𝛿

2
sin2 2𝜙+

𝑠16
2

sin 4𝜙

)︂
sin2 2𝜃,

𝐷(𝜙, 𝜃) =

(︂
𝛿

2
sin 4𝜙− 𝑠16 cos 4𝜙

)︂
sin2 𝜃 cos 𝜃,

𝛿 = 𝑠11 − 𝑠12 −
1

2
𝑠66.

Ìîäóëü Þíãà ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ ïåðèîäàìè 𝑇𝜙 = 𝜋/2, 𝑇𝜃 = 𝜋, à

êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà èìååò ïåðèîäû 𝑇𝜙 = 𝜋/2, 𝑇𝜃 = 2𝜋, 𝑇𝜓 = 𝜋.

Òàáëèöà 1.25: Ìèíèìàëüíûå è ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà, à

òàêæå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà óñðåäíåííîãî ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì ⟨𝜈⟩.

Êðèñòàëëû 𝜈min 𝜈max ⟨𝜈⟩
AgClO3 0.24 0.54 0.39

C(CH2OH)4 0.02 0.93 0.41

C14H8O4 −0.50 0.20 −0.13

CaMoO4 0.18 0.51 0.29

CaWO4 0.14 0.58 0.29

InPS4 −0.32 0.86 0.30

−0.17 0.68 0.27

LiBi(MoO4)2 0.16 0.55 0.32

LiY0.5Tb0.5F4 −0.64 1.41 0.38

LiYF4 −0.01 0.71 0.33

NaBi(MoO4)2 0.18 0.40 0.29

NaBi(WO4)2 0.13 0.52 0.30

NbO2 0.04 0.54 0.32

0.04 0.54 0.32

PbMoO4 0.08 0.67 0.35

SrMoO4 0.13 0.48 0.29

Êîëè÷åñòâî èçó÷åííûõ 7-ìè êîíñòàíòíûõ òåòðàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ, êàê

ìîæíî âèäåòü èç äàííûõ ñïðàâî÷íèêà [172], ìàëî. Îíî ãîðàçäî ìåíüøå êîëè÷å-

ñòâà êðèñòàëëîâ äðóãèõ ñèñòåì. ×èñëåííûé àíàëèç êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà íà áàçå

âûøåóêàçàííûõ ôîðìóë è äàííûõ îá óïðóãèõ êîýôôèöèåíòàõ, ñîáðàííûõ â ñïðà-

âî÷íèêå [172], ïîêàçàë, ÷òî ñðåäè ÷åòûðíàäöàòè 7-ìè êîíñòàíòíûõ òåòðàãîíàëüíûõ

êðèñòàëëîâ ÷åòûðå, à èìåííî, êðèñòàëëû LiY0.5Tb0.5F4, C14H8O4, InPS4, LiYF4 ÿâ-

ëÿþòñÿ ÷àñòè÷íûìè àóêñåòèêàìè. Â Òàáë.1.25 ñâåäåíû ýêñòðåìàëüíûå è ñðåäíèå ïî
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òðåì óãëàì çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà âñåõ 14-òè êðèñòàëëîâ. Ýêñòðåìàëü-

íûå çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿëèñü ïî èçìåíåíèþ ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ 𝜈(𝜙, 𝜃, 𝜓) = 𝑐 ïðè

èçìåíåíèè âåëè÷èíû 𝑐. Ñðåäíèé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà îêàçàëñÿ îòðèöàòåëüíûì

(⟨𝜈⟩ = −0.13) òîëüêî ó êðèñòàëëà C14H8O4. Ó îñòàëüíûõ òðèíàäöàòè êðèñòàëëîâ îí

çàêëþ÷åí â äèàïàçîíå îò 0.27 äî 0.41 (ñì. Òàáë.1.25).

Çîíû óãëîâûõ îðèåíòàöèé ÷àñòè÷íûõ àóêñåòèêîâ, õàðàêòåðèçóåìûå îòðèöà-

òåëüíûìè çíà÷åíèÿìè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà, îòäåëÿþòñÿ îò çîí ñ ïîëîæèòåëü-

íûìè êîýôôèöèåíòàìè ïîâåðõíîñòüþ àóêñåòè÷íîñòè 𝜈 = 0, âèä êîòîðîé â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ ïðåäûäóùèìè ôîðìóëàìè ìîæåò áûòü îïèñàí àíàëèòè÷åñêè ñëåäóþùèì

îáðàçîì

𝐴(𝜙, 𝜃) cos2 𝜓 +𝐵(𝜙, 𝜃) sin2 𝜓 +𝐷(𝜙, 𝜃) sin𝜓 cos𝜓 = 0.

Ðèñ. 1.37: Ïîâåðõíîñòè àóêñåòè÷íîñòè 𝜈(𝜙, 𝜃, 𝜓) = 0 äëÿ C14H8O4 (à), InPS4 (á),

LiY0.5Tb0.5F4 (â).

Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ýòîé ïîâåðõíîñòè îêàçûâàåòñÿ ðàçëè÷íîé äëÿ ðàçíûõ

àóêñåòè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ (Ðèñ.1.37). Äëÿ êðèñòàëëà C14H8O4 àóêñåòè÷åñêàÿ ïî-

âåðõíîñòü èìååò îòêðûòûé òðóá÷àòûé õàðàêòåð (ïðîõîäèò ÷åðåç âñå ÿ÷åéêè óãëî-

âîé ïåðèîäè÷íîñòè) è îäíè åå ÷àñòè îêàçûâàþòñÿ âëîæåííûìè â äðóãèå. Ïðè ýòîì

çîíû óãëîâîé îðèåíòàöèè ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà ðàñïîëàãà-

þòñÿ ìåæäó âíåøíåé è âíóòðåííèìè ÷àñòÿìè àóêñåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Äëÿ êðè-

ñòàëëà LiY0.5Tb0.5F4 àóêñåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ðàññûïàåòñÿ íà çàìêíóòûå ÷àñòè,

çàìêíóòîñòü êîòîðûõ î÷åâèäíà ïðè ó÷åòå ñîñåäíèõ ïåðèîäè÷åñêèõ óãëîâûõ ÿ÷ååê.

Â ýòîì ñëó÷àå óãëîâûå çîíû ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà íàõîäÿòñÿ

âíóòðè ýòèõ çàìêíóòûõ ÷àñòåé. Íàêîíåö, äëÿ êðèñòàëëà InPS4 óãëîâûå çîíû ñ îòðè-

öàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà îêàçûâàþòñÿ âíóòðè êàê ìàëûõ çàìêíóòûõ,

òàê è îòêðûòûõ òðóáêîîáðàçíûõ ÷àñòåé àóêñåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè (Ðèñ.1.37á). Äëÿ

áîëüøåé íàãëÿäíîñòè ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè íà Ðèñ.1.37 âûáðàíû ðàçíûìè.

×èñëåííûå îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèé ìîäóëÿ Þíãà,

ïîëó÷åííûå èç àíàëèçà âûøåóêàçàííûõ ôîðìóë äëÿ 𝐸 è äàííûõ îá óïðóãèõ êî-
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Òàáëèöà 1.26: Ãðàíèöû èçìåí÷èâîñòè ìîäóëåé Þíãà äëÿ 7-ìè êîíñòàíòíûõ òåòðà-

ãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ â ñëó÷àå ïðÿìîëèíåéíîé àíèçîòðîïèè.

Êðèñòàëëû 𝐸max 𝐸min Êðèñòàëëû 𝐸max 𝐸min

AgClO3 31 23.8 LiY0.5Tb0.5F4 105 14.6

C(CH2OH)4 26 3.48 LiYF4 92.4 47

C14H8O4 11 10.2 NaBi(MoO4)2 93.9 68.9

CaMoO4 138 86.4 NaBi(WO4)2 110 61.9

CaWO4 138 73.1 NbO2 355 170

InPS4 23.7 21.6 354 169

29 26.1 PbMoO4 100 38.7

LiBi(MoO4)2 85 49.3 SrMoO4 116 69.9

ýôôèöèåíòàõ èç [172], ñîáðàíû â Òàáë.1.26. Èç ýòîé òàáëèöû, â ÷àñòíîñòè, ìîæíî

âèäåòü, ÷òî íàèìåíüøåé èçìåí÷èâîñòüþ ìîäóëÿ Þíãà (äåñÿòü ïðîöåíòîâ) ïðè èç-

ìåíåíèè îðèåíòàöèè îáëàäàþò êðèñòàëëû InPS4 è C14H8O4. Íå âåëèêà îíà è äëÿ

êðèñòàëëà AgClO3 (òðèäöàòü ïðîöåíòîâ). Áîëüøèì ðàçëè÷èåì ìàêñèìàëüíîãî è

ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèé ìîäóëÿ Þíãà õàðàêòåðèçóþòñÿ êðèñòàëëû C(CH2OH)4 è

LiY0.5Tb0.5F4 (áîëåå ÷åì â 7 ðàç). Äëÿ îñòàëüíûõ äåâÿòè êðèñòàëëîâ èìååò ìåñòî

ðàçëè÷èå â 1.6 - 2.6 ðàçà. Êàêîé-ëèáî ñâÿçè ìåæäó èçìåí÷èâîñòüþ ìîäóëÿ Þíãà è

îòðèöàòåëüíîñòüþ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà äëÿ 7-ìè êîíñòàíòíûõ òåòðàãîíàëüíûõ

êðèñòàëëîâ íå îáíàðóæåíî.

1.8. Растяжение стержней с семиконстантной ромбо-

эдрической анизотропией [24]

Ìàòðèöà óïðóãèõ êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ñåìèêîíñòàíòíîé ðîìáîýäðè÷åñêîé àíè-

çîòðîïèè òàêæå, êàê è ñåìèêîíñòàíòíîé òåòðàãîíàëüíîé àíèçîòðîïèè, íå ïîä÷èíÿ-

åòñÿ âèäó ïðè îðèåíòàöèè 1)⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

* * * * * *
* * * * 0 0

* * * * 0 0

* * * * 0 0

* 0 0 0 * *
* 0 0 0 * *

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

ãäå çâåçäî÷êîé îáîçíà÷åíû íå íóëåâûå êîìïîíåíòû ìàòðèöû. Äëÿ 7-ìè êîíñòàíòíûõ

ðîìáîýäðè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè èìååò âèä [171]
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⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑠11 𝑠12 𝑠13 𝑠14 𝑠15 0

𝑠12 𝑠11 𝑠13 −𝑠14 −𝑠15 0

𝑠13 𝑠13 𝑠33 0 0 0

𝑠14 −𝑠14 0 𝑠44 0 −2𝑠15
𝑠15 −𝑠15 0 0 𝑠44 2𝑠14
0 0 0 −2𝑠15 2𝑠14 2(𝑠11 − 𝑠12)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå 𝑠15 = 0 ïîëó÷àåì ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè äëÿ 6-

òè êîíñòàíòíûõ ðîìáîýäðè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ, à ïðè 𝑠14 = 𝑠15 = 0 ìàòðèöó äëÿ

ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèé 𝑠𝑖𝑗 âûðàæåíèÿ äëÿ ìîäóëÿ Þíãà

𝐸 (1.1) è êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈 (1.2) ïðèíèìàþò âèä

𝐸−1(n) = 𝑠11 + (2𝑠13 − 2𝑠11 + 𝑠44)𝑛
2
3 + (𝑠11 + 𝑠33 − 2𝑠13 − 𝑠44)𝑛

4
3+

+2𝑠14[(𝑛
2
1 − 𝑛2

2)𝑛2𝑛3 + 2𝑛2
1𝑛2𝑛3] + 2𝑠15[(𝑛

2
1 − 𝑛2

2)𝑛1𝑛3 − 2𝑛1𝑛
2
2𝑛3],

−𝜈 (n,m)

𝐸(n)
= 𝑠12(𝑛1𝑚2 − 𝑛2𝑚1)

2 + 𝑠13(𝑛
2
3 +𝑚2

3) + (𝑠11 + 𝑠33 − 2𝑠13 − 𝑠44)𝑛
2
3𝑚

2
3+

+𝑠14[(𝑛
2
1 − 𝑛2

2)𝑚2𝑚3 + (𝑚2
1 −𝑚2

2)𝑛2𝑛3 + 2𝑛1𝑚1(𝑚2𝑛3 + 𝑛2𝑚3)]+

+𝑠15[(𝑛
2
1 − 𝑛2

2)𝑚1𝑚3 + (𝑚2
1 −𝑚2

2)𝑛1𝑛3 − 2𝑛2𝑚2(𝑛3𝑚1 + 𝑛1𝑚3)],

à ïðè ïàðàìåòðèçàöèè íàïðàâëåíèÿ ðàñòÿæåíèÿ óãëàìè Ýéëåðà 𝜙, 𝜃, 𝜓 (1.3), (1.4)

ìîäóëü Þíãà è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

𝐸−1(𝜙, 𝜃) = 𝑠11 sin4 𝜃 + (2𝑠13 + 𝑠44) sin2 𝜃 cos2 𝜃 + 𝑠33 cos4 𝜃−
−2 sin3 𝜃 cos 𝜃[𝑠14(3 cos𝜙− 4 cos3 𝜙) + 𝑠15(3 sin𝜙− 4 sin3 𝜙)],

−𝜈(𝜙, 𝜃, 𝜓)

𝐸(𝜙, 𝜃)
= 𝐴(𝜙, 𝜃) cos2 𝜓 +𝐵(𝜙, 𝜃) sin2 𝜓 +𝐷(𝜙, 𝜃) cos𝜓 sin𝜓,

𝐴(𝜙, 𝜃) = 𝑠12 sin2 𝜃 + 𝑠13 cos2 𝜃+

+[𝑠14(3 cos𝜙− 4 cos3 𝜙) + 𝑠15(3 sin𝜙− 4 sin3 𝜙)] cos 𝜃 sin 𝜃,

𝐵(𝜙, 𝜃) = 𝑠13 sin4 𝜃 + (𝑠11 + 𝑠33 − 𝑠44) cos2 𝜃 sin2 𝜃−
−[𝑠14(3 cos𝜙− 4 cos3 𝜙) + 𝑠15(3 sin𝜙− 4 sin3 𝜙)] cos 2𝜃 cos 𝜃 sin 𝜃,

𝐷(𝜙, 𝜃) = [𝑠14(3 sin𝜙− 4 sin3 𝜙) − 𝑠15(3 cos𝜙− 4 cos3 𝜙)](2 sin 𝜃 − 3 sin3 𝜃).

Ìîäóëü Þíãà è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè óã-

ëîâ Ýéëåðà ñ ïåðèîäàìè 𝑇𝜙 = 2𝜋, 𝑇𝜃 = 𝜋 è 𝑇𝜙 = 2𝜋, 𝑇𝜃 = 2𝜋, 𝑇𝜓 = 𝜋, ñîîòâåòñòâåííî.

×èñëåííûé àíàëèç ýòèõ ôîðìóë ñ èñïîëüçîâàíèåì ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàí-

íûõ ïî ìàòðè÷íûì êîýôôèöèåíòàì ïîäàòëèâîñòè, ïðèâåäåííûõ â [172], ïîçâîëÿåò

óñòàíîâèòü, ÷òî òîëüêî òðè èç âîñüìè 7-ìè êîíñòàíòíûõ ðîìáîýäðè÷åñêèõ êðèñòàë-

ëîâ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè÷íûìè àóêñåòèêàìè (Òàáë.1.27). Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ýêñòðå-

ìàëüíûå è îñðåäíåííûå ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà
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Òàáëèöà 1.27: Ìèíèìàëüíûå è ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà, à

òàêæå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà óñðåäíåííîãî ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì ⟨𝜈⟩.

Êðèñòàëëû 𝜈min 𝜈max ⟨𝜈⟩ Êðèñòàëëû 𝜈min 𝜈max ⟨𝜈⟩
SbI3 −0.60 0.71 0.10 Pb4.7Ba0.3Ge3O11 0.15 0.34 0.25

Be2SiO4 0.22 0.37 0.28 Pb5Ge3O11 0.13 0.34 0.25

BiI3 (83 K) 0.01 0.47 0.23 Pb5Ge3O11, s
𝐸 0.12 0.37 0.25

Ce2Mg3(NO3)12·24H2O 0.17 0.54 0.32 0.12 0.37 0.25

CaMg(CO3)2 −0.07 0.73 0.30 MgSiO3 −0.02 0.51 0.25

Ðèñ. 1.38: Ïîâåðõíîñòè àóêñåòè÷íîñòè êðèñòàëëîâ SbI3 (à), CaMg(CO3)2 (á) è

MgSiO3 (â).

êðèñòàëëîâ. Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà äëÿ âñåõ êðèñòàëëîâ ïîëî-

æèòåëüíû è ìåíÿþòñÿ â äèàïàçîíå 0.1-0.3.

Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî èçîáðàæåíèÿ ñîâîêóïíîñòåé îðèåíòàöèé ïðè êîòî-

ðûõ íàáëþäàåòñÿ îòðèöàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà óäîáíî ïîñòðîèòü â ïðî-

ñòðàíñòâå óãëîâ Ýéëåðà 𝜙, 𝜃, 𝜓 àóêñåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè, ò.å. ïîâåðõíîñòè íóëå-

âîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì 𝜈(𝜙, 𝜃, 𝜓) = 0.

Â ðàìêàõ ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþùèõñÿ óãëîâûõ ÿ÷ååê ñ ïåðèîäàìè 𝑇𝜙 = 2𝜋,

𝑇𝜃 = 2𝜋, 𝑇𝜓 = 𝜋 òàêèå ïîâåðõíîñòè äëÿ äâóõ àóêñåòè÷åñêèõ 7-ìè êîíñòàíòíûõ ðîì-

áîýäðè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ MgSiO3 è CaMg(CO3)2 ïîâåðõíîñòè àóêñåòè÷íîñòè îòíî-

ñÿòñÿ ê ¾çàêðûòîìó¿ òèïó, à äëÿ àóêñåòè÷åñêîãî êðèñòàëëà SbI3 ê ¾îòêðûòîìó¿

òèïó (Ðèñ.1.38).

1.9. Средний коэффициент Пуассона для кристал-

лов [25]

Àíèçîòðîïèÿ ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ êðèñòàëëîâ îïèðàåòñÿ íà ðàçíîîáðàçèå èõ

çàâèñèìîñòåé îò îðèåíòàöèè êðèñòàëëè÷åñêèõ îáðàçöîâ îòíîñèòåëüíî ïðîñòåéøåãî

òèïà ñèñòåìû êîîðäèíàò, èìåíóåìîé êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîé. Ïðè ïàðàìåòðèçàöèè

ýòîé îðèåíòàöèè òðåìÿ óãëîâûìè ïåðåìåííûìè, óãëàìè Ýéëåðà, â ñëó÷àå îäíîîñ-
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íîé äåôîðìàöèè ðàñòÿæåíèÿ êðèñòàëëà íàèáîëåå ïðîñòîé îêàçûâàåòñÿ çàâèñèìîñòü

îò óãëà 𝜓, îïèñûâàþùàÿ ïîâîðîò êðèñòàëëà â ïîïåðå÷íîé ïî îòíîøåíèþ ê íàïðàâ-

ëåíèþ ðàñòÿæåíèÿ ïëîñêîñòè. Îáùàÿ ñòðóêòóðà óãëîâûõ çàâèñèìîñòåé îòíîøåíèÿ

êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈(𝜙, 𝜃, 𝜓) ê ìîäóëþÞíãà 𝐸(𝜙, 𝜃) èìååò âèä (ñì. ðàçäåë 1.1)

− 𝜈

𝐸
= 𝐴(𝜙, 𝜃) cos2 𝜓 +𝐵(𝜙, 𝜃) cos2 𝜓 +𝐷(𝜙, 𝜃) cos𝜓 sin𝜓, (1.110)

𝐴 = − 𝜈

𝐸

⃒⃒⃒
𝜓=0

, 𝐵 = − 𝜈

𝐸

⃒⃒⃒
𝜓=𝜋/2

, 𝐷 + 𝐴+𝐵 = − 𝜈

𝐸

⃒⃒⃒
𝜓=𝜋/4

.

Ïðè îñðåäíåíèè ïî âñåì ïîïåðå÷íûì íàïðàâëåíèÿì ïîëó÷àåì

−⟨𝜈⟩
𝐸

≡ − 1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝜈

𝐸
𝑑𝜓 =

1

2
[𝐴(𝜙, 𝜃) +𝐵(𝜙, 𝜃)] . (1.111)

Ïðè ïîëíîì îñðåäíåíèè ïî âñåì òðåì óãëàì èìååì

−𝜈 ≡ − 1

8𝜋2

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜓

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜙

∫︁ 𝜋

0

𝜈 (𝜙, 𝜃, 𝜓) sin 𝜃 𝑑𝜃 =
1

2
(⟨𝐴𝐸⟩ + ⟨𝐵𝐸⟩) . (1.112)

1.9.1. Гексагональные ауксетики

Íàèáîëåå ïðîñòûì ÿâëÿåòñÿ àíàëèç êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ, êàê íàèáîëåå

ñèììåòðè÷íûõ. Ñëåäóþùèì ïî ïðîñòîòå îêàçûâàåòñÿ ñëó÷àé ãåêñàãîíàëüíûõ êðè-

ñòàëëîâ, îáëàäàþùèõ òðàíñâåðñàëüíîé èçîòðîïèåé, è òåì ñàìûì íåçàâèñèìîñòüþ

óïðóãèõ ñâîéñòâ îò óãëà 𝜙. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì

𝐴 = 𝑠12 sin2 𝜃 + 𝑠13 cos2 𝜃, (1.113)

𝐵 = 𝑠13 cos2 2𝜃 +𝑄 sin2 𝜃 cos2 𝜃, (1.114)

𝐷 = 0,

1

𝐸
=
(︀√

𝑠11 sin2 𝜃 −
√
𝑠33 cos2 𝜃

)︀2
+ (𝑠44 + 2𝑠13 + 2

√
𝑠11𝑠33) sin2 𝜃 cos2 𝜃,

𝑄 ≡ 𝑠11 + 𝑠33 + 2𝑠13 − 𝑠44.

Çäåñü ïîëîæèòåëüíîñòü ìîäóëÿ Þíãà î÷åâèäíà â ñèëó òåðìîäèíàìè÷åñêèõ

îãðàíè÷åíèé íà êîýôôèöèåíòû ïîäàòëèâîñòè ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ

𝑠11 > 0, 𝑠33 > 0, 𝑠44 > 0, 1 > 0.5

(︂
1 +

𝑠12
𝑠11

)︂
>

𝑠213
𝑠11𝑠33

.

Ôîðìóëà äëÿ îòíîøåíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ê ìîäóëþ Þíãà äëÿ ãåê-

ñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ ïðèíèìàåò âèä

− 𝜈

𝐸
=
(︀
𝑠12 sin2 𝜃 + 𝑠13 cos2 𝜃

)︀
cos2 𝜓 +

(︂
𝑠13 cos2 2𝜃 +

1

4
𝑄 sin2 2𝜃

)︂
sin2 𝜓. (1.115)
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Òðè íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ ïîëíûõ ãåêñàãîíàëüíûõ àóêñåòèêîâ ìîæíî ïîëó÷èòü

â ñëó÷àå òðåõ ÷àñòíûõ íàïðàâëåíèé 𝜓 = 𝜃 = 0; 𝜓 = 0, 𝜃 = 𝜋/2 è 𝜓 = 2𝜃 = 𝜋/2

𝑠13 > 0, 𝑠12 > 0, 𝑄 > 0.

Ýòè óñëîâèÿ îêàçûâàþòñÿ è äîñòàòî÷íûìè äëÿ ïîëíûõ àóêñåòèêîâ. Ïðè âûïîëíå-

íèè èõ ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû äëÿ îòíîøåíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà è ïîëîæè-

òåëüíîãî ìîäóëÿ Þíãà ïîëîæèòåëüíà. Òàêîé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí ðàíåå â [98].

Ïðîòèâîïîëîæíûå íåðàâåíñòâà

𝑠13 < 0, 𝑠12 < 0, 𝑄 < 0 (1.116)

àíàëîãè÷íî îáåñïå÷èâàþò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ íåàóêñåòèêîâ.

Åñëè âûïîëíåíû íå âñå ýòè òðè íåðàâåíñòâà, òî ìû áóäåì èìåòü ñëó÷àè ÷àñòè÷íûõ

ãåêñàãîíàëüíûõ àóêñåòèêîâ.

Àíàëèç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïî ãåêñàãîíàëüíûì êðèñòàëëàì, ñîáðàí-

íûõ â ñïðàâî÷íèêå [172], ïîêàçàë, ÷òî ëèøü øåñòü êðèñòàëëîâ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè÷íû-

ìè àóêñåòèêàìè, è íåò íè îäíîãî ïîëíîãî àóêñåòèêà. Ëèøü äâà èç òðåõ íåðàâåíñòâ

(1.116) âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ýòèõ ÷àñòè÷íûõ àóêñåòèêîâ, êàê ÿñíî èç Òàáë.1.28.

Òàáëèöà 1.28: Óïðóãèå ïàðàìåòðû ÷àñòè÷íûõ ãåêñàãîíàëüíûõ àóêñåòèêîâ.

Êðèñòàëëû 𝑠12, 𝑠12, 𝑄, 𝑠12 + 𝑠13, 𝑠13 − 𝑠12,

ÒÏà−1 ÒÏà−1 ÒÏà−1 ÒÏà−1 ÒÏà−1

MoS2 1.35 −2.76 −32.44 −1.41 −4.11

Zn 0.60 −7 −3.38 −6.4 −7.6

C7H12 −1030 −240 379 −1270 790

Be −0.28 −0.05 0.06 −0.33 0.23

BeCu (2.4at%Cu) −0.35 −0.03 0.43 −0.38 0.32

TiB2 −0.99 −1.15 0.22 −2.14 −0.16

Êðèñòàëëû 2𝑠12 + 2𝑠13 +𝑄, 𝑠12 +𝑄, ⟨𝜈⟩min ⟨𝜈⟩max 𝜈

ÒÏà−1 ÒÏà−1

MoS2 −35.26 −31.09 0.12 0.25 0.21

Zn −16.18 −2.78 0.17 0.39 0.26

C7H12 −2161 −651 0.39 0.47 0.44

Be −0.6 −0.22 0.02 0.05 0.03

BeCu (2.4at%Cu) −0.33 0.08 0.006 0.06 0.03

TiB2 −4.06 −0.77 0.24 0.41 0.32

×òî êàñàåòñÿ ñðåäíåãî ïî ïîïåðå÷íûì íàïðàâëåíèÿì êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà

äëÿ ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.111), (1.113)-(1.115) èìååì
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−2
⟨𝜈⟩
𝐸

= −2
𝜈

𝐸

⃒⃒⃒
𝜓=𝜋/4

= 𝑠12 sin2 𝜃 + 𝑠13
(︀
cos2 𝜃 + cos2 2𝜃

)︀
. (1.117)

Çäåñü òðåì ÷àñòíûì îðèåíòàöèÿì 𝜃 = 0, 𝜃 = 𝜋/2, 𝜃 = 𝜋/4 áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü

íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ íåàóêñåòèêîâ â ñðåäíåì ïî ïîïåðå÷íûì íàïðàâëåíèÿì

âèäà

𝑠13 < 0, 𝑠12 + 𝑠13 < 0, 2𝑠12 + 2𝑠13 +𝑄 < 0,

êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ïåðå÷èñëåííûõ øåñòè ÷àñòè÷íûõ àóêñåòèêîâ (ñì. Òàáë.1.28).

Êàê âèäíî èç (1.117) îäíèì èç äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé äëÿ íåàóêñåòèêîâ â ñðåäíåì

îñòàþòñÿ òå æå óñëîâèÿ (1.116). Äëÿ îáñóæäàåìûõ êðèñòàëëîâ îíè íå óäîâëåòâîðÿ-

þòñÿ. Îäíàêî, ïîñëå ïåðåãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ â âûðàæåíèè (1.117) îíî ïðèâî-

äèòñÿ ê âèäó

−2
⟨𝜈⟩
𝐸

= 𝑠13
(︀
cos2 𝜃 + cos2 2𝜃

)︀
+
(︀
𝑠12 +𝑄 cos2 𝜃

)︀
sin2 𝜃.

Ýòîìó âûðàæåíèþ ñîîòâåòñòâóþò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ íåàóêñåòèêîâ â ñðåäíåì

𝑠13 < 0, 𝑠12 < 0, 𝑠12 +𝑄 < 0,

êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ äëÿ òðåõ ÷àñòè÷íûõ àóêñåòèêîâ Be, C7H12, TiB2 (ñì. Òàáë.1.28).

Äðóãèå óñëîâèÿ

𝑠13 + 𝑠12 < 0, 𝑠13 − 𝑠12 < 0, 𝑄 < 0

îêàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷íûìè äëÿ îòðèöàòåëüíîñòè ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (1.113),

êàê ÿñíî ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ê âèäó

−2
⟨𝜈⟩
𝐸

= (𝑠13 + 𝑠12) cos2 𝜃 + (𝑠13 − 𝑠12) cos2 2𝜃 +𝑄 cos2 𝜃 sin2 𝜃

è îíè âûïîëíÿþòñÿ äëÿ MoS2 è Zn (ñì. Òàáë.1.28), ò.å. ýòè êðèñòàëëû òîæå íå ÿâ-

ëÿþòñÿ àóêñåòèêàìè â ñðåäíåì. Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîäòâåðæäàþò ýòî

äëÿ âñåõ øåñòè îáñóæäàâøèõñÿ ÷àñòè÷íûõ àóêñåòèêîâ. Â èòîãå âñå ãåêñàãîíàëü-

íûå êðèñòàëëû èç ñïðàâî÷íèêà [172] ÿâëÿþòñÿ íåàóêñåòèêàìè â ñðåäíåì. Â òàáëèöå

ïðèâåäåíû òàêæå ìèíèìàëüíûå è ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ñðåäíåãî ïî ïîïåðå÷íûì

íàïðàâëåíèÿì êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ⟨𝜈⟩ è âåëè÷èíû ïîëíîãî ñðåäíåãî êîýôôè-

öèåíòà Ïóàññîíà 𝜈 øåñòè êðèñòàëëîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ÷àñòè÷íûìè àóêñåòèêàìè äî

îñðåäíåíèÿ.

1.9.2. Анизотропные ауксетики

Ñîîòíîøåíèå (1.110) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó
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− 𝜈

𝐸
=

1

2
[(𝐴+𝐵) +𝑅 cos(𝜓 − 𝛾)] , (1.118)

ãäå

𝑅 =

√︁
(𝐴−𝐵)2 +𝐷2, cos 2𝛾 =

𝐴−𝐵

𝑅
, sin 2𝛾 =

𝐷

𝑅
.

Ñîãëàñíî (1.112) è (1.118) êðèñòàëëû áóäóò ÿâëÿòüñÿ ïîëíûìè àóêñåòèêàìè åñëè

𝐴+𝐵 −𝑅 > 0

èëè

4𝐴𝐵 > 𝐷2 ïðè 𝐴 > 0, 𝐵 > 0.

Äëÿ íåàóêñåòèêîâ àíàëîãè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

𝐴+𝐵 +𝑅 < 0

èëè

4𝐴𝐵 > 𝐷2 ïðè 𝐴 < 0, 𝐵 < 0.

Ýòè óñëîâèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ. Òàêèå ðå-

çóëüòàòû áûëè ðàíåå ïîëó÷åíû â [98].

Äëÿ ÷àñòè÷íûõ àóêñåòèêîâ õàðàêòåðíà ñìåíà çíàêà êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà

ïðè ðàçëè÷íûõ îðèåíòàöèÿõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì ãðàíèöû àóêñåòè÷íîñòè 𝜈 = 0

äëÿ ÷àñòè÷íûõ àóêñåòèêîâ íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå áóäåò èìåòü âèä

−𝑅 ≤ 𝐴+𝐵 ≤ 𝑅.

Àíàëîãè÷íûé àíàëèç ìîæíî ïðîâåñòè è äëÿ ñðåäíåãî ïî ïîïåðå÷íûì íàïðàâ-

ëåíèÿì êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà. Ñîãëàñíî (1.111) êðèñòàëëû áóäóò ïîëíûìè àóê-

ñåòèêàìè â ñðåäíåì ïî ïîïåðå÷íûì íàïðàâëåíèÿì ïðè

𝐴+𝐵 > 0. (1.119)

Äëÿ íåàóêñåòèêîâ â ñðåäíåì ïî ïîïåðå÷íûì íàïðàâëåíèÿì èìååò ìåñòî îáðàòíîå

íåðàâåíñòâî

𝐴+𝐵 < 0.

Äëÿ ÷àñòè÷íûõ àóêñåòèêîâ â ñðåäíåì ïî ïîïåðå÷íûì íàïðàâëåíèÿì õàðàêòåðíî

óñëîâèå

𝐴+𝐵 = 0.
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Ïðåäñòàâëåííûå âûøå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè.

Â ðàáîòå [98] ïðåäñòàâëåíû òàêæå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ ïîëíûõ àóêñå-

òèêîâ è íåàóêñåòèêîâ ïðè ÷àñòíûõ îðèåíòàöèÿõ, êîãäà êðèñòàëë ðàñòÿãèâàåòñÿ â

íàïðàâëåíèè êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé [100], [010] è [001] (ôîðìóëû 4.13

è 4.14). Äëÿ ÷àñòè÷íûõ àóêñåòèêîâ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ èìåþò áîëåå ñëîæíûé âèä

ïðè òåõ æå ñàìûõ ÷àñòíûõ îðèåíòàöèÿõ

−
√︁

(𝑠12 − 𝑠13)
2 + 𝑠214 ≤ 𝑠12 + 𝑠13 ≤

√︁
(𝑠12 − 𝑠13)

2 + 𝑠214,

−
√︁

(𝑠12 − 𝑠23)
2 + 𝑠225 ≤ 𝑠12 + 𝑠23 ≤

√︁
(𝑠12 − 𝑠23)

2 + 𝑠225,

−
√︁

(𝑠13 − 𝑠23)
2 + 𝑠236 ≤ 𝑠13 + 𝑠23 ≤

√︁
(𝑠13 − 𝑠23)

2 + 𝑠236.

1.9.3. Частные ориентации среднего по перечным направле-
ниям коэффициента Пуассона

Íèæå ïðîâåäåì àíàëèç ñðåäíåãî ïî ïîïåðå÷íûì íàïðàâëåíèÿì êîýôôèöèåí-

òà Ïóàññîíà ⟨𝜈⟩ äëÿ ðàçëè÷íûõ ÷àñòíûõ îðèåíòàöèé.
Äëÿ îïèñàíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà íåîáõîäèìî äâà åäèíè÷íûõ âåêòîðà

n è m. Åäèíè÷íûé âåêòîð n, íàïðàâëåí âäîëü îñè ðàñòÿæåíèÿ, à âåêòîð m áóäåò

ïåðïåíäèêóëÿðåí n. ×åðåç óãëû Ýéëåðà 𝜙, 𝜃, 𝜓 åäèíè÷íûå âçàèìíî îðòîãîíàëüíûå

âåêòîðà n è m ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

n =

⎛⎜⎝ sin𝜙 sin 𝜃

− cos𝜙 sin 𝜃

cos 𝜃

⎞⎟⎠ , m =

⎛⎜⎝ − sin𝜙 cos 𝜃 cos𝜓 − cos𝜙 sin𝜓

cos𝜙 cos 𝜃 cos𝜓 − sin𝜙 sin𝜓

sin 𝜃 cos𝜓

⎞⎟⎠ .

Àíàëèç íà÷íåì ñ òðåõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, êîãäà åäèíè÷íûé âåêòîð n èìååò

ëèøü îäíó íåíóëåâóþ êîìïîíåíòó:

1) 𝑛1 = 1, 𝑛2 = 𝑛3 = 0. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò 𝜙 = 𝜃 = 𝜋/2 è m𝑇 = (0, cos𝜓, sin𝜓),

è òîãäà 𝐴 = 𝑠12, 𝐵 = 𝑠13. Ñîãëàñíî (1.119) íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ òîãî, ÷òîáû

êðèñòàëë áûë ïîëíûì àóêñåòèêîì â ñðåäíåì ïî ïîïåðå÷íûì íàïðàâëåíèÿì, áóäåò

èìåòü âèä

𝑠12 + 𝑠13 > 0;

2) 𝑛2 = 1, 𝑛1 = 𝑛3 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå 𝜙 = 𝜋, 𝜃 = 𝜋/2, m𝑇 = (− cos𝜓, 0, sin𝜓)

è íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ ïîëíûõ àóêñåòèêîâ â ñðåäíåì ïî ïîïåðå÷íûì íàïðàâëå-

íèÿì ïðèíèìàåò âèä

𝑠12 + 𝑠23 > 0;
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3) 𝑛3 = 1, 𝑛1 = 𝑛2 = 0. Ýòî äîñòèãàåòñÿ ïðè 𝜃 = 0 áåç îãðàíè÷åíèé íà 𝜙.

Òîãäà äëÿ ïîëíûõ àóêñåòèêîâ â ñðåäíåì ïî ïîïåðå÷íûì íàïðàâëåíèÿì íåîáõîäèìîå

óñëîâèå èìååò âèä

𝑠13 + 𝑠23 > 0.

Â òðåõ äðóãèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíîé íóëþ òîëüêî îäíó èç

êîìïîíåíò åäèíè÷íîãî âåêòîðà n:

4) n𝑇 = (1/
√

2,−1/
√

2, 0) è m𝑇 = (1/
√

2 cos𝜓, 1/
√

2 cos𝜓, sin𝜓). Â ýòîì ñëó-

÷àå 𝜙 = 𝜋/4, 𝜃 = 𝜋/2 è, ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ ïîëíûõ àóêñåòèêîâ

â ñðåäíåì ïî ïîïåðå÷íûì íàïðàâëåíèÿì çàïèøåòñÿ â âèäå

𝑠11 + 𝑠22 + 2𝑠12 + 2𝑠13 + 2𝑠23 − 𝑠66 − 2𝑠36 > 0;

5) n𝑇 = (1/
√

2, 0, 1/
√

2) è m𝑇 = (−1/
√

2 sin𝜓, cos𝜓, 1/
√

2 sin𝜓) ñîîòâåòñòâóåò

𝜙 = 𝜋/2, 𝜃 = 𝜋/4. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ ïîëó÷àåì

𝑠11 + 𝑠33 + 2𝑠12 + 2𝑠13 + 2𝑠23 − 𝑠55 + 2𝑠25 > 0;

Òàáëèöà 1.29: Àóêñåòèêè ïðè ïîëíîì îñðåäíåíèè ïî âñåì òðåì óãëàì.

Êðèñòàëëû ⟨𝜈⟩max ⟨𝜈⟩min 𝜈

FeGe2 0.20 −0.37 −0.13

Ba −0.05 −0.37 −0.22

0.39 0.125 0.27

Sm0.7Y0.3S −0.19 −0.59 −0.31

−0.10 −0.49 −0.21

Sm0.75Y0.25S −0.24 −0.58 −0.34

−0.34 −0.67 −0.44

−0.04 −0.42 −0.14

Sm0.75La0.25S −0.13 −0.40 −0.21

Sm0.65La0.35S −0.32 −0.35 −0.33

Sm0.75Tm0.25S −0.28 −0.46 −0.34

Tm0.99Se 0.06 −0.47 −0.06

TmSe 0.02 −0.54 −0.11

6) n𝑇 = (0,−1/
√

2, 1/
√

2) è m𝑇 = (cos𝜓, 1/
√

2 sin𝜓, 1/
√

2 sin𝜓) ñîîòâåòñòâóåò

𝜙 = 0, 𝜃 = 𝜋/4. Çäåñü íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ ïîëíûõ àóêñåòèêîâ â ñðåäíåì ïî

ïîïåðå÷íûì íàïðàâëåíèÿì áóäåò èìåòü âèä

𝑠22 + 𝑠33 + 2𝑠12 + 2𝑠13 + 2𝑠23 − 𝑠44 − 2𝑠14 > 0.
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Äëÿ íåàóêñåòèêîâ â ñðåäíåì ïî ïîïåðå÷íûì íàïðàâëåíèÿì ýòè óñëîâèÿ áóäóò

èìåòü ïðîòèâîïîëîæíûé çíàê â íåðàâåíñòâàõ:

𝑠12 + 𝑠13 < 0, 𝑠12 + 𝑠23 < 0, 𝑠13 + 𝑠23 < 0,

𝑠11 + 𝑠22 + 2𝑠12 + 2𝑠13 + 2𝑠23 − 𝑠66 − 2𝑠36 < 0,

𝑠11 + 𝑠33 + 2𝑠12 + 2𝑠13 + 2𝑠23 − 𝑠55 + 2𝑠25 < 0,

𝑠22 + 𝑠33 + 2𝑠12 + 2𝑠13 + 2𝑠23 − 𝑠44 − 2𝑠14 < 0.

1.9.4. Ауксетики при полном осреднении

Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ïðè ïîëíîì îñðåäíåíèè ïî âñåì òðåì óãëàì íàõîäèò-

ñÿ ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (1.112). Ñ ïîìîùüþ àíàëèçà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ

[172,175] óäàåòñÿ âûÿâèòü 9 àóêñåòèêîâ ïðè ïîëíîì îñðåäíåíèè, ó êîòîðûõ îáíàðó-

æèâàåòñÿ îòðèöàòåëüíûé ñðåäíèé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈. Ýòî îäèí òåòðàãîíàëü-

íûé êðèñòàëë FeGe2 è âîñåìü êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ (Ba, Sm0.7Y0.3S, Sm0.75Y0.25S,

Sm0.75La0.25S, Sm0.65La0.35S, Sm0.75Tm0.25S, Tm0.99Se, TmSe). Â Òàáë.1.29 äëÿ ýòèõ

êðèñòàëëîâ ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ïðè ïîëíîì îñðåäíå-

íèè ïî âñåì òðåì óãëàì, à òàêæå ìàêñèìàëüíûå è ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ ñðåä-

íåãî ïî ïîïåðå÷íûì íàïðàâëåíèÿì êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà. Êàê âèäíî èç Òàáë.1.29,

èìååòñÿ òðè êðèñòàëëà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè÷íûì àóêñåòèêàìè, íî ïîñëå îñðåä-

íåíèÿ ïî âñåì òðåì óãëàì ñòàíîâÿòñÿ àóêñåòèêàìè. Ê ýòèì êðèñòàëëàì îòíîñÿòñÿ

FeGe2, Tm0.99Se è TmSe.

1.10. Заключение

Âûøå áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî àóêñåòèêè èìåþòñÿ ñðåäè êðèñòàëëîâ

êóáè÷åñêîé, ãåêñàãîíàëüíîé, ðîìáîýäðè÷åñêîé, òåòðàãîíàëüíîé è îðòîðîìáè÷åñêîé

ñèñòåì, è êîëè÷åñòâî êðèñòàëëè÷åñêèõ àóêñåòèêîâ âåëèêî (более 450). Äëÿ ìíîãèõ

àóêñåòèêîâ ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ïðåâîñõîäÿò âåëè÷èíó

0.5, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì çíà÷åíèåì äëÿ èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ. Â èòîãå

ïðîâåäåííîãî àíàëèçà îáíàðóæåíî òàêæå, ÷òî äëÿ êðèñòàëëîâ êóáè÷åñêîé è òåò-

ðàãîíàëüíîé ñèñòåì ìîæåò áûòü ïðåâçîéäåíà è äðóãàÿ ãðàíèöà äëÿ èçîòðîïíûõ

ñðåä, à èìåííî −1: äëÿ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ FePd (28at%Pd) (𝜈min = −1.08),

InTl (25at%Tl) (𝜈min = −1.17), InTl (27at%Tl) (𝜈min = −1.02), InTl (27at%Tl, 200 Ê)

(𝜈min = −1.98), InTl (28.13at%Tl) (𝜈min = −1.08); äëÿ òåòðàãîíàëüíîãî êðèñòàëëà

Hg2Br2 (𝜈min = −1.02). Íàèáîëüøåå ÷èñëî àóêñåòèêîâ îáíàðóæåíî ñðåäè êóáè÷å-

ñêèõ êðèñòàëëîâ (более 300), à íàèìåíüøåå ñðåäè ãåêñàãîíàëüíûõ (ñåìü). Åñëè æå

ðàññìîòðåòü òîëüêî ïðîñòûå õèìè÷åñêèå ýëåìåíòû èç ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìå õèìè-

÷åñêèõ ýëåìåíòîâ Ä.È. Ìåíäåëååâà, òî âûÿâëÿåòñÿ 31 êðèñòàëëè÷åñêèé àóêñåòèê.

Òàêèå àóêñåòèêè ïðåäñòàâëåíû â Òàáë.1.39 è ïîìå÷åíû æåëòûì öâåòîì. Â ýòîé æå
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òàáëèöå äëÿ êðèñòàëëè÷åñêèõ àóêñåòèêîâ ïîä õèìè÷åñêèìè ýëåìåíòàìè ïðèâåäåíû

çíà÷åíèÿ ìèíèìàëüíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà. Íàèìåíüøèå çíà÷åíèÿ âûÿâëÿ-

þòñÿ ó ìûøüÿêà, ëèòèÿ, íàòðèÿ, êàëèÿ, èíäèÿ, ðóáèäèÿ.

Âñå êðèñòàëëè÷åñêèå àóêñåòèêè ìîæíî ðàçäåëèòü íà ïîëíûå àóêñåòèêè (ìà-

òåðèàëû, ó êîòîðûõ êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ

ïðè ëþáîé îðèåíòàöèè) è ÷àñòè÷íûå àóêñåòèêè (ìàòåðèàëû, ó êîòîðûõ âåëè÷èíà

è çíàê êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà çàâèñèò îò îðèåíòàöèè). Ïîëíûõ àóêñåòèêîâ âûÿâ-

ëåíî âñåãî ÷åòûðå: Sm0.75La0.25S, Sm0.65La0.35S, Sm0.75Tm0.25S è Sm0.75Y0.25S. Âñå ýòè

êóáè÷åñêèå ïîëíûå àóêñåòèêè èìåþò ïîëîæèòåëüíûé êîýôôèöèåíò ïîäàòëèâîñòè

𝑠12.

Îñíîâûâàÿñü íà äâóõ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðàõ Π, 𝛿, ñîñòàâëåííûõ èç òðåõ

êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ, ïðåäëîæåíà êëàññèôèêàöè-

îííàÿ ñõåìà äëÿ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ (Ðèñ.1.40à). ×àñòè÷íûå àóêñåòèêè õàðàê-

òåðèçóþòñÿ âåëè÷èíîé îäíîãî ïàðàìåòðà Π èç äèàïàçîíà 0 < Π < 1. Ñ èçìåíåíèåì

áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà Π ìåíÿåòñÿ âèä îáúåìíûõ îáëàñòåé ñ ðàçëè÷íûìè çíà-

êàìè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà è ãðàíèö ðàçäåëà äëÿ ÷àñòè÷íûõ àóêñåòèêîâ. Ïðè

Π w 0.745 ïðîèñõîäèò òîïîëîãè÷åñêîå èçìåíåíèå âèäà îáúåìíûõ îáëàñòåé. Íåðàâåí-

ñòâàì 𝛿 > 0, Π < 0 è 𝛿 < 0, Π > 1 ñîîòâåòñòâóþò ïîëíûå àóêñåòèêè, à íåàóêñåòèêàì

� 𝛿 > 0, Π > 1 è 𝛿 < 0, Π < 0. Íà Ðèñ.1.40á îòìå÷åíû çíà÷åíèÿ Π è 𝛿 äëÿ áîëåå 1100

êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ. Êàê âèäíî èç ýòîãî ðèñóíêà âñå êóáè÷åñêèå êðèñòàëëû ñ

Π < 0, 𝛿 < 0 ÿâëÿþòñÿ íåàóêñåòèêàìè. Êðèñòàëëû ñ 𝑠12 > 0 áóäóò ëèáî ÷àñòè÷-

íûìè àóêñåòèêàìè èëè ïîëíûìè àóêñåòèêàìè. Íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî (áîëåå 300)

÷àñòè÷íûõ êóáè÷åñêèõ àóêñåòèêîâ èìåþò êðèñòàëëû ñ 0 < Π < 1, 𝛿 > 0.

Ïðîñòîòà ëèíåéíîé ñâÿçè ìîäóëÿÞíãà ñî ñðåäíèì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà

êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ îáåñïå÷èëà ïðîñòîòó åãî àíàëèçà. Âèä îáëàñòåé ïîâåäåíèÿ

àóêñåòè÷åñêîãî â ñðåäíåì êðèñòàëëà, ñîîòâåòñòâóþùèõ óãëîâûì îðèåíòàöèÿì ñ îò-

ðèöàòåëüíûì ñðåäíèì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà, îêàçàëñÿ çàâèñÿùèì îò äâóõ áåç-

ðàçìåðíûõ ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåòðîâ Π, 𝛿, ñîñòàâëåííûõ èç òðåõ êîýôôèöèåíòîâ

ïîäàòëèâîñòè êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ (1.30). ×àñòè÷íûå â ñðåäíåì àóêñåòèêè õàðàê-

òåðèçóþòñÿ âåëè÷èíîé îäíîãî ïàðàìåòðà Π èç äèàïàçîíà 0 < Π < 2/3. Ñ èçìåíåíèåì

åãî âåëè÷èíû ìåíÿåòñÿ âèä óãëîâûõ îáëàñòåé ñ ðàçëè÷íûìè çíàêàìè êîýôôèöèåí-

òîâ Ïóàññîíà è ãðàíèö ðàçäåëà ìåæäó íèìè äëÿ ÷àñòè÷íûõ â ñðåäíåì àóêñåòèêîâ.

Ïðè÷åì, ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà Π𝑐𝑟 = 0.5, ïðè êîòîðîì ïðî-

èñõîäèò òîïîëîãè÷åñêîå èçìåíåíèå ñòðóêòóðû îáëàñòåé è ãðàíèö. Îò çíàêà äðóãîãî

ïàðàìåòðà 𝛿 çàâèñèò òîëüêî òî, ñ êàêîé ñòîðîíû îò ãðàíèö ðàçäåëà íàõîäÿòñÿ óã-

ëîâûå îáëàñòè ñ îòðèöàòåëüíûì ñðåäíèì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà. Íåàóêñåòèêè â

ñðåäíåì õàðàêòåðèçóþòñÿ ïàðíûìè íåðàâåíñòâàìè îáîèõ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ

𝛿 > 0, Π > 2/3 è 𝛿 < 0, Π < 0. Íåðàâåíñòâàì 𝛿 > 0, Π < 0 è 𝛿 < 0, Π > 2/3 ñîîò-

âåòñòâóþò ïîëíûå â ñðåäíåì àóêñåòèêè. Îòìåòèì, ÷òî â òî âðåìÿ êàê êîëè÷åñòâî

àóêñåòèêîâ, îáíàðóæåííûõ íà îñíîâå äàííûõ ïî óïðóãèì êîýôôèöèåíòàì èç [172],

âåëèêî (áîëåå òðåõñîò), ÷èñëî íàéäåííûõ àóêñåòèêîâ â ñðåäíåì ñîñòàâèëî ëèøü 20
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Ðèñ. 1.40: Êëàññèôèêàöèîííàÿ ñõåìà äëÿ êóáè÷åñêèõ àóêñåòèêîâ (à). Êëàññèôè-

êàöèîííàÿ ñõåìà ñ ãðàíèöàìè óñòîé÷èâîñòè êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ (á). Òî÷êàìè

(𝑠12 > 0) è êâàäðàòàìè (𝑠12 < 0) îòìå÷åíû çíà÷åíèÿ Π è 𝛿 äëÿ áîëåå 1100 êóáè÷å-

ñêèõ êðèñòàëëîâ.

(èç íèõ 6 ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè â ñðåäíåì àóêñåòèêàìè).

Ïðîâåäåí àíàëèòè÷åñêèé àíàëèç èçìåí÷èâîñòè ìîäóëÿ Þíãà, êîýôôèöèåí-

òîâ Ïóàññîíà è ìîäóëÿ ñäâèãà äëÿ ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ. Ïîëó÷åíû âûðàæå-

íèÿ òðåõ ñòàöèîíàðíûõ çíà÷åíèé äëÿ ìîäóëÿ Þíãà. Äâà ñòàöèîíàðíûõ çíà÷åíèÿ

ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ è ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì ìî-

äóëÿ Þíãà ïðè ðàñòÿæåíèè â íàïðàâëåíèÿõ [0001] è [21̄1̄0]. Òðåòüå ñòàöèîíàðíîå

çíà÷åíèå èìååò ìåñòî, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå, íàêëàäûâàåìîå íà êîìáèíàöèþ

èç êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè. Äâàäöàòü ñåìü ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ èç ñòà

ñîðîêà òðåõ íå èìåþò òðåòüåãî ýêñòðåìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííî-

àíàëèòè÷åñêîãî àíàëèçà ïðåäëîæåíà êëàññèôèêàöèîííàÿ ñõåìà äëÿ ýêñòðåìàëüíûõ

çíà÷åíèé ìîäóëÿ Þíãà â çàâèñèìîñòè îò äâóõ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ.

Àíàëèç èçìåí÷èâîñòè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà âûÿâëÿåò âîñåìü ñòàöèîíàð-

íûõ çíà÷åíèé. Òðè çíà÷åíèÿ ñóùåñòâóþò äëÿ âñåõ ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ. Ýòè-

ìè êîýôôèöèåíòàìè Ïóàññîíà îêàçûâàþòñÿ 𝜈(0001),[0001], 𝜈[21̄1̄0],[011̄0], 𝜈[0001̄],[011̄0]. Ïÿòü

äðóãèõ ñòàöèîíàðíûõ çíà÷åíèé èìåþò ìåñòî ïðè âûïîëíåíèè ðàçëè÷íûõ îãðàíè-

÷åíèé. Ïðåäëîæåíà êëàññèôèêàöèîííàÿ ñõåìà äëÿ òðåõ ñòàöèîíàðíûõ çíà÷åíèé

êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà â çàâèñèìîñòè îò äâóõ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ.

Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé ìîäóëÿ ñäâè-

ãà äëÿ ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ. Íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ èç ñïðà-

âî÷íèêà Ëàíäîëòà-Áåðíñòàéíà äàí ÷èñëåííûé àíàëèç ýêñòðåìóìîâ. Íàèáîëüøåå

ðàçëè÷èå ìåæäó ìàêñèìàëüíûì è ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèÿìè ìîäóëÿ ñäâèãà îáíà-

ðóæåíî ó ñëîèñòîãî êðèñòàëëà - ãðàôèòà. Áîëüøèå èçìåíåíèÿ ìåæäó ìàêñèìóìîì
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è ìèíèìóìîì õàðàêòåðíî äëÿ äèñóëüôèäà ìîëèáäåíà. Ïðåäëîæåíà êëàññèôèêàöè-

îííàÿ ñõåìà äëÿ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé ìîäóëÿ ñäâèãà â çàâèñèìîñòè îò äâóõ

áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ.

Àíàëèç âëèÿíèÿ äàâëåíèÿ íà êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ãåêñàãîíàëüíûõ êðè-

ñòàëëîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî àóêñåòèêàìè âî âñåì äèàïàçîíå çíà÷åíèé äàâëåíèé, ïðè

êîòîðûõ êðèñòàëë îñòàåòñÿ óñòîé÷èâûì, ÿâëÿþòñÿ êðèñòàëëû MoS2, TiB2 è MnAs.

Àóêñåòèêè Be, ñïëàâ BeCu, C7H12 è Zn èìåþò îäíó çîíó íåàóêñåòè÷íîñòè â íåêîòî-

ðîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ. Ïðè ýòîì ó êðèñòàëëà öèíêà çîíà íåàóêñåòè÷-

íîñòè ìàëà. Ãëîáàëüíûé ìèíèìóì êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà â ýòîé îáëàñòè áëèçîê

ê íóëþ. ×èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèé àíàëèç êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ïîêàçàë, ÷òî ïðè

𝑝 = −𝑐13 ìíîãèå ãåêñàãîíàëüíûå êðèñòàëëû ñòàíîâÿòñÿ ÷àñòè÷íûìè àóêñåòèêàìè

èëè ïîëíûìè àóêñåòèêàìè.

Â ãëàâå áûëè ïðîàíàëèçèðîâàíû ãåêñàãîíàëüíûå àóêñåòèêè. Ïîëó÷åíû íåîá-

õîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ãåêñàãîíàëüíûõ àóêñåòèêîâ è àóêñåòèêîâ â

ñðåäíåì ïðè îñðåäíåíèè ïî ïîïåðå÷íûì íàïðàâëåíèÿì. Àíàëèç ãåêñàãîíàëüíûõ àóê-

ñåòèêîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî ôîðìóëà äëÿ ñðåäíåãî ïî âñåì ïîïåðå÷íûì íàïðàâëåíèÿì

êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ïîëó÷àåòñÿ êàê ÷àñòíîå óñëîâèå (ïðè 𝜓 = 𝜋/4) èç ôîðìó-

ëû äëÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà. Äëÿ òðèêëèííûõ êðèñòàëëîâ ñî ñðåäíèì êîýôôè-

öèåíòîì Ïóàññîíà ïðè îñðåäíåíèè ïî ïîïåðå÷íûì íàïðàâëåíèÿì áûëè ïîëó÷åíû

íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïîëíûõ àóêñåòèêîâ, ÷àñòè÷íûõ àóêñåòè-

êîâ è íåàóêñåòèêîâ. Äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ îðèåíòàöèé áûëè çàïèñàíû íåîáõîäè-

ìûå óñëîâèÿ. Òàêæå áûëè îáíàðóæåíû äåâÿòü êðèñòàëëîâ, ó êîòîðûõ êîýôôèöèåíò

Ïóàññîíà ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûì ïðè îñðåäíåíèè ïî òðåì óãëàì. Âîñåìü èç íèõ

ÿâëÿþòñÿ êóáè÷åñêèìè êðèñòàëëàìè, à îäèí - òåòðàãîíàëüíûé.



Глава 2.

Нано/микротрубки из кристаллов

Â ýòî ãëàâå áóäóò ðàññìîòðåíû ìîäåëè íàíî/ìèêðîòðóáîê ñ èñïîëüçîâàíè-

åì ïðèáëèæåíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé àíèçîòðîïèè. Õîòÿ ñòðóêòóðà íàíî/ìèêðîòðóáîê

ðîäñòâåííà ñòðóêòóðå êðèñòàëëîâ, íåîäíîðîäíîñòü àíèçîòðîïèè òðóáîê îòðàæàåò

öèëèíäðè÷åñêèé õàðàêòåð ñâîðà÷èâàíèÿ êðèñòàëëè÷åñêèõ ñëîåâ â íèõ. Ìåõàíè÷å-

ñêîå ïîâåäåíèå òàêèõ öèëèíäðè÷åñêè ñêðó÷åííûõ ïëàñòèíîê â ðàìêàõ ìåõàíèêè

ñïëîøíûõ ñðåä áóäåì îïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ ìîäåëè êðèâîëèíåéíî àíèçîòðîïíîãî

ñòåðæíÿ. Â ýòîé ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ëîêàëüíî â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò ñïðàâåäëèâ çàêîí Ãóêà ñ òåìè æå ìîäóëÿìè óïðóãîñòè, ÷òî è â ñëó÷àå

íå èñêðèâëåííîãî êðèñòàëëà [161]. Ñâîðà÷èâàíèå òîíêèõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ïëàñòèí

â öèëèíäðè÷åñêèå òðóáêè îêàçàëîñü ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì ïðîèçâîäñòâà íàíî- è

ìèêðîòðóáîê èç ìíîãèõ ìàòåðèàëîâ [150�153,199�201].

2.1. Упругие свойства нано/микротрубок с гексаго-

нальной и 6-ти константной ромбоэдрической

анизотропией [26–30]

Íàíî/ìèêðîòðóáêå ñ öèëèíäðè÷åñêîé àíèçîòðîïèåé ñîîòâåòñòâóåò âûðåçàíèå

(ñ ïîñëåäóþùèì ñâîðà÷èâàíèåì â òðóáêó) íàíî/ìèêðîïëàñòèíû ïàðàëëåëüíî ñëîþ

êðèñòàëëà 12 (êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ.2.1). Òàêîé öèëèíäðè÷åñêîé àíèçîòðîïèè íàíî/

ìèêðîòðóáêè ñ îñüþ 𝑧 îòâå÷àåò ëîêàëüíîå ñîîòâåòñòâèå 1 → 𝑧, 2 → −𝜙, 3 → 𝑟

ìåæäó áàçèñîì êðèñòàëëè÷åñêîé ïëàñòèíû è ïîäâèæíûì öèëèíäðè÷åñêèì áàçè-

ñîì íàíî/ìèêðîòðóáêè. Â ñèëó óêàçàííîãî çäåñü ñîîòâåòñòâèè çàêîí Ãóêà äëÿ öè-

ëèíäðè÷åñêè àíèçîòðîïíîé íàíî/ìèêðîòðóáêè ñ ãåêñàãîíàëüíîé è ðîìáîýäðè÷åñêîé

àíèçîòðîïèåé çàïèøåòñÿ â âèäå

127
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𝑢𝑧𝑧 = 𝑠11𝜎𝑧𝑧 + 𝑠12𝜎𝜙𝜙 + 𝑠13𝜎𝑟𝑟 − 𝑠14𝜎𝑟𝜙,

𝑢𝜙𝜙 = 𝑠12𝜎𝑧𝑧 + 𝑠11𝜎𝜙𝜙 + 𝑠13𝜎𝑟𝑟 + 𝑠14𝜎𝑟𝜙,

𝑢𝑟𝑟 = 𝑠13(𝜎𝑧𝑧 + 𝜎𝜙𝜙) + 𝑠33𝜎𝑟𝑟,

2𝑢𝑟𝜙 = 𝑠44𝜎𝑟𝜙 − 𝑠14(𝜎𝑧𝑧 − 𝜎𝜙𝜙),

2𝑢𝑟𝑧 = 𝑠44𝜎𝑟𝑧 − 2𝑠14𝜎𝜙𝑧, 2𝑢𝜙𝑧 = 𝑠66𝜎𝜙𝑧 − 2𝑠14𝜎𝑟𝑧

(2.1)

Ðèñ. 2.1: Îáðàçîâàíèå íàíî/ìèêðîòðóáêè ñ öèëèíäðè÷åñêîé àíèçîòðîïèåé (ñâåð-

òûâàíèå ñëîèñòîé íàíî/ìèêðîïëàñòèíû âîêðóã îñè 1 â öèëèíäðè÷åñêóþ íà-

íî/ìèêðîòðóáêó).

2.1.1. Невозможность однородного растяжения нано/микро-
трубки с гексагональной и ромбоэдрической цилиндри-
ческой анизотропией

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðè ðàñòÿæåíèè íàíî/ìèêðîòðóáêè ñ öèëèíäðè÷å-

ñêîé àíèçîòðîïèåé îñåâîé ñèëîé 𝑃 , ïðèõîäÿùåéñÿ íà åäèíèöó ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî

ñå÷åíèÿ, ïðè îòñóòñòâèè óñèëèé íà áîêîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ òðóáêè ðàñïðåäåëåíèå íà-

ïðÿæåíèé èìååò ïðîñòîé îäíîðîäíûé âèä

𝜎𝑧𝑧 = 𝑃, 𝜎𝑟𝑟 = 𝜎𝜙𝜙 = 𝜎𝑟𝜙 = 𝜎𝑟𝑧 = 𝜎𝜙𝑧,

òî ïî çàêîíó Ãóêà (2.1) äåôîðìàöèè áóäóò òàêæå îäíîðîäíûìè

𝑢𝑧𝑧 = 𝑠11𝑃, 𝑢𝜙𝜙 = 𝑠12𝑃, 𝑢𝑟𝑟 = 𝑠13𝑃, 2𝑢𝑟𝜙 = −𝑠14𝑃, 𝑢𝑟𝑧 = 𝑢𝜙𝑧 = 0.

Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðè ýòîì òîæäåñòâåííî âûïîëíÿþòñÿ.

Âîññòàíîâèì ïîñëåäîâàòåëüíûìè èíòåãðèðîâàíèÿìè ïîëå ñìåùåíèé ïî äå-

ôîðìàöèÿì, ñ êîòîðûìè îíè ñâÿçàíû çäåñü ñëåäóþùèìè äèôôåðåíöèàëüíûìè ñî-

îòíîøåíèÿìè
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𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑟

= 𝑢𝑟𝑟 = 𝑠13𝑃,
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

= 𝑢𝑧𝑧 = 𝑠11𝑃, 𝑟
𝜕

𝜕𝑟

(︁𝑢𝜙
𝑟

)︁
= 2𝑢𝑟𝜙 = −𝑠14𝑃,

𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑧

+
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑟

= 2𝑢𝑟𝑧 = 0,
𝜕𝑢𝜙
𝜕𝑧

+
1

𝑟

𝜕𝑢𝑧
𝜕𝜙

= 2𝑢𝜙𝑧 = 0,

1

𝑟

(︂
𝑢𝑟 +

𝜕𝑢𝜙
𝜕𝜙

)︂
= 𝑢𝜙𝜙 = −𝑠12𝑃.

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïåðâûõ äâóõ ïîÿâëÿþòñÿ äâå íåèçâåñòíûõ ôóíêöèè îò äâóõ

ïàð íåèçâåñòíûõ 𝑈𝑟 (𝜙, 𝑧), 𝑈𝑧 (𝑟, 𝜙)

𝑢𝑟 = 𝑠13 Pr +𝑈𝑟 (𝜙, 𝑧) , 𝑢𝑧 = 𝑠11𝑃𝑧 + 𝑈𝑧 (𝑟, 𝜙) .

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñìåùåíèÿ 𝑢𝜙 âîçíèêàåò åùå îäíà

ôóíêöèÿ äâóõ íåèçâåñòíûõ 𝑈𝜙 (𝜙, 𝑧)

𝑢𝜙 = −𝑠14 Pr ln 𝑟 +
𝜕

𝜕𝜙
𝑈𝑟 (𝜙, 𝑧) + 𝑟𝑈𝜙 (𝜙, 𝑧) .

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷åííûõ îáùèõ âûðàæåíèé äëÿ ñìåùåíèé â ôîðìóëó, âûðà-

æàþùóþ äåôîðìàöèþ 𝑢𝜙𝜙 ÷åðåç ñìåùåíèÿ ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

1

𝑟

(︂
𝜕2

𝜕𝜙2
+ 1

)︂
𝑈𝑟 (𝜙, 𝑧) +

𝜕

𝜕𝜙
𝑈𝜙 (𝜙, 𝑧) = (𝑠12 − 𝑠13)𝑃,

êîòîðîå ðàññûïàåòñÿ íà äâà, ïðèâîäÿùèå ê ñëåäóþùèì

(︂
𝜕2

𝜕𝜙2
+ 1

)︂
𝑈𝑟 (𝜙, 𝑧) = 0,

𝑈𝜙 (𝜙, 𝑧) = (𝑠12 − 𝑠13)𝑃𝜙+ 𝑓 (𝑧) .

Íàêîíåö, îáðàùåíèå â íóëü ñäâèãîâûõ äåôîðìàöèé 𝑢𝑟𝑧 è 𝑢𝜙𝑧 íàêëàäûâàåò ñâÿçè íà

èñêîìûå ôóíêöèè 𝑈𝑟 (𝜙, 𝑧), 𝑈𝑧 (𝑟, 𝜙)

𝜕

𝜕𝑧
𝑈𝑟 (𝜙, 𝑧) = − 𝜕

𝜕𝑟
𝑈𝑧 (𝑟, 𝜙) ,

𝜕2

𝜕𝜙𝜕𝑧
𝑈𝑟 (𝜙, 𝑧) + 𝑟

𝜕

𝜕𝑧
𝑈𝜙 (𝜙, 𝑧) +

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜙
𝑈𝑧 (𝑟, 𝜙) = 0,

êîòîðûå âìåñòå ñ ïðåäûäóùèì óðàâíåíèåì äëÿ 𝑈𝑟 (𝜙, 𝑧) äàþò

𝑈𝑟(𝜙, 𝑧) = 𝑧𝑓1 (𝜙) + 𝑓2 (𝜙) , 𝑈𝑧 (𝑟, 𝜙) = −𝑟𝑓1 (𝜙) + 𝐶6,

𝑓 (𝑧) = 𝐶5, 𝑓1 (𝜙) = 𝐶1 sin𝜙+ 𝐶2 cos𝜙, 𝑓2 (𝜙) = 𝐶3 sin𝜙+ 𝐶4 cos𝜙,

ãäå 𝐶𝑖 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
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Â èòîãå äëÿ ñìåùåíèé íàõîäèì

𝑢𝑟 = 𝑠13 Pr +𝑧𝑓1 (𝜙) + 𝑓2 (𝜙) ,

𝑢𝜙 = (𝑠12 − 𝑠13)𝑃𝜙𝑟 − 𝑠14 Pr ln 𝑟 + 𝐶5𝑟 + 𝑧
𝜕𝑓1 (𝜙)

𝜕𝜙
+
𝜕𝑓2 (𝜙)

𝜕𝜙
,

𝑢𝑧 = 𝑠11𝑃𝑧 − 𝑟𝑓1 (𝜙) + 𝐶6,

𝑓1 (𝜙) = 𝐶1 sin𝜙+ 𝐶2 cos𝜙, 𝑓2 (𝜙) = 𝐶3 sin𝜙+ 𝐶4 cos𝜙.

(2.2)

Íåïðèãîäíîñòü òàêîãî ðåøåíèÿ äëÿ ïîëîãî öèëèíäðè÷åñêîãî ñòåðæíÿ ñâÿçàíà ñ ìíî-

ãîçíà÷íîñòüþ ðåøåíèÿ äëÿ ñìåùåíèé. Êîìïîíåíòà ñìåùåíèÿ 𝑢𝜙 ëèíåéíî çàâèñèò îò

óãëà 𝜙, è ýòî áóäåò ïðè ëþáîì âûáîðå ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ 𝐶𝑖. Ìíîãîçíà÷-

íîñòü çäåñü íå áóäåò èñ÷åçàòü, ïîêà íå èñ÷åçíåò ðàçíîñòü êîýôôèöèåíòîâ ïîäàò-

ëèâîñòè 𝑠12 − 𝑠13. Òîëüêî â ãèïîòåòè÷åñêîì ñëó÷àå 𝑠12 = 𝑠13 ïîëå ñìåùåíèé áóäåò

îäíîçíà÷íûì, ò.å. ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì îäíîðîäíîå ðàñòÿæåíèå òðóáû.

2.1.2. Растяжение цилиндрически анизотропных нано/микро-
трубок

Ïðåäïîëàãàÿ ðàñòÿæåíèå íàíî/ìèêðîòðóáêè ñ ëîêàëüíî ðîìáîýäðè÷åñêîé ñèì-

ìåòðèåé âäîëü îñè 𝑧 ðàäèàëüíî íåîäíîðîäíûì àêñèàëüíî ñèììåòðè÷íûì, áóäåì ïî-

ëàãàòü, ÷òî íàïðÿæåíèÿ çàâèñÿò îò ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû. Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

ïðè òàêîì ñîñòîÿíèè èìåþò âèä

𝑑𝜎𝑟𝑟(𝑟)

𝑑𝑟
+
𝜎𝑟𝑟(𝑟) − 𝜎𝜙𝜙(𝑟)

𝑟
= 0,

𝑑𝜎𝑟𝑧(𝑟)

𝑑𝑟
+
𝜎𝑟𝑧(𝑟)

𝑟
= 0,

𝑑𝜎𝑟𝜙(𝑟)

𝑑𝑟
+ 2

𝜎𝑟𝜙(𝑟)

𝑟
= 0.

Ïðè ïðîäîëüíîì ðàñòÿæåíèè êðóãëîé òðóáêè óäåëüíîé ñèëîé 𝑃 â îòñóòñòâèå óñè-

ëèé íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè è ñêðó÷èâàþùåãî ìîìåíòà ýòè óðàâíåíèÿ äîïîëíÿþò

êðàåâûå óñëîâèÿ

𝜎𝑟𝑖(𝑟)|𝑟=𝑟0 = 0, 𝜎𝑟𝑖(𝑟)|𝑟=𝑅0
= 0,∫︁ 𝑅0

𝑟0

𝑟𝜎𝑧𝑧(𝑟)𝑑𝑟 =
𝑃

2
(𝑅2

0 − 𝑟20),

∫︁ 𝑅0

𝑟0

𝑟2𝜎𝜙𝑧(𝑟)𝑑𝑟 = 0.

Ðåøåíèå ïîñëåäíèõ äâóõ óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ äëÿ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæå-

íèé èìåþò ñòåïåííîé âèä 𝜎𝑟𝑧 = 𝐶1𝑟
−1, 𝜎𝑟𝜙 = 𝐶2𝑟

−2, è ñ ó÷åòîì êðàåâûõ óñëîâèé

îáðàùåíèÿ â íóëü íà ñòåíêàõ òðóáîê ýòè íàïðÿæåíèÿ äîëæíû èñ÷åçàòü. Â èòîãå

èìååì ÷åòûðå îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé

𝜎𝑟𝑟 = 𝜎𝑟𝑟 (𝑟) , 𝜎𝜙𝜙 = 𝜎𝜙𝜙 (𝑟) , 𝜎𝑧𝑧 = 𝜎𝑧𝑧 (𝑟) , 𝜎𝑟𝜙 = 𝜎𝑟𝜙 (𝑟) , 𝜎𝑟𝑧 = 𝜎𝜙𝑧 = 0.
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Â ñèëó çàêîíà Ãóêà (2.1) áóäåì èìåòü äëÿ ðàäèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äå-

ôîðìàöèé

𝑢𝑧𝑧 (𝑟) = 𝑠11𝜎𝑧𝑧 (𝑟) + 𝑠12𝜎𝜙𝜙 (𝑟) + 𝑠13𝜎𝑟𝑟 (𝑟) ,

𝑢𝜙𝜙 (𝑟) = 𝑠12𝜎𝑧𝑧 (𝑟) + 𝑠11𝜎𝜙𝜙 (𝑟) + 𝑠13𝜎𝑟𝑟 (𝑟) ,

𝑢𝑟𝑟 (𝑟) = 𝑠13 (𝜎𝑧𝑧 (𝑟) + 𝜎𝜙𝜙 (𝑟)) + 𝑠33𝜎𝑟𝑟 (𝑟) ,

2𝑢𝑟𝜙 (𝑟) = 𝑠14 (𝜎𝜙𝜙 (𝑟) − 𝜎𝑧𝑧 (𝑟)) , 𝑢𝑟𝑧 = 𝑢𝜙𝑧 = 0.

(2.3)

Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò äåôîðìàöèé

𝑢𝑧𝑧 =
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

, 2𝑢𝑟𝑧 =
𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑧

+
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑟

, 2𝑢𝜙𝑧 =
𝜕𝑢𝜙
𝜕𝑧

+
1

r

𝜕𝑢𝑧
𝜕𝜙

,

ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ òðåõ êîìïîíåíò ñìåùåíèé

𝑢𝑧 = 𝑢𝑧𝑧𝑧 + 𝑈𝑧 (𝑟, 𝜙) , 𝑢𝑟 = −𝑧
2

2

𝜕𝑢𝑧𝑧
𝜕𝑟

− 𝑧
𝜕𝑈𝑧 (𝑟, 𝜙)

𝜕𝑟
+ 𝑈𝑟 (𝑟, 𝜙) ,

𝑢𝜙 = −𝑧
𝑟

𝜕𝑈𝑧 (𝑟, 𝜙)

𝜕𝜙
+ 𝑈𝜙 (𝑟, 𝜙) .

Çäåñü òðè ôóíêöèè òðåõ öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ñâåëèñü ê òðåì ôóíêöèÿì äâóõ

ïåðåìåííûõ.

Èíòåãðèðîâàíèå îñòàëüíûõ òðåõ èç øåñòè óðàâíåíèé (2.3) ñ ó÷åòîì íàéäåí-

íûõ âûðàæåíèé äëÿ êîìïîíåíò ñìåùåíèé ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ïîñòîÿíñòâî îäíîé

èç êîìïîíåíò äåôîðìàöèé

𝑢𝑧𝑧 = 𝜀 = const,

âèä ôóíêöèè 𝑈𝑧 (𝑟, 𝜙) ñ òî÷íîñòüþ äî òðåõ ïîñòîÿííûõ

𝑈𝑧 (𝑟, 𝜙) = 𝑓1 (𝜙) 𝑟 + 𝐶6, 𝑓1 (𝜙) = 𝐶1 sin𝜙+ 𝐶2 cos𝜙

è òðè ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ââåäåííûõ âûøå ôóíêöèé 𝑈𝑟 (𝑟, 𝜙), 𝑈𝜙 (𝑟, 𝜙)

𝜕𝑈𝑟 (𝑟, 𝜙)

𝜕𝑟
= 𝑢𝑟𝑟,

𝜕

𝜕𝜙

(︂
𝑈𝜙 (𝑟, 𝜙)

𝑟

)︂
+
𝑈𝑟 (𝑟, 𝜙)

𝑟
= 𝑢𝜙𝜙,

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑈𝜙 (𝑟, 𝜙)

𝑟

)︂
+
𝜕𝑈𝑟 (𝑟, 𝜙)

𝜕𝜙
= 2𝑟𝑢𝑟𝜙.

Â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ èìååì

𝑈𝑟 (𝑟, 𝜙) =

∫︁
𝑢𝑟𝑟(𝑟)𝑑𝑟 + 𝑓2 (𝜙)

Òîãäà îñòàâøèåñÿ äâà ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ôóíêöèè 𝑈𝜙 (𝑟, 𝜙) äàþò àíàëîãè÷íîå ïðåä-

ñòàâëåíèå
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𝑈𝜙 (𝑟, 𝜙) = 2𝑟

∫︁
𝑢𝑟𝜙 (𝑟)

𝑟
𝑑𝑟 +

𝜕𝑓2 (𝜙)

𝜕𝜙
, 𝑓2 (𝜙) = 𝐶3sin𝜙+ 𝐶4cos𝜙

ïðè óñëîâèè ñîâìåñòíîñòè

𝑢𝑟𝑟 (𝑟) =
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝑢𝜙𝜙 (𝑟)) . (2.4)

Â èòîãå êîìïîíåíòû ñìåùåíèÿ ïðèíèìàþò âèä

𝑢𝑟 = 𝑟𝑢𝜙𝜙 (𝑟) + 𝑧𝑓1 (𝜙) + 𝑓2 (𝜙) ,

𝑢𝜙 = 2𝑟

∫︁
𝑑𝑟
𝑢𝑟𝜙 (𝑟)

𝑟
+ 𝐶5𝑟 + 𝑧

𝜕𝑓1 (𝜙)

𝜕𝜙
+
𝜕𝑓2 (𝜙)

𝜕𝜙
,

𝑢𝑧 = 𝑧𝜀− 𝑟𝑓1 (𝜙) + 𝐶6 , 𝑢𝑧𝑧 = 𝜀 = const.

(2.5)

Åñëè òåïåðü èñêëþ÷èòü èç ñèñòåìû ñîîòíîøåíèé (2.3) 𝜎𝑧𝑧 (𝑟), à òàêæå 𝜎𝜙𝜙 (𝑟)

ñ ïîìîùüþ îäíîãî èç óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝜎𝑟𝑟(𝑟)) = 𝜎𝜙𝜙(𝑟) (2.6)

ïîëó÷èì â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè (2.4) äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ êîìïî-

íåíòû íàïðÿæåíèé 𝜎𝑟𝑟 (𝑟)

𝑑

𝑑𝑟

[︂
𝑟
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝜎𝑟𝑟)

]︂
− 𝑠11𝑠33 − 𝑠213

𝑠211 − 𝑠212
𝜎𝑟𝑟 =

𝑠13 − 𝑠12
𝑠211 − 𝑠212

𝜀.

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå, îäíî èç óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ (2.6) è ïåðâîå èç ñîîò-

íîøåíèé (2.3) ñ ó÷åòîì 𝑢𝑧𝑧 = 𝜀, ïîëó÷èì äëÿ âñåõ êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé

𝜎𝑟𝑟 (𝑟) =
𝑠12 − 𝑠13

𝑆
𝜀+ 𝐴+𝑟

−1+𝑘 + 𝐴−𝑟
−1−𝑘,

𝜎𝜙𝜙 (𝑟) =
𝑠12 − 𝑠13

𝑆
𝜀+ 𝑘

(︀
𝐴+𝑟

−1+𝑘 − 𝐴−𝑟
−1−𝑘)︀

𝜎𝑧𝑧 (𝑟) =
𝑠33 − 𝑠11

𝑆
𝜀− 𝑠13 + 𝑘𝑠12

𝑠11
𝐴+𝑟

−1+𝑘 − 𝑠13 − 𝑘𝑠12
𝑠11

𝐴−𝑟
−1−𝑘,

𝑆 ≡ 𝑠212 + 𝑠11𝑠33 − 𝑠211 − 𝑠213, 𝑘 ≡

√︃
𝑠11𝑠33 − 𝑠213
𝑠211 − 𝑠212

.

(2.7)

Ïðè÷åì 𝐴± îïðåäåëÿþòñÿ èñõîäÿ èç óñëîâèé îáðàùåíèÿ íàïðÿæåíèÿ 𝜎𝑟𝑟 â íóëü íà

âíåøíåé è âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòÿõ íàíî/ìèêðîòðóáêè

𝐴+ = −(𝑠12 − 𝑠13)𝜀

𝑆𝑅𝑘−1

𝜌𝑘+1 − 1

𝜌2𝑘 − 1
, 𝐴− = −(𝑠12 − 𝑠13)𝜀

𝑆𝑅−𝑘−1

(︀
𝜌𝑘−1 − 1

)︀
𝜌𝑘+1

𝜌2𝑘 − 1
. (2.8)

Âåäóùèå âêëàäû â ñìåùåíèÿ 𝑢𝑟, 𝑢𝜙 (ñì. (2.5)) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýòè æå

ïîñòîÿííûå ñëåäóþùèì îáðàçîì
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𝑟𝑢𝜙𝜙 (𝑟) =
𝑠12𝑠33 − 𝑠13 (𝑠13 + 𝑠11 − 𝑠12)

𝑆
𝜀𝑟+

+
𝑘 (𝑠211 − 𝑠212) + 𝑠13 (𝑠11 − 𝑠12)

𝑠11
𝐴+𝑟

𝑘 − 𝑘 (𝑠211 − 𝑠212) − 𝑠13 (𝑠11 − 𝑠12)

𝑠11
𝐴−𝑟

−𝑘,

2𝑟

∫︁
𝑢𝑟𝜙 (𝑟)

𝑟
𝑑𝑟 = 𝑠14

𝑠11 + 𝑠12 − 𝑠33 − 𝑠13
𝑆

𝜀𝑟 ln 𝑟+

+𝑠14

{︂
𝑘 (𝑠11 + 𝑠12) + 𝑠13

𝑠11 (𝑘 − 1)
𝐴+𝑟

𝑘 +
𝑘 (𝑠11 + 𝑠12) − 𝑠13

𝑠11 (𝑘 + 1)
𝐴−𝑟

−𝑘
}︂
.

Íà òîðöàõ íàíî/ìèêðîòðóáêè ñóììàðíîå ðàñòÿãèâàþùåå óñèëèå 𝑃𝜋𝑅2(𝜌2−1)

ñêëàäûâàåòñÿ èç íàïðÿæåíèé 𝜎𝑧𝑧 (𝑟) ïî âñåé ïëîùàäè îñíîâàíèÿ. Èñïîëüçóÿ (2.7),

(2.8) ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ ñâÿçü ñèëû 𝑃 ñ âåëè÷èíîé îòíîñèòåëüíîãî óäëèíåíèÿ

ñòåðæíÿ 𝜀. Îòíîøåíèå 𝑃/𝜀 îïðåäåëÿåò ìîäóëü Þíãà äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáêè ñ ãåê-

ñàãîíàëüíîé è ðîìáîýäðè÷åñêîé öèëèíäðè÷åñêîé àíèçîòðîïèåé

𝐸 =
1

𝑠11
+
𝑆0

𝑠11

{︃
2

(︀
𝜌𝑘+1 − 1

)︀2
(𝜌2𝑘 − 1)(𝜌2 − 1)

[︂
𝑠13 + 𝑘𝑠12

1 + 𝑘
−

−𝑠13 − 𝑘𝑠12
1 − 𝑘

(︂
𝜌
𝜌𝑘−1 − 1

𝜌𝑘+1 − 1

)︂2
]︃
− 𝑠12 − 𝑠13

}︃
,

𝑆0 ≡
𝑠213 − 𝑠212

𝑠211 + 𝑠213 − 𝑠212 − 𝑠11𝑠33
.

Òàáëèöà 2.1: Ãðàíèöû èçìåíåíèé ìîäóëÿ Þíãà äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ íàíî/ìèêðî-

òðóáîê ïðè êðèâîëèíåéíî ãåêñàãîíàëüíîì è ðîìáîýäðè÷åñêîì èõ ìîäåëèðîâàíèè.

Êðèñòàëëû 𝐸min, ÃÏà 𝐸max, ÃÏà Êðèñòàëëû 𝐸min, ÃÏà 𝐸max, ÃÏà

(𝜌 ≈ 1) (𝜌≫ 1) (𝜌 ≈ 1) (𝜌≫ 1)

Ãðàôèò 1020 1021 Co 195.7 200.8

MoS2 209 225 Ti 103.2 106.4

Zn 121.7 136.7 CuCl 18.9 21.4

C7H12 0.74 0.89 WC 595.2 596.6

TiB2 387.6 387.9 Mg 121.7 132.4

Be 289.9 290.2 As 32.7 92.4

ZnO 127.6 128.6

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî ýòîé ôîðìóëå, èñïîëüçóþùèå ýêñïåðè-

ìåíòàëüíûå äàííûå äëÿ óïðóãèõ êîýôôèöèåíòîâ êðèñòàëëîâ, ñîáðàííûå â ñïðà-

âî÷íèêå [172], ïðèâåäåíû â Òàáë.2.1 è íà Ðèñ.2.2. Ìîäóëü Þíãà îêàçûâàåòñÿ ìèíè-

ìàëüíûì äëÿ òîíêîñòåííûõ íàíî/ìèêðîòðóáîê è ìîíîòîííî ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì
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Ðèñ. 2.2: Ïðèìåðû çàâèñèìîñòåé ìîäóëåé Þíãà îò îòíîøåíèÿ âíåøíåãî è âíóòðåí-

íåãî ðàäèóñîâ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç ãðàôèòà (C), TiB2, MoS2, Zn.

òîëùèíû òðóáêè. Â ñëó÷àå òîíêîñòåííîé òðóáêè (𝜌 − 1 ≪ 1) ôîðìóëà äëÿ ìîäóëÿ

Þíãà ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïðèíèìàåò óïðîùåííûé âèä

𝐸 =
1

𝑠11
+
𝑠13 − 𝑘𝑠12

𝑠11
𝑆0
𝑘 − 1

2𝑘
(𝜌− 1), 𝜌− 1 ≪ 1.

Êàê âèäíî èç Òàáë.2.1 ìîäóëü Þíãà ìíîãèõ íàíî/ìèêðîòðóáîê î÷åíü ìàëî

îòêëîíÿåòñÿ îò çíà÷åíèÿ 1/𝑠11 ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà òîëùèíû òðóáîê 𝜌.

Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå óãëåðîäíûõ íàíî/ìèêðî-òðóáîê îòêëîíåíèå îò 𝐸 = 1/𝑠11 =

1020 ÃÏà îñîáåííî ìàëî (íå áîëåå 0.1 %). Àíîìàëüíî áîëüøîå ðàçëè÷èå ìåæäó

ìàêñèìàëüíûì è ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèÿìè ìîäóëÿ Þíãà íàéäåíî äëÿ òðóáîê èç

ìûøüÿêà (ñì. Òàáë.2.1).

Âàæíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ðàñòÿãèâàåìûõ öèëèíäðè÷åñêèõ àíèçîòðîïíûõ

íàíî/ìèêðîòðóáîê ÿâëÿþòñÿ äâà êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 = −𝑢𝑟𝑟(𝑟)/𝜀, 𝜈𝜙𝑧 =

−𝑢𝜙𝜙(𝑟)/𝜀, êîòîðûå èç-çà îáñóæäàåìîé íåîäíîðîäíîñòè ïîëåé íàïðÿæåíèé è äåôîð-

ìàöèé îêàçûâàþòñÿ èçìåíÿþùèìèñÿ ñ èçìåíåíèåì ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû, ðàäè-

óñà íàíî/ìèêðîòðóáêè è åå òîëùèíû

𝜈𝑟𝑧 =
𝑆0

𝑠11

[︂
−𝑠11

(︂
𝑠13 + 𝑠33 + 𝑠13

𝑠11 − 𝑠33
𝑠13 − 𝑠12

)︂
+

+
(︀
𝑠213 + 𝑘𝑠12𝑠13 − 𝑘𝑠11𝑠13 − 𝑠11𝑠33

)︀ 1 − 𝜌𝑘+1

𝜌2𝑘 − 1

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝑘−1

+

+
(︀
𝑠213 − 𝑘𝑠12𝑠13 + 𝑘𝑠11𝑠13 − 𝑠11𝑠33

)︀ 1 − 𝜌𝑘−1

𝜌2𝑘 − 1

(︂
𝑟

𝜌𝑟0

)︂−𝑘−1
]︃
,
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𝜈𝜙𝑧 =
𝑆0

𝑠11

[︂
−𝑠11

(︂
𝑠11 + 𝑠13 + 𝑠12

𝑠11 − 𝑠33
𝑠13 − 𝑠12

)︂
+

+
(︀
𝑠12𝑠13 + 𝑘𝑠212 − 𝑠11𝑠13 − 𝑘𝑠211

)︀ 1 − 𝜌𝑘+1

𝜌2𝑘 − 1

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝑘−1

+

+
(︀
𝑠12𝑠13 − 𝑘𝑠212 − 𝑠11𝑠13 + 𝑘𝑠211

)︀ 1 − 𝜌𝑘+1

𝜌2𝑘 − 1

(︂
𝑟

𝜌𝑟0

)︂−𝑘−1
]︃
.

Ðèñ. 2.3: Èçìåíåíèå êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈𝜙𝑧 ñ èçìåíåíèåì ïàðàìåòðà òîëùèíû

òðóáîê 𝜌 èç MoS2 è Zn íà èõ âíóòðåííåé (ïðè 𝑟 = 𝑟0) è âíåøíåé (ïðè 𝑟 = 𝜌𝑟0)

ïîâåðõíîñòÿõ è êîýôôèöèåíòà 𝜈𝑟𝑧 íà âíóòðåííåé è âíåøíåé ïîâåðõíîñòÿõ òðóáêè

èç C7H12.

×èñëåííûå îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà ïî ýòèì ôîðìóëàì äëÿ öèëèí-

äðè÷åñêè àíèçîòðîïíûõ òðóáîê ïðèâîäÿò ê ñèëüíî ðàçëè÷àþùèìñÿ ðåçóëüòàòàì.

Êàêîé-ëèáî ïðîñòîé ñâÿçè ñâîéñòâ àóêñåòè÷íîñòè ó ïðÿìîëèíåéíîé àíèçîòðîïíîé

êðèñòàëëè÷åñêîé ïëàñòèíû è ñîîòâåòñòâóþùåé êðèâîëèíåéíî àíèçîòðîïíîé òðóáêè

íå ìîæåò áûòü óæå â ñèëó îäíîðîäíîñòè íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ

ïåðâîé, íåîäíîðîäíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîñòîÿíèÿ âòîðîé è ðàçíîãî ÷èñëà êîýô-

ôèöèåíòîâ Ïóàññîíà ó íèõ. Äåéñòâèòåëüíî áûëî íàéäåíî, ÷òî ñåìè ïðÿìîëèíåéíî

àíèçîòðîïíûì ãåêñàãîíàëüíûì àóêñåòèêàì MoS2, C7H12, Zn, Be, BeCu, TiB2, MnAs

(ñì. ïîäðàçäåë 1.3.2) ñîîòâåòñòâóþò ëèøü ÷åòûðå àóêñåòè÷åñêèå òðóáêè èç MoS2,

Zn è C7H12, MnAs (Ðèñ.2.3), à òðóáêè èç îñòàëüíûõ òðåõ ïðÿìîëèíåéíî àíèçîòðîï-

íûõ àóêñåòè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ àóêñåòèêàìè íå ÿâëÿþòñÿ. Ïðè ýòîì öèëèíäðè÷å-

ñêàÿ òðóáêà èç äèñóëüôèäà ìîëèáäåíà óíèêàëüíà â òîì îòíîøåíèè, ÷òî êîýôôèöè-

åíò Ïóàññîíà 𝜈𝜙𝑧 îòðèöàòåëåí ïðè ëþáîé òîëùèíå òðóáêè, è ñðåäíåå ïî ïëîùàäè

ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ òðóáêè ⟨𝜈𝜙𝑧⟩ òàêæå îòðèöàòåëüíî (⟨𝜈𝜙𝑧⟩ ≤ −0.2). Ñðåäíèé êî-

ýôôèöèåíò Ïóàññîíà ⟨𝜈𝜙𝑧⟩ äëÿ òðóáêè èç öèíêà îòðèöàòåëåí òîëüêî ïðè 𝜌 < 2. Äëÿ



ГЛАВА 2. НАНО/МИКРОТРУБКИ ИЗ КРИСТАЛЛОВ 136

ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ ÷àùå áûâàåò ñïðàâåäëèâî îáðàòíîå. À èìåííî, ïðÿìî-

ëèíåéíî àíèçîòðîïíûì íåàóêñåòèêàì ñîîòâåòñòâóþò êðèâîëèíåéíî àíèçîòðîïíûå

íàíî/ìèêðîòðóáêè ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 èëè 𝜈𝜙𝑧 ïðè òîé

èëè èíîé òîëùèíå òðóáîê.

Òàáëèöà 2.2: Õàðàêòåðèñòèêè òðóáîê-àóêñåòèêîâ èç ãåêñàãîíàëüíûõ ìàòåðèàëîâ, íå

ÿâëÿþùèõñÿ àóêñåòèêàìè ïðè ïðÿìîëèíåéíî àíèçîòðîïíîì ñîñòîÿíèè (çäåñü è â

äðóãèõ òàáëèöàõ 𝜌1, 𝜌2 � çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû 𝜌, ïðè êîòîðûõ ìåíÿåòñÿ çíàê êîýô-

ôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 è 𝜈𝜙𝑧, ñîîòâåòñòâåííî).

Êðèñòàëëû 𝜈𝑟𝑧 𝜈𝜙𝑧 𝜌1 𝜌2
(𝜌 ≈ 1) (𝜌 ≈ 1)

Cd 0.73 0.10 � 1.32

GaN 0.49 0.18 � 2.5

𝛽-SiO2 0.28 0.06 � 1.7

InN 0.52 0.23 � 3

CdS 0.26 0.48 15 �

CdSe 0.24 0.48 11.9 �

CdTe 0.22 0.47 12.1 �

Co 0.18 0.46 10 �

Ti 0.19 0.49 8.4 �

CuCl 0.17 0.68 2.6 �

Ag2Al 0.24 0.48 11.9 �

CeF3 0.16 0.43 11 �

CsNiF3 0.06 0.45 5.5 �

In2Bi 0.15 0.72 2.2 �

LaF3 0.15 0.44 9.7 �

MgZn2 0.14 0.42 12.2 �

Ìíîãî÷èñëåííîñòü êðèâîëèíåéíî àíèçîòðîïíûõ àóêñåòèêîâ ñðåäè öèëèíäðè-

÷åñêèõ òðóáîê èç êðèñòàëëîâ ãåêñàãîíàëüíûõ è ðîìáîýäðè÷åñêèõ ñèñòåì äåìîí-

ñòðèðóþò ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â Òàáë.2.2-2.4. Êàê âèäíî èç ýòèõ òàáëèö,

ïðè îïðåäåëåííîé òîëùèíå ÷àñòü àóêñåòè÷åñêèõ íàíî/ìèêðîòðóáîê ìåíÿåò çíàê

êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧, à äðóãàÿ ìåíÿåò çíàê êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈𝜙𝑧. Â

Òàáë.2.2 îòðàæåíû ñëó÷àè, êîãäà íåàóêñåòè÷åñêèå ïðÿìîëèíåéíî àíèçîòðîïíûå ãåê-

ñàãîíàëüíûå ìàòåðèàëû ïðè ñâîðà÷èâàíèè â òðóáêè áóäóò ñòàíîâèòñÿ àóêñåòèêàìè

(èìåþòñÿ òàêæå ìàòåðèàëû, íàïðèìåð, ãðàôèò, BN, GaSe, GaS ñ íåîòðèöàòåëüíû-

ìè êîýôôèöèåíòàìè Ïóàññîíà â îáîèõ ñîñòîÿíèÿõ). Àíàëîãè÷íûå ïðèìåðû ïåðå-

õîäà íåàóêñåòèêîâ â àóêñåòèêè ïðè ñâîðà÷èâàíèè â òðóáêè ïðèâåäåíû â Òàáë.2.3

äëÿ ðîìáîýäðè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ. Èç Òàáë.2.4 òàêæå âèäíî, ÷òî ñâîéñòâî àóêñå-

òè÷íîñòè ìîæåò ÷àñòî ñîõðàíÿòüñÿ ïðè ïåðåõîäå îò ïðÿìîëèíåéíî àíèçîòðîïíûõ
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Òàáëèöà 2.3: Õàðàêòåðèñòèêè òðóáîê-àóêñåòèêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðÿìîëèíåéíî

àíèçîòðîïíûì ðîìáîýäðè÷åñêèì êðèñòàëëàì ñ íåîòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòàì

Ïóàññîíà (íåàóêñåòèêàì).

Êðèñòàëëû 𝜈𝑟𝑧 𝜈𝜙𝑧 𝜌1 𝜌2
(𝜌 ≈ 1) (𝜌 ≈ 1)

Ag3AsS3 0.56 0.26 � 3.7

Bi2Te3 0.41 0.28 � 18

Cr2O3 0.37 0.23 � 7.9

PbI2 0.43 0.24 � 6

FeBO3 0.36 0.23 � 12.3

Ti2O3 0.48 0.14 � 1.9

V2O3 0.43 0.04 � 1.2

Ca3Ga2Ge4O14 0.15 0.51 5.5 �

K3Cu(CN)4 0.24 0.42 26.2 �

Òàáëèöà 2.4: Ïðèìåðû ïðÿìîëèíåéíî ðîìáîýäðè÷åñêèõ àóêñåòèêîâ, ïåðåõîäÿùèõ â

òðóáêè-àóêñåòèêè è òðè íåàêñåòè÷åñêèå òðóáêè èç êðèñòàëëîâ CaCO3, Sb, SbAs.

Êðèñòàëëû 𝜈𝑟𝑧 𝜈𝜙𝑧 𝜌1 𝜌2
(𝜌 ≈ 1) (𝜌 ≈ 1)

As 1.83 −0.67 � 2.1

NaNO3 0.32 −0.41 � �

KBrO3 0.57 0.13 � 1.7

Bi1.60Sb0.40Te3 0.83 −0.11 � 1.3

CaCO3 0.39 0.35 � �

Se 0.25 0.16 � 6

𝛼-HgS 0.10 0.42 8 �

Bi 0.46 0.30 � 22.6

Sb 0.39 0.38 � �

SbAs (25.5at%As) 0.32 0.45 � �

(C6H5CO)2 0.21 0.47 17.7 �

NaMgAl(C2O4)3·9H2O 0.60 0.35 � 7.1

NaN3 0.04 0.83 1.4 �

ðîìáîýäðè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ê êðèâîëèíåéíî àíèçîòðîïíûì òðóáêàì. Â ýòîé òàá-

ëèöå äîïîëíèòåëüíî óêàçàíû òðè íåàóêñåòè÷åñêèå òðóáêè èç CaCO3, Sb, SbAs.

Ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 è 𝜈𝜙𝑧 äëÿ íåêîòîðûõ

ãåêñàãîíàëüíûõ è ðîìáîýäðè÷åñêèõ àóêñåòè÷åñêèõ òðóáîê îò áåçðàçìåðíîãî ïàðà-

ìåòðà òîëùèíû 𝜌 ≡ 𝑅0/𝑟0 ïðèâåäåíû íà Ðèñ.2.4 è Ðèñ.2.5. Íà íèõ íèæíèå âåòâè

êðèâûõ ñ ó÷àñòêàìè ñ îòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ñîîòâåò-
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Ðèñ. 2.4: Èçìåíåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧, 𝜈𝜙𝑧 äëÿ ãåêñàãîíàëüíûõ òðóáîê-

àóêñåòèêîâ ñ èçìåíåíèåì áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà òîëùèíû 𝜌.

Ðèñ. 2.5: Èçìåíåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà äëÿ ðîìáîýäðè÷åñêèõ òðóáîê-

àóêñåòèêîâ.

ñòâóþò âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè òðóáîê 𝑟 = 𝑟0, à âåðõíèå - âíåøíèì ïîâåðõíîñòÿì

𝑟 = 𝑅0 = 𝜌𝑟0.

2.2. Упругие свойства микро/нанотрубок с кубиче-

ской анизотропией [9]

2.2.1. От кубических кристаллов с прямолинейной анизотро-
пией к нано/микротрубкам с криволинейной анизотро-
пией

Ïðè àíàëèçå óïðóãèõ ñâîéñòâ òîíêîñòåííûõ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç êóáè÷å-

ñêèõ êðèñòàëëîâ áóäåì ïðèìåíÿòü ìîäåëü ïîëîãî öèëèíäðè÷åñêîãî ñòåðæíÿ òåîðèè
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óïðóãîñòè. Ïðè÷åì, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïðîäîëüíîì ðàñòÿæåíèè êðèâîëèíåéíî

àíèçîòðîïíîãî ñòåðæíÿ èñïîëüçóåì ïîëóîáðàòíûé ìåòîä Ñåí-Âåíàíà.

Ðèñ. 2.6: Ñâîðà÷èâàíèå êðèñòàëëè÷åñêîé ïëàñòèíû âîêðóã îñè 1′ â öèëèíäðè÷åñêóþ

íàíî/ìèêðîòðóáêó.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êðèñòàëëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ñâîðà÷èâàåìîé òîíêîé

ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû òàêîâà, ÷òî íîðìàëü ê íàèáîëüøåé ïëîñêîñòè ïðÿìîóãîëü-

íîé ïëàñòèíû ñîâïàäàåò ñ êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîé îñüþ 3 êóáè÷åñêîãî êðèñòàëëà,

à íîðìàëè ê äâóì äðóãèì ïëîñêîñòÿì îòëè÷àþòñÿ îò êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèõ îñåé

1,2 ïîâîðîòîì âîêðóã ýòîé îñè íà óãîë 𝛼 (Ðèñ.2.6). Ìåæäó èñõîäíûì ïîâåðíóòûì

áàçèñîì ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû e′1, e
′
2, e

′
3 è ëîêàëüíûì îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì

ñâåðíóòîé öèëèíäðè÷åñêè àíèçîòðîïíîé òðóáêè e𝑟, e𝜙, e𝑧 èìååò ìåñòî ñîîòâåòñòâèå

e′1 → e𝑧, e
′
2 → −e𝜙, e′3 → e𝑟 (Ðèñ.2.6). Óãîë 𝛼 ìåæäó îñÿìè 1, 1′ (è 2, 2′) èìåíóþò

÷àñòî óãëîì õèðàëüíîñòè. Îáñóæäàåìîå ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëÿåò âèä çàêîíà Ãóêà

äëÿ öèëèíäðè÷åñêè àíèçîòðîïíûõ íàíî/ìèêðîòðóáîê.

Ïðè òåíçîðíîé çàïèñè çàêîíà Ãóêà â ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè

𝑢𝑖𝑗 = 𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙𝜎𝑘𝑙 (𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 : 1, 2, 3)

òåíçîðíûå êîýôôèöèåíòû ïîäàòëèâîñòè 𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙 ïðè ïîâîðîòå ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ

áàçèñîì 𝑒𝑖 ê ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ áàçèñîì 𝑒′𝑖 = 𝑙𝑖𝛼𝑒𝛼 ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ôîðìóëå

𝑠′𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝑙𝑖𝛼𝑙𝑗𝛽𝑙𝑘𝜇𝑙𝑙𝜈𝑠𝛼𝛽𝜇𝜈 .

Ïðè ìàòðè÷íîé ôîðìå çàïèñè çàêîíà Ãóêà 𝜀𝑖 = 𝑠𝑖𝑗𝜎𝑗 ÷åðåç ìàòðè÷íûå êîýôôè-

öèåíòû ïîäàòëèâîñòè Ôîéãòà 𝑠𝑖𝑗 (𝑖, 𝑗: 1, 2, 3, 4, 5, 6) ïîñëåäíèå ïðåîáðàçóþòñÿ ïî

çàêîíó

𝑠′𝑖𝑗 = 𝑞𝑖𝛼𝑞𝑗𝛽𝑠𝛼𝛽
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ñ ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ 𝑞𝑖𝑗, âûðàæàþùèõñÿ ÷åðåç 𝑙𝑖𝑗 ñëåäóþùèì

îáðàçîì [161]

‖𝑞𝑖𝑗‖ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑙211 𝑙212 𝑙213 𝑙12𝑙13 𝑙13𝑙11 𝑙12𝑙11
𝑙221 𝑙222 𝑙223 𝑙23𝑙22 𝑙23𝑙21 𝑙22𝑙21
𝑙231 𝑙232 𝑙233 𝑙33𝑙32 𝑙33𝑙31 𝑙32𝑙31

2𝑙31𝑙21 2𝑙32𝑙22 2𝑙33𝑙23 𝑙33𝑙22 + 𝑙32𝑙23 𝑙33𝑙21 + 𝑙31𝑙23 𝑙31𝑙22 + 𝑙32𝑙21
2𝑙31𝑙11 2𝑙32𝑙12 2𝑙33𝑙13 𝑙33𝑙12 + 𝑙32𝑙13 𝑙33𝑙11 + 𝑙31𝑙13 𝑙31𝑙12 + 𝑙32𝑙11
2𝑙21𝑙11 2𝑙12𝑙22 2𝑙13𝑙23 𝑙13𝑙22 + 𝑙12𝑙23 𝑙13𝑙21 + 𝑙11𝑙23 𝑙11𝑙22 + 𝑙12𝑙21

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïîâîðîòà êðèñòàëëà âîêðóã ãëàâíîé îñè (îñè 3) íà óãîë 𝛼

ìàòðèöà ïîâîðîòà ‖𝑙𝑖𝑗‖ è ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ ‖𝑞𝑖𝑗‖ èìåþò âèä

‖𝑙𝑖𝑗‖ =

⎛⎜⎝ cos𝛼 sin𝛼 0

− sin𝛼 cos𝛼 0

0 0 1

⎞⎟⎠ ,

‖𝑞𝑖𝑗‖ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

cos2 𝛼 sin2 𝛼 0 0 0 0.5 sin 2𝛼

sin2 𝛼 cos2 𝛼 0 0 0 −0.5 sin 2𝛼

0 0 1 0 0 0

0 0 0 cos𝛼 − sin𝛼 0

0 0 0 sin𝛼 cos𝛼 0

− sin 2𝛼 sin 2𝛼 0 0 0 cos 2𝛼

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Äëÿ êóáè÷åñêîãî êðèñòàëëà ìàòðèöà óïðóãèõ êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè

â êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

‖𝑠𝑖𝑗‖ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑠11 𝑠12 𝑠12 0 0 0

𝑠12 𝑠11 𝑠12 0 0 0

𝑠12 𝑠12 𝑠11 0 0 0

0 0 0 𝑠44 0 0

0 0 0 0 𝑠44 0

0 0 0 0 0 𝑠44

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
â ïîâåðíóòîé íà óãîë 𝛼 â ñèñòåìå êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ïî ôîðìå ñ ñèììåòðè÷íîé

ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè
⃦⃦
𝑠′𝑖𝑗
⃦⃦
äëÿ ñåìèêîíñòàíòíîãî òåòðàãîíàëü-

íîãî êðèñòàëëà áåç óãëà õèðàëüíîñòè

⃦⃦
𝑠′𝑖𝑗
⃦⃦

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑠′11 𝑠′12 𝑠′13 0 0 −𝑠′26
𝑠′12 𝑠′11 𝑠′13 0 0 𝑠′26
𝑠′13 𝑠′13 𝑠′33 0 0 0

0 0 0 𝑠′44 0 0

0 0 0 0 𝑠′44 0

−𝑠′26 𝑠′26 0 0 0 𝑠′66

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠



ГЛАВА 2. НАНО/МИКРОТРУБКИ ИЗ КРИСТАЛЛОВ 141

ñ êîýôôèöèåíòàìè ïîäàòëèâîñòè 𝑠′𝑖𝑗 âèäà â ñëó÷àå êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ

𝑠′11 = 𝑠11 − 0.5∆ sin2 2𝛼, 𝑠′12 = 𝑠12 + 0.5∆ sin2 2𝛼, 𝑠′26 = 0.5∆ sin 4𝛼,

𝑠′66 = 𝑠44 + 2∆ sin2 2𝛼, 𝑠′13 = 𝑠12, 𝑠′33 = 𝑠11, 𝑠′44 = 𝑠44, ∆ = 𝑠11 − 𝑠12 − 0.5𝑠44.

×àñòíûé ñëó÷àé íóëåâîãî óãëà õèðàëüíîñòè (𝛼 = 0) ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöå ‖𝑠𝑖𝑗‖.

2.2.2. Одноосное растяжение цилиндрически анизотропной тон-
кой трубки

Çàêîí Ãóêà äëÿ õèðàëüíîé öèëèíäðè÷åñêè àíèçîòðîïíîé òðóáêè èç êóáè÷å-

ñêîãî êðèñòàëëà áóäåò èìåòü âèä

𝑢𝑧𝑧 = 𝑠′11𝜎𝑧𝑧 + 𝑠′12𝜎𝜙𝜙 + 𝑠′13𝜎𝑟𝑟 + 𝑠′26𝜎𝜙𝑧,

𝑢𝜙𝜙 = 𝑠′12𝜎𝑧𝑧 + 𝑠′11𝜎𝜙𝜙 + 𝑠′13𝜎𝑟𝑟 − 𝑠′26𝜎𝜙𝑧,

𝑢𝑟𝑟 = 𝑠′13𝜎𝑧𝑧 + 𝑠′13𝜎𝜙𝜙 + 𝑠′33𝜎𝑟𝑟,

2𝑢𝜙𝑧 = 𝑠′26(𝜎𝑧𝑧 − 𝜎𝜙𝜙) + 𝑠′66𝜎𝜙𝑧, 2𝑢𝑟𝑧 = 𝑠′44𝜎𝑟𝑧, 2𝑢𝑟𝜙 = 𝑠′44𝜎𝑟𝜙.

Ïðè ðàñòÿæåíèè òðóáêè óäåëüíûì óñèëèåì 𝑃 âäîëü îñè 𝑧 íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå

áóäåò ïðîñòûì

𝜎𝑧𝑧 = 𝑃, 𝜎𝑟𝑟 = 𝜎𝜙𝜙 = 𝜎𝑟𝜙 = 𝜎𝑟𝑧 = 𝜎𝜙𝑧 = 0.

Â ñèëó çàêîíà Ãóêà îäíîðîäíûì äîëæíî áûòü è ïîëå äåôîðìàöèè

𝑢𝑧𝑧 = 𝑠′11𝑃, 𝑢𝑟𝑟 = 𝑠′13𝑃, 𝑢𝜙𝜙 = 𝑠′12𝑃, 2𝑢𝜙𝑧 = 𝑠′26𝑃, 𝑢𝑟𝜙 = 𝑢𝑟𝑧 = 0.

Èç äèôôåðåíöèàëüíûõ ñâÿçåé êîìïîíåíò äåôîðìàöèè ñ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà ñìå-

ùåíèé

𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑟

= 𝑢𝑟𝑟,
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

= 𝑢𝑧𝑧,
1

𝑟

𝜕𝑢𝜙
𝜕𝜙

+
𝑢𝑟
𝑟

= 𝑢𝜙𝜙,

𝜕𝑢𝜙
𝜕𝑧

+
1

𝑟

𝜕𝑢𝑧
𝜕𝜙

= 2𝑢𝜙𝑧 = const, 𝑟
𝜕

𝜕𝑟

(︁𝑢𝜙
𝑟

)︁
+

1

𝑟

𝜕𝑢𝑟
𝜕𝜙

= 2𝑢𝑟𝜙 = 0,

𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑧

+
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑟

= 2𝑢𝑟𝑧 = 0.

ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ äëÿ çàêîíà Ãóêà íàõîäèì äëÿ ñìåùåíèé

𝑢𝑟 = 𝑃𝑠′13𝑟 + 𝑓1(𝜙) + 𝑧𝑓2(𝜙),

𝑢𝜙 = 𝑃 (𝑠′12 − 𝑠′13)𝑟𝜙+
𝜕𝑓1(𝜙)

𝜕𝜙
+ 𝑧

𝜕𝑓2(𝜙)

𝜕𝜙
+ 𝐶1𝑟,

𝑢𝑧 = 𝑃𝑠′11𝑧 − 𝑟𝑓2(𝜙) + 𝐶2,

𝑓1(𝜙) = 𝐶3 sin𝜙+ 𝐶4 cos𝜙, 𝑓2(𝜙) = 𝐶5 sin𝜙+ 𝐶6 cos𝜙, 𝐶𝑖 = const
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ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè

2𝑢𝜙𝑧 = 𝑠′26𝑃 = 0.

Îäíîçíà÷íûì íàéäåííîå ïîëå ñìåùåíèé ìîæåò áûòü òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè åùå

îäíîãî óñëîâèÿ

𝑢𝜙𝜙 − 𝑢𝑟𝑟 = (𝑠′13 − 𝑠′12)𝑃 = 0.

Â ñëó÷àå êðèâîëèíåéíî àíèçîòðîïíîé òðóáêè èç êóáè÷åñêîãî êðèñòàëëà ñ

óãëîì õèðàëüíîñòè 𝛼 ýòè äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ ïðèíèìàþò âèä

𝑠′26 = 0.5∆ sin 4𝛼 = 0, 𝑠′13 − 𝑠′12 = −0.5∆ sin2 2𝛼 = 0.

Â òàêîì âèäå îíè ìîãóò áûòü âûïîëíåíû â âûðîæäåííîì ñëó÷àå èçîòðîïíîé óïðó-

ãîñòè (ïðè ∆ = 0), èëè äëÿ êóáè÷åñêîãî êðèñòàëëà ñ íóëåâûì óãëîì õèðàëüíîñòè

(ïðè 𝛼 = 0). Êîãäà áàçèñ öèëèíäðè÷åñêè àíèçîòðîïíîé òðóáêè ñîîòâåòñòâóåò êðè-

ñòàëëîãðàôè÷åñêîìó áàçèñó êóáè÷åñêîãî êðèñòàëëà, îäíîðîäíîå îñåâîå ðàñòÿæåíèå

èìååò ìåñòî è õàðàêòåðèçóåòñÿ ìîäóëåì Þíãà è äâóìÿ îäèíàêîâûìè êîýôôèöèåí-

òàìè Ïóàññîíà âèäà

𝐸 ≡ 𝜎𝑧𝑧
𝑢𝑧𝑧

=
1

𝑠11
, 𝜈𝜙𝑧 ≡ −𝑢𝜙𝜙

𝑢𝑧𝑧
= 𝜈𝑟𝑧 ≡ −𝑢𝑟𝑟

𝑢𝑧𝑧
= −𝑠12

𝑠11
.

2.2.3. Невозможность радиально неоднородного растяжения
нано/микротрубок из кубических и тетрагональных кри-
сталлов при отличных от нуля нормальных напряжени-
ях

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåîäíîðîäíîå ðàñòÿæåíèå öèëèíäðè÷åñêè àíèçîòðîïíîé

òðóáêè èç òåòðàãîíàëüíîãî êðèñòàëëà (è â êóáè÷åñêîì, â ÷àñòíîñòè). Ïðåäïîëîæèì

íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ðàäèàëüíî íåîäíîðîäíûì ñ îòëè÷íûìè îò íóëÿ íîðìàëüíû-

ìè íàïðÿæåíèÿìè 𝜎𝑟𝑟(𝑟), 𝜎𝜙𝜙(𝑟), 𝜎𝑧𝑧(𝑟)

𝜎𝑟𝜙 = 𝜎𝑟𝑧 = 𝜎𝜙𝑧 = 0.

Â òàêîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ ñâîäèòñÿ ê äèôôåðåíöèàëüíîé ñâÿçè

𝜎𝜙𝜙(𝑟) =
𝑑

𝑑𝑟
[𝑟𝜎𝑟𝑟(𝑟)]. (2.9)

Ïðè ïðîäîëüíîì ðàñòÿæåíèè ïîëîãî êðóãëîãî ñòåðæíÿ óäåëüíîé ñèëîé 𝑃 â îòñóò-

ñòâèå ðàäèàëüíûõ óñèëèé íà áîêîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ 𝑟 = 𝑟0, 𝑟 = 𝑅0 äîëæíû âûïîë-

íÿòüñÿ óñëîâèÿ
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∫︁ 𝑅0

𝑟0

𝑟𝜎𝑧𝑧(𝑟)𝑑𝑟 =
1

2
(𝑅2

0 − 𝑟20)𝑃, (2.10)

𝜎𝑟𝑟(𝑟)|𝑟=𝑟0 = 𝜎𝑟𝑟(𝑟)|𝑟=𝑅0
= 0. (2.11)

Çàêîí Ãóêà ïðè îòëè÷íûõ îò íóëÿ íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèÿõ ïðèìåò âèä

𝑢𝑧𝑧 = 𝑠′11𝜎𝑧𝑧(𝑟) + 𝑠′12𝜎𝜙𝜙(𝑟) + 𝑠′13𝜎𝑟𝑟(𝑟),

𝑢𝜙𝜙 = 𝑠′12𝜎𝑧𝑧(𝑟) + 𝑠′11𝜎𝜙𝜙(𝑟) + 𝑠′13𝜎𝑟𝑟(𝑟),

𝑢𝑟𝑟 = 𝑠′13𝜎𝑧𝑧(𝑟) + 𝑠′13𝜎𝜙𝜙(𝑟) + 𝑠′33𝜎𝑟𝑟(𝑟),

2𝑢𝜙𝑧 = 𝑠′26[𝜎𝑧𝑧(𝑟) − 𝜎𝜙𝜙(𝑟)], 𝑢𝑟𝑧 = 0, 𝑢𝑟𝜙 = 0.

Èç íåãî â ñèëó ðàäèàëüíîé íåîäíîðîäíîñòè íàïðÿæåíèé ñëåäóåò ðàäèàëüíàÿ íåîä-

íîðîäíîñòü ïîëÿ äåôîðìàöèé. Ïî ýòîìó ïîëþ äåôîðìàöèé íàõîäèì ïîëå ñìåùåíèé

𝑢𝑟 = 𝑢𝜙𝜙(𝑟)𝑟 + 𝑓1(𝜙) + 𝑧𝑓2(𝜙),

𝑢𝜙 = 𝐶0𝑟𝑧 +
𝜕𝑓1(𝜙)

𝜕𝜙
+ 𝑧

𝜕𝑓2(𝜙)

𝜕𝜙
+ 𝐶1𝑟, (2.12)

𝑢𝑧 = 𝜀𝑧 − 𝑟𝑓2(𝜙) + 𝐶2, 𝐶𝑖 = const,

𝑓1(𝜙) = 𝐶3 sin𝜙+ 𝐶4 cos𝜙, 𝑓2(𝜙) = 𝐶5 sin𝜙+ 𝐶6 cos𝜙.

ïðè ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ

𝑢𝑧𝑧(𝑟) = 𝜀 = const, 𝑢𝑟𝑟(𝑟) =
𝑑

𝑑𝑟
[𝑟𝑢𝜙𝜙(𝑟)] , 2𝑢𝜙𝑧(𝑟) = 𝐶0𝑟. (2.13)

Â ðàññìàòðèâàåìîì çäåñü ñëó÷àå íåîäíîðîäíîé äåôîðìàöèè â îòëè÷èå îò îäíîðîä-

íîé äåôîðìàöèè ðàñòÿæåíèÿ â ïîäðàçäåëå 2.2.2 ïîëå ñìåùåíèé îêàçûâàåòñÿ îäíî-

çíà÷íûì.

Èç çàêîíà Ãóêà è ñîîòíîøåíèé (2.9), (2.13) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ

𝑢𝑟𝑟, 𝑢𝜙𝜙 è 𝑢𝜙𝑧 ÷åðåç êîìïîíåíòó íàïðÿæåíèé 𝜎𝑟𝑟

𝑢𝑟𝑟 =
𝑠′13
𝑠′11

[︂
𝜀+ (𝑠′11 − 𝑠′12)

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝜎𝑟𝑟)

]︂
+

(︂
𝑠′33 −

(𝑠′13)
2

𝑠′11

)︂
𝜎𝑟𝑟,

𝑢𝑟𝑟 =
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝑢𝜙𝜙) =

𝑠′12
𝑠′11

𝜀+

(︂
𝑠′11 −

(𝑠′12)
2

𝑠′11

)︂
𝑑

𝑑𝑟

[︂
𝑟
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝜎𝑟𝑟)

]︂
+
𝑠′13
𝑠′11

(𝑠′11 − 𝑠′12)
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝜎𝑟𝑟) ,

2𝑢𝜙𝑧 = 𝐶0𝑟 = 𝑠′26

[︂
1

𝑠′11
𝜀−

(︂
1 +

𝑠′12
𝑠′11

)︂
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝜎𝑟𝑟) −

𝑠′13
𝑠′11

𝜎𝑟𝑟

]︂
.

Ðàçíîñòü äâóõ ïåðâûõ ñîîòíîøåíèé äàåò äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïî-

ðÿäêà äëÿ íàïðÿæåíèÿ 𝜎𝑟𝑟

(︂
𝑠′11 −

(𝑠′12)
2

𝑠′11

)︂
𝑑

𝑑𝑟

[︂
𝑟
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝜎𝑟𝑟)

]︂
−
(︂
𝑠′33 −

(𝑠′13)
2

𝑠′11

)︂
𝜎𝑟𝑟 +

𝑠′12 − 𝑠′13
𝑠′11

𝜀 = 0.
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Â òî æå âðåìÿ òðåòüå ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ 𝜎𝑟𝑟.

Â èòîãå èç ýòèõ äâóõ óðàâíåíèé íàõîäèì ñëåäóþùåå ïðîñòîå âûðàæåíèå äëÿ íîð-

ìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ 𝜎𝑟𝑟

𝜎𝑟𝑟 = 𝑎𝜀+ 𝑏𝐶0𝑟,

𝑎 =
(𝑠′11 + 𝑠′12 − 𝑠′13)

(𝑠′11𝑠
′
33 + 𝑠′12𝑠

′
33 − 2(𝑠′13)

2)
, 𝑏 = − (𝑠′11 − 𝑠′12)(𝑠

′
11 + 𝑠′12 − 2𝑠′13)

2𝑠′26(𝑠
′
11𝑠

′
33 + 𝑠′12𝑠

′
33 − 2(𝑠′13)

2)
.

Äëÿ òàêîé çàâèñèìîñòè êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé îò ðàäèàëüíîé êîîðäèíà-

òû è äâóõ ïàðàìåòðîâ 𝜀 è 𝐶0 íåâîçìîæíî âûïîëíèòü äâà óñëîâèÿ íà âíóòðåííåé è

âíåøíåé ñòåíêàõ òðóáêè, äâà óñëîâèÿ (2.11). Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðàäèàëüíî íåîäíî-

ðîäíîì ðàñòÿæåíèè êðèâîëèíåéíî àíèçîòðîïíûõ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç êóáè÷åñêèõ

è òåòðàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ ïðåäïîëîæåíèå î òðåõ íåíóëåâûõ êîìïîíåíòàõ íà-

ïðÿæåíèé îêàçûâàåòñÿ íå ñïðàâåäëèâûì.

2.2.4. Радиально неоднородное растяжение цилиндрически
анизотропных нано/микротрубок из кубических и тет-
рагональных кристаллов

Êàê áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî â ïîäðàçäåëå 2.2.2, ðàñòÿæåíèå öèëèíäðè÷å-

ñêè àíèçîòðîïíûõ òðóáîê èç êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ïðè îòëè÷èè îðèåíòàöèè êðè-

ñòàëëîâ îò êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîé, íå ìîæåò áûòü îäíîðîäíûì. Ïîýòîìó çäåñü ìû

áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåîäíîðîäíîå ðàñòÿæåíèå. Ïðè ýòîì îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì ðà-

äèàëüíî íåîäíîðîäíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðè òàêîì

ñîñòîÿíèè èìåþò âèä

𝑑𝜎𝑟𝑟(𝑟)

𝑑𝑟
+
𝜎𝑟𝑟(𝑟) − 𝜎𝜙𝜙(𝑟)

𝑟
= 0,

𝑑𝜎𝑟𝑧(𝑟)

𝑑𝑟
+
𝜎𝑟𝑧(𝑟)

𝑟
= 0,

𝑑𝜎𝑟𝜙(𝑟)

𝑑𝑟
+ 2

𝜎𝑟𝜙(𝑟)

𝑟
= 0.

Ïðè ïðîäîëüíîì ðàñòÿæåíèè êðóãëîé òðóáêè óäåëüíîé ñèëîé 𝑃 â îòñóòñòâèå óñè-

ëèé íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè è ñêðó÷èâàþùåãî ìîìåíòà ýòè óðàâíåíèÿ äîïîëíÿþò

êðàåâûå óñëîâèÿ

𝜎𝑟𝑖(𝑟)|𝑟=𝑟0 = 0, 𝜎𝑟𝑖(𝑟)|𝑟=𝑅0
= 0, (2.14)∫︁ 𝑅0

𝑟0

𝑟𝜎𝑧𝑧(𝑟)𝑑𝑟 =
𝑃

2
(𝑅2

0 − 𝑟20),

∫︁ 𝑅0

𝑟0

𝑟2𝜎𝜙𝑧(𝑟)𝑑𝑟 = 0. (2.15)

Ðåøåíèå ïîñëåäíèõ äâóõ óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ äëÿ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæå-

íèé èìåþò ñòåïåííîé âèä 𝜎𝑟𝑧 = 𝐶1𝑟
−1, 𝜎𝑟𝜙 = 𝐶2𝑟

−2, è ñ ó÷åòîì êðàåâûõ óñëî-

âèé îáðàùåíèÿ â íóëü íà ñòåíêàõ òðóáîê (2.14) ýòè íàïðÿæåíèÿ äîëæíû èñ÷åçàòü.
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Íåíóëåâûìè îñòàþòñÿ òîëüêî òðè íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèÿ è îäíî êàñàòåëüíîå (ñð.

ïîäðàçäåë 2.2.3)

𝜎𝑟𝑟(𝑟), 𝜎𝜙𝜙(𝑟), 𝜎𝑧𝑧(𝑟), 𝜎𝜙𝑧(𝑟), 𝜎𝑟𝜙 = 𝜎𝑟𝑧 = 0.

Â òàêîì ñëó÷àå çàêîí Ãóêà äëÿ êðèâîëèíåéíî àíèçîòðîïíûõ öèëèíäðè÷åñêèõ íà-

íî/ìèêðîòðóáîê, ïîëó÷åííûõ ñâîðà÷èâàíèåì ïëàñòèí èç òåòðàãîíàëüíîãî êðèñòàë-

ëà, ïðèíèìàåò âèä

𝑢𝑧𝑧 = 𝑠′11𝜎𝑧𝑧(𝑟) + 𝑠′12𝜎𝜙𝜙(𝑟) + 𝑠′13𝜎𝑟𝑟(𝑟) + 𝑠′26𝜎𝜙𝑧(𝑟),

𝑢𝜙𝜙 = 𝑠′12𝜎𝑧𝑧(𝑟) + 𝑠′11𝜎𝜙𝜙(𝑟) + 𝑠′13𝜎𝑟𝑟(𝑟) − 𝑠′26𝜎𝜙𝑧(𝑟),

𝑢𝑟𝑟 = 𝑠′13𝜎𝑧𝑧(𝑟) + 𝑠′13𝜎𝜙𝜙(𝑟) + 𝑠′33𝜎𝑟𝑟(𝑟),

2𝑢𝜙𝑧 = 𝑠′26[𝜎𝑧𝑧(𝑟) − 𝜎𝜙𝜙(𝑟)] + 𝑠′66𝜎𝜙𝑧(𝑟), 𝑢𝑟𝑧 = 0, 𝑢𝑟𝜙 = 0.

Ïîëå äåôîðìàöèé îêàçûâàåòñÿ ðàäèàëüíî íåîäíîðîäíûì ñ ÷åòûðüìÿ íåíóëåâûìè

êîìïîíåíòàìè 𝑢𝑟𝑟(𝑟), 𝑢𝜙𝜙(𝑟), 𝑢𝑧𝑧(𝑟), 𝑢𝜙𝑧(𝑟), è ïîýòîìó ñìåùåíèÿ èìåþò ïðåæíèé âèä

(2.12) è ñïðàâåäëèâû ïðåæíèå äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ (2.13).

Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèÿìè çàêîíà Ãóêà, äîïîëíèòåëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìè

(2.13) è óðàâíåíèåì ðàâíîâåñèÿ (2.9), èñêîìûõ êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé ìîæíî âû-

ðàçèòü ÷åðåç îäíó êîìïîíåíòó 𝜎𝑟𝑟(𝑟)

𝜎𝜙𝜙 =
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝜎𝑟𝑟),(︀

𝑠′11𝑠
′
66 − (𝑠′26)

2
)︀
𝜎𝑧𝑧 = 𝑠′66𝜀− 𝑠′26𝐶0𝑟 − (𝑠′12𝑠

′
66 + (𝑠′26)

2)
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝜎𝑟𝑟) − 𝑠′13𝑠

′
66𝜎𝑟𝑟,(︀

𝑠′11𝑠
′
66 − (𝑠′26)

2
)︀
𝜎𝜙𝑧 = −𝑠′26𝜀+ 𝑠′11𝐶0𝑟 + 𝑠′26(𝑠

′
11 + 𝑠′12)

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝜎𝑟𝑟) + 𝑠′13𝑠

′
26𝜎𝑟𝑟.

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ñîîòíîøåíèé, âòîðîãî è òðåòüåãî âûðàæåíèé çàêîíà Ãóêà è äèôôå-

ðåíöèàëüíîé ñâÿçè 𝑢𝑟𝑟 = 𝑑(𝑟𝑢𝜙𝜙)/𝑑𝑟 íàõîäèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî

ïîðÿäêà äëÿ êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé 𝜎𝑟𝑟

𝑎0
𝑑

𝑑𝑟

[︂
𝑟
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝜎𝑟𝑟)

]︂
+ 𝑎1𝜎𝑟𝑟 + 𝑎2𝜀+ 𝑎3𝐶0𝑟 = 0,

𝑎0 ≡ (𝑠′11 + 𝑠′12)(𝑠
′
11𝑠

′
66 − 𝑠′12𝑠

′
66 − 2(𝑠′26)

2), 𝑎1 ≡ 𝑠′66(𝑠
′
13)

2 − 𝑠′11𝑠
′
33𝑠

′
66 + 𝑠′33(𝑠

′
26)

2,

𝑎2 ≡ 𝑠′66𝑠
′
12 − 𝑠′13𝑠

′
66 + (𝑠′26)

2, 𝑎3 ≡ −𝑠′26(2𝑠′11 + 2𝑠′12 − 𝑠′13).

Ýòî óðàâíåíèå èìååò ñòåïåííîå ðåøåíèå âèäà

𝜎𝑟𝑟 = − 𝑎2
𝑎0 + 𝑎1

𝜀− 𝑎3
4𝑎0 + 𝑎1

𝐶0𝑟 + 𝐴+

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆+
+ 𝐴−

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆−
, (2.16)

𝜆± = −1 ± 𝑘, 𝑘 =
√︀
−𝑎1/𝑎0,
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çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ 𝜀, 𝐶0, 𝐴+, 𝐴−. Äâà èç íèõ îïðåäåëÿ-

þòñÿ èç óñëîâèé îòñóòñòâèÿ íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé 𝜎𝑟𝑟 íà âíóòðåííåé (ïðè 𝑟 = 𝑟0)

è âíåøíåé (ïðè 𝑟 = 𝑅0 ≡ 𝜌𝑟0) ïîâåðõíîñòÿõ òðóáêè (2.14)

𝐴+ =
𝑎2

𝑎0 + 𝑎1

𝜌−𝜆− − 1

𝜌𝜆+−𝜆− − 1
𝜀+

𝑎3
4𝑎0 + 𝑎1

𝜌1−𝜆− − 1

𝜌𝜆+−𝜆− − 1
𝐶0𝑟0,

𝐴− =
𝑎2

𝑎0 + 𝑎1

𝜌−𝜆+ − 1

𝜌𝜆−−𝜆+ − 1
𝜀+

𝑎3
4𝑎0 + 𝑎1

𝜌1−𝜆+ − 1

𝜌𝜆−−𝜆+ − 1
𝐶0𝑟0.

Èñïîëüçóÿ íàéäåííîå âûðàæåíèå äëÿ êîìïîíåíòû 𝜎𝑟𝑟(𝑟), ïîëó÷èì îñòàëüíûå

òðè îòëè÷íûå îò íóëÿ êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé â âèäå

𝜎𝜙𝜙 = − 𝑎2
𝑎0 + 𝑎1

𝜀− 2
𝑎3

4𝑎0 + 𝑎1
𝐶0𝑟 + 𝑘𝐴+

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆+
− 𝑘𝐴−

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆−
, (2.17)

𝜎𝑧𝑧𝑆 =

(︂
𝑠′66 +

𝑎2
𝑎0 + 𝑎1

𝛼1

)︂
𝜀+

(︂
−𝑠′26 +

𝑎3
4𝑎0 + 𝑎1

𝛼2

)︂
𝐶0𝑟−

−𝛼𝑘𝐴+

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆+
− 𝛼−𝑘𝐴−

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆−
, (2.18)

𝜎𝜙𝑧𝑆 = −𝑠′26
(︂

1 +
𝑎2

𝑎0 + 𝑎1
𝛽1

)︂
𝜀+

(︂
𝑠′11 −

𝑎3
4𝑎0 + 𝑎1

𝑠′26𝛽2

)︂
𝐶0𝑟+

+𝑠′26𝛽𝑘𝐴+

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆+
+ 𝑠′26𝛽−𝑘𝐴−

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆−
, (2.19)

𝑆 ≡ 𝑠′11𝑠
′
66 − (𝑠′26)

2, (2.20)

𝛼𝑞 ≡ 𝑠′13𝑠
′
66 + 𝑞(𝑠′12𝑠

′
66 + (𝑠′26)

2), 𝛽𝑞 ≡ 𝑠′13 + 𝑞(𝑠′12 + 𝑠′11) (𝑞 = 1, 2,±𝑘) (2.21)

Èíòåãðàëüíîå êðàåâîå óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ñêðó÷èâàþùåãî ìîìåíòà (âòîðîå

èç óñëîâèé (2.15)) ïîçâîëÿåò íàéòè ëèíåéíóþ ñâÿçü ìåæäó ïàðàìåòðàìè 𝐶0 è 𝜀

𝐶0 =
𝑀

𝑟0𝑁
𝜀. (2.22)

Ïðè ýòîì 𝑀 è 𝑁 èìåþò âèä

𝑀 = 𝑠′26

{︂
𝜌3 − 1

3
+

𝑎2
𝑎0 + 𝑎1

[︂
𝛽1
𝜌3 − 1

3
−

−𝛽𝑘
(𝜌3+𝜆+ − 1)(𝜌−𝜆− − 1)

(3 + 𝜆+)(𝜌𝜆+−𝜆− − 1)
− 𝛽−𝑘

(𝜌3+𝜆− − 1)(𝜌−𝜆+ − 1)

(3 + 𝜆−)(𝜌𝜆−−𝜆+ − 1)

]︂}︂
(2.23)

𝑁 = 𝑠′11
𝜌4 − 1

4
− 𝑠′26

𝑎3
4𝑎0 + 𝑎1

[︂
𝛽2
𝜌4 − 1

4
−

−𝛽𝑘
(𝜌3+𝜆+ − 1)(𝜌1−𝜆− − 1)

(3 + 𝜆+)(𝜌𝜆+−𝜆− − 1)
− 𝛽−𝑘

(𝜌3+𝜆− − 1)(𝜌1−𝜆+ − 1)

(3 + 𝜆−)(𝜌𝜆−−𝜆+ − 1)

]︂
. (2.24)
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Ïàðàìåòðû 𝐴± òàêæå îêàçûâàþòñÿ ëèíåéíî ñâÿçàííûìè ñ äåôîðìàöèîííûì ïàðà-

ìåòðîì 𝜀

𝐴+ = 𝑎+𝜀, 𝐴− = 𝑎−𝜀 (2.25)

𝑎+ =
𝑎2

𝑎0 + 𝑎1

𝜌−𝜆− − 1

𝜌𝜆+−𝜆− − 1
+

𝑎3
4𝑎0 + 𝑎1

𝜌1−𝜆− − 1

𝜌𝜆+−𝜆− − 1

𝑀

𝑁
, (2.26)

𝑎− =
𝑎2

𝑎0 + 𝑎1

𝜌−𝜆+ − 1

𝜌𝜆−−𝜆+ − 1
+

𝑎3
4𝑎0 + 𝑎1

𝜌1−𝜆+ − 1

𝜌𝜆−−𝜆+ − 1

𝑀

𝑁
. (2.27)

Ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî èíòåãðàëüíîãî êðàåâîãî óñëîâèÿ (2.15) ïîñëå ýòîãî ìîæ-

íî íàéòè çàâèñèìîñòü ìîäóëÿ Þíãà 𝐸 = 𝑃/𝜀 îò ðàäèóñà òðóáêè, òîëùèíû åå ñòåíêè

è óïðóãèõ êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè

𝐸 =
1

𝑆

[︂
𝑠′66 +

𝑎2
𝑎0 + 𝑎1

𝛼1 +

(︂
−𝑠′26 +

𝑎3
4𝑎0 + 𝑎1

𝛼2

)︂
2𝑀

3𝑁

𝜌3 − 1

𝜌2 − 1
−

−2𝛼𝑘𝑎+
𝜌𝜆++2 − 1

(𝜆+ + 2)(𝜌2 − 1)
− 2𝛼−𝑘𝑎−

𝜌𝜆−+2 − 1

(𝜆− + 2)(𝜌2 − 1)

]︂
. (2.28)

Ïî ñîîòíîøåíèÿì çàêîíà Ãóêà è âûðàæåíèÿì äëÿ íàïðÿæåíèé (2.16) è (2.17)

- (2.21) îïðåäåëÿþòñÿ êîìïîíåíòû äåôîðìàöèè 𝑢𝜙𝜙, 𝑢𝑟𝑟, è òåì ñàìûì êîýôôèöèåí-

òû Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 = −𝑢𝑟𝑟/𝜀 è 𝜈𝜙𝑧 = −𝑢𝜙𝜙/𝜀

𝜈𝑟𝑧 = −𝑠
′
13𝑠

′
66

𝑆
+
𝑠′13𝑠

′
26

𝑆

𝑀

𝑁

(︂
𝑟

𝑟0

)︂
+

𝑎2
𝑎0 + 𝑎1

(︂
𝑠′13 + 𝑠′33 −

𝑠′13
𝑆
𝛼1

)︂
+

+
𝑎3

4𝑎0 + 𝑎1

(︂
𝑠′33 + 2𝑠′13 −

𝑠′13
𝑆
𝛼2

)︂
𝑀

𝑁

(︂
𝑟

𝑟0

)︂
+

+

(︂
𝑠′13
𝑆
𝛼𝑘 − 𝑘𝑠′13 − 𝑠′33

)︂
𝑎+

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆+
+

+

(︂
𝑠′13
𝑆
𝛼−𝑘 + 𝑘𝑠′13 − 𝑠′33

)︂
𝑎−

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆−
, (2.29)

𝜈𝜙𝑧 =
1

𝑆

[︂
−(𝑠′12𝑠

′
66 + (𝑠′26)

2) + 𝑠′26(𝑠
′
11 + 𝑠′12)

𝑀

𝑁

(︂
𝑟

𝑟0

)︂
+

+
(︀
𝑠′11𝑠

′
66 − 𝑠′12𝑠

′
66 − 2(𝑠′26)

2
)︀ [︂
𝛽1

𝑎2
𝑎0 + 𝑎1

+ 𝛽2
𝑎3

4𝑎0 + 𝑎1

𝑀

𝑁

(︂
𝑟

𝑟0

)︂
−

−𝛽𝑘𝑎+
(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆+
− 𝛽−𝑘𝑎−

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆−]︃]︃
. (2.30)

Îáà êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà îêàçûâàþòñÿ çàâèñÿùèìè îò ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû,

ðàäèóñà òðóáêè, òîëùèíû åå ñòåíîê è êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè (ñì. (2.20) -

(2.30)).
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Â ïðåäåëå áåñêîíå÷íî òîíêîé òðóáêè ýòè âûðàæåíèÿ çíà÷èòåëüíî óïðîùà-

þòñÿ. Áîëüøîå óïðîùåíèå ïðîèñõîäèò â ÷àñòíîì ñëó÷àå óãëà õèðàëüíîñòè 𝛼 = 𝜋/4.

Ïðè òàêîì óãëå õèðàëüíîñòè ñâÿçü ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè ïîäàòëèâîñòè òåòðà-

ãîíàëüíîãî êðèñòàëëà 𝑠′𝑖𝑗 è êóáè÷åñêîãî êðèñòàëëà 𝑠𝑖𝑗, ïîâîðà÷èâàåìîãî íà óãîë

õèðàëüíîñòè, èìååò ñëåäóþùèé âèä (ñì. ïîäðàçäåë 2.2.1)

𝑠′11 = 𝑠11 − 0.5∆, 𝑠′12 = 𝑠12 + 0.5∆, 𝑠′13 = 𝑠12,

𝑠′33 = 𝑠11, 𝑠′44 = 𝑠44, 𝑠′26 = 0, 𝑠′66 = 𝑠44 + 2∆, ∆ = 𝑠11 − 𝑠12 − 0.5𝑠44.

Â ñèëó ýòîé ñâÿçè ðåçóëüòàòû äëÿ ìîäóëÿ Þíãà è êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà òîíêîé

íàíî/ìèêðîòðóáêè ñòàíîâÿòñÿ ïðîñòûìè

𝐸 =
1

𝑠′11
=

2

2𝑠11 − ∆
, 𝜈𝑟𝑧 = −𝑠

′
13

𝑠′11
= − 2𝑠12

2𝑠11 − ∆
, 𝜈𝜙𝑧 = −𝑠

′
12

𝑠′11
= −2𝑠12 + ∆

2𝑠11 − ∆
.

Â áåçðàçìåðíîì âèäå îíè ïåðåïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

𝑒 ≡ 𝐸

𝑠11
=

2

2 − 𝛿
, 𝜈𝑟𝑧 =

Π𝛿

2 − 𝛿
, 𝜈𝜙𝑧 =

(Π − 1)𝛿

2 − 𝛿
. (2.31)

Ðèñ. 2.7: Çîíû îòðèöàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 è êîýôôèöèåíòà

Ïóàññîíà 𝜈𝜙𝑧 (íå çàêðàøåííûå îáëàñòè (à) è (á) ñîîòâåòñòâåííî) äëÿ òîíêèõ íà-

íî/ìèêðîòðóáîê ïðè óãëå õèðàëüíîñòè 𝛼 = 𝜋/4.

Òåðìîäèíàìè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ 𝑠11 > 0, 𝛿 < 2 (ñì. ïîäðàçäåë 1.2.2) îáåñïå÷èâàþò

ïîëîæèòåëüíîñòü ìîäóëÿ Þíãà, à äëÿ îòðèöàòåëüíîñòè îäíîãî èç êîýôôèöèåíòîâ

Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 è 𝜈𝜙𝑧 ïðè 𝛿 > 0 íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ Π < 0 è Π < 1 ñîîò-

âåòñòâåííî, à ïðè 𝛿 < 0 îáðàòíûõ íåðàâåíñòâ. Íàãëÿäíî ýòî èçîáðàæåíî íà Ðèñ.2.7,

íà êîòîðîì çàòåíåíû çîíû ïîëîæèòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà. Èç ðèñóíêà

ìîæíî âèäåòü, ÷òî â ñëó÷àå 𝛼 = 𝜋/4 îáà êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà îòðèöàòåëüíû



ГЛАВА 2. НАНО/МИКРОТРУБКИ ИЗ КРИСТАЛЛОВ 149

ïðè 𝛿 > 0, Π < 0, à òàêæå ïðè 𝛿 < 0, Π > 1. Îáà êîýôôèöèåíòà ïîëîæèòåëüíû ïðè

𝛿 > 0, Π > 1 è ïðè 𝛿 < 0, Π < 0. Íàêîíåö, ïðè 0 < Π < 1 çíàêè äâóõ êîýôôèöèåíòîâ

ïðîòèâîïîëîæíû, à èìåííî, ïðè 𝛿 > 0 èìååì 𝜈𝑟𝑧 > 0, 𝜈𝜙𝑧 < 0, à ïðè 𝛿 < 0 áóäåò

𝜈𝑟𝑧 < 0, 𝜈𝜙𝑧 > 0.

Ðèñ. 2.8: Èçìåíåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 íà âíóòðåííåé (à) è âíåøíåé (á)

ïîâåðõíîñòÿõ è 𝜈𝜙𝑧 íà âíóòðåííåé (â) è âíåøíåé (ã) ïîâåðõíîñòÿõ íàíî/ìèêðîòðóáîê

èç àëþìèíèÿ Al.

×èñëåííûå ðàñ÷åòû êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 è 𝜈𝜙𝑧 äëÿ öåëîãî ðÿäà íà-

íî/ìèêðîòðóáîê èç êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ, èñïîëüçóþùèå âûøåïðèâåäåííûå ôîð-

ìóëû (2.29), (2.30), ïîçâîëèëè óñòàíîâèòü, ÷òî ïîâåäåíèå ïðàêòè÷åñêè âñåõ òðóáîê

õàðàêòåðèçóåòñÿ ñìåíîé ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåí-

òîâ Ïóàññîíà ñ èçìåíåíèåì èõ òîëùèí è óãëîâ õèðàëüíîñòè, ò.å. âñå îíè ÿâëÿþò-

ñÿ ÷àñòè÷íûìè àóêñåòèêàìè. Íàïðèìåð, êóáè÷åñêèå êðèñòàëëû èç àëþìèíèÿ Al,

æåëåçà Fe è ñîåäèíåíèÿ ñàìàðèÿ Sm0.65La0.35S, êîòîðûå â óñëîâèÿõ ïðÿìîëèíåéíîé
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Ðèñ. 2.9: Èçìåíåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 íà âíóòðåííåé (à) è âíåøíåé (á)

ïîâåðõíîñòÿõ è 𝜈𝜙𝑧 íà âíóòðåííåé (â) è âíåøíåé (ã) ïîâåðõíîñòÿõ íàíî/ìèêðîòðóáîê

èç æåëåçà Fe.

àíèçîòðîïèè ÿâëÿþòñÿ íåàóêñåòèêîì, ÷àñòè÷íûì àóêñåòèêîì è ïîëíûì àóêñåòèêîì,

ñîîòâåòñòâåííî, ïîñëå ñâîðà÷èâàíèÿ â öèëèíäðè÷åñêè àíèçîòðîïíûå òðóáêè âñå îêà-

çûâàþòñÿ ÷àñòè÷íûìè àóêñåòèêàìè (ñì. Ðèñ.2.8 - 2.10). Ýòî âåðíî è â îòíîøåíèå

äðóãèõ ïðîàíàëèçèðîâàííûõ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ.

Íà Ðèñ.2.8-2.10 ïîêàçàíî èçìåíåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 è 𝜈𝜙𝑧 ñ èç-

ìåíåíèåì òîëùèí è óãëîâ õèðàëüíîñòè äëÿ òðóáîê èç Al (Π = 2.795, 𝛿 = 0.259),

Fe (Π = 0.911, 𝛿 = 0.81) è Sm0.65La0.35S (Π = 12.785, 𝛿 = 0.054). Ó òðóáîê èç

àëþìèíèÿ (Ðèñ.2.8) íàáëþäàåòñÿ ñìåíà çíàêà êîýôôèöèåíòà 𝜈𝜙𝑧 íà âíóòðåííåé ïî-

âåðõíîñòè òðóáêè (ïðè 𝑟 = 𝑟0). Îòðèöàòåëüíûì ýòîò êîýôôèöèåíò ñòàíîâèòñÿ ïðè

𝜌 ≡ 𝑅0/𝑟0 > 10 è óãëå õèðàëüíîñòè 𝛼 = 𝜋/4. Ïðè òàêîì æå çíà÷åíèè óãëà êîýô-

ôèöèåíò 𝜈𝜙𝑧 íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè òîíêîé òðóáêè ïîëîæèòåëåí è âîçðàñòàåò ñ
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Ðèñ. 2.10: Èçìåíåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 íà âíóòðåííåé (à) è âíåøíåé (á)

ïîâåðõíîñòÿõ è 𝜈𝜙𝑧 íà âíóòðåííåé (â) è âíåøíåé (ã) ïîâåðõíîñòÿõ íàíî/ìèêðîòðóáîê

èç Sm0.65La0.35S.

óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà òîëùèíû 𝜌. Â òî æå âðåìÿ êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 îñòà-

åòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, êàê íà âíóòðåííåé, òàê è íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòÿõ òðóáêè.

Îáùèé õàðàêòåð èçìåíåíèé êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà äëÿ òðóáîê èç æåëåçà

(Ðèñ.2.9) è àëþìèíèÿ (Ðèñ.2.8) àíàëîãè÷åí. Ïðè óãëå õèðàëüíîñòè 𝛼 = 𝜋/4 êîýô-

ôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈𝜙𝑧 íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè îòðèöàòåëåí äëÿ òîíêîé òðóáêè è

óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà òîëùèíû. Óæå ïðè 𝜌 > 1.21 îí ñòàíîâèòñÿ

ïîëîæèòåëüíûì. Íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè êîýôôèöèåíò 𝜈𝜙𝑧 â ñëó÷àå òîíêîé òðóá-

êè ïðè 𝛼 = 𝜋/4 ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå è óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì

ïàðàìåòðà òîëùèíû âïëîòü äî ñìåíû çíàêà.

Ðèñ.2.10 èëëþñòðèðóåò ïîâåäåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 è 𝜈𝜙𝑧 äëÿ òðó-

áîê èç Sm0.65La0.35S. Òðóáêè èç ýòîãî êóáè÷åñêîãî êðèñòàëëà èìåþò îòðèöàòåëüíûå

çíà÷åíèÿ îáîèõ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè ïðè ëþáûõ óãëàõ
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õèðàëüíîñòè è ïàðàìåòðàõ òîëùèíû. Â òî æå âðåìÿ îíè ìåíÿþò çíàê íà âíóòðåí-

íåé ïîâåðõíîñòè ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà òîëùèíû. Ýòî â ñëó÷àå óãëà

õèðàëüíîñòè 𝛼 = 𝜋/4 ïðîèñõîäèò äëÿ êîýôôèöèåíòà 𝜈𝜙𝑧 ïðè ïàðàìåòðå òîëùèíû

5.2 · 105, à äëÿ êîýôôèöèåíòà 𝜈𝑟𝑧 ïðè åùå áîëüøåì çíà÷åíèè òàêîãî ïàðàìåòðà.

Óïðîùåíèå àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ìîäóëÿ Þíãà è êîýôôèöèåíòîâ

Ïóàññîíà â ÷àñòíîì ñëó÷àå óãëà õèðàëüíîñòè 𝛼 = 𝜋/4 ïîçâîëÿåò ñ áîëüøåé ïðîñòî-

òîé ïðîàíàëèçèðîâàòü ïîâåäåíèå íàíî/ ìèêðîòðóáîê èç êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ. Â

Òàáë.Ï.17 (ñòð.350) äàíû çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 è 𝜈𝜙𝑧 äëÿ òîíêèõ

òðóáîê ïðè óãëå õèðàëüíîñòè 𝛼 = 𝜋/4 (ñì. (2.31)), à òàêæå ïðèâåäåíû âåëè÷èíû

ïàðàìåòðà òîëùèíû, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò ñìåíà çíàêà êîýôôèöèåíòà Ïóàññî-

íà. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî îòðèöàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà

áóäåò ïðîÿâëÿòüñÿ ó âñåõ ïðîàíàëèçèðîâàííûõ êðèñòàëëîâ.

Äëÿ êðèñòàëëîâ ñ Π > 1, 𝛿 > 0 êîýôôèöèåíòû 𝜈𝑟𝑧 è 𝜈𝜙𝑧 äëÿ òîíêîé òðóáêè

ïîëîæèòåëüíû è ñìåíà çíàêà (ñ ïîëîæèòåëüíîãî íà îòðèöàòåëüíûé) âîçìîæíà äëÿ

𝜈𝜙𝑧 íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè. Îòìåòèì, ÷òî êóáè÷åñêèå êðèñòàëëû ñ Π > 1, 𝛿 > 0 â

ñëó÷àå ïðÿìîëèíåéíîé àíèçîòðîïèè ÿâëÿþòñÿ íåàóêñåòèêàìè. Êðèñòàëëû ñ 1 > Π >

0, 𝛿 > 0 èìåþò îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà äëÿ òîíêîé òðóáêè, è ñìåíà

çíàêà áóäåò íàáëþäàòüñÿ ó 𝜈𝜙𝑧 íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè. Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíò

Ïóàññîíà 𝜈𝜙𝑧 íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè îñòàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì è óìåíüøàåòñÿ ñ

óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà òîëùèíû 𝜌.

Ñðåäè êðèñòàëëîâ ñ Π > 0, 𝛿 < 0, ïðåäñòàâëåííûõ â Òàáë.Ï.17, âûäåëÿþòñÿ

TmSe è Tm0.99Se. Äëÿ íèõ áóäåò íàáëþäàòüñÿ ñìåíà çíàêà ó äâóõ êîýôôèöèåíòîâ

Ïóàññîíà, à èìåííî, 𝜈𝑟𝑧 íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè ìåíÿåò çíàê ñ îòðèöàòåëüíîãî íà

ïîëîæèòåëüíûé, à äëÿ 𝜈𝜙𝑧 íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè ñïðàâåäëèâà îáðàòíàÿ ñèòóàöèÿ.

Äëÿ îñòàëüíûõ êðèñòàëëîâ ñ Π > 0, 𝛿 < 0 ñìåíà çíàêà èìååò ìåñòî òîëüêî äëÿ

êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè.

Äëÿ êðèñòàëëîâ ñ Π < 0, 𝛿 < 0 îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà íà-

áëþäàåòñÿ äëÿ 𝜈𝑟𝑧 íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè, è ïðè ýòîì âåëè÷èíà êîýôôèöèåíòà

óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà òîëùèíû. Â ñëó÷àå ïðÿìîëèíåéíîé àíèçî-

òðîïèè êðèñòàëëû ñ Π < 0, 𝛿 < 0 ÿâëÿþòñÿ íåàóêñåòèêàìè.

Âûïîëíåííûé ÷èñëåííûé àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî èç ïðÿìîëèíåéíî àíèçîòðîï-

íûõ êóáè÷åñêèõ íåàóêñåòèêîâ ZnO, Al, Pt, Ta, Ir, Si, Rh, Ge, AuGa2, Cd0.55Mn0.45Te,

Pb0.71Sn0.29Te, Li2O, Nb, AgCl, Cr, FeTi, CeAl2, Mo ïðè ñâîðà÷èâàíèè îáðàçóþòñÿ íà-

íî/ìèêðîòðóáêè òèïà ÷àñòè÷íûõ àóêñåòèêîâ. Òàêîãî æå òèïà òðóáêè ñîîòâåòñòâóþò

ñîðîêà îäíîìó ïðÿìîëèíåéíî àíèçîòðîïíîìó êóáè÷åñêîìó àóêñåòèêó èç Òàáë.Ï.17.
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2.3. Упругие свойства микро/нанотрубок с шести-

константной тетрагональной анизотропией [31]

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïîâîðîòà âîêðóã ãëàâíîé îñè 6-òè êîíñòàíòíîãî òåòðàãî-

íàëüíîãî êðèñòàëëà (îñè 3) íà óãîë 𝛼 ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè

‖𝑠𝑖𝑗‖ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑠11 𝑠12 𝑠13 0 0 0

𝑠12 𝑠11 𝑠13 0 0 0

𝑠13 𝑠13 𝑠33 0 0 0

0 0 0 𝑠44 0 0

0 0 0 0 𝑠44 0

0 0 0 0 0 𝑠66

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

ñîâïàäàåò ïî ôîðìå ñ 7-ìè êîíñòàíòíîé ìàòðèöû òåòðàãîíàëüíîãî êðèñòàëëà ïðè

íóëåâîì óãëå õèðàëüíîñòè

⃦⃦
𝑠′𝑖𝑗
⃦⃦

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑠′11 𝑠′12 𝑠′13 0 0 𝑠′16
𝑠′12 𝑠′11 𝑠′13 0 0 −𝑠′16
𝑠′13 𝑠′13 𝑠′33 0 0 0

0 0 0 𝑠′44 0 0

0 0 0 0 𝑠′44 0

𝑠′16 −𝑠′16 0 0 0 𝑠′66

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Ïðè÷åì íîâûå ìàòðè÷íûå êîýôôèöèåíòû ïîäàòëèâîñòè 𝑠′𝑖𝑗 ñâÿçàíû ñ ïðåæíèìè

êîýôôèöèåíòàìè 𝑠𝑖𝑗 è çàâèñÿò îò óãëà ïîâîðîòà 𝛼 ñëåäóþùèì îáðàçîì

𝑠′11 = 𝑠′22 = 𝑠11 − 0.5∆1 sin2 2𝛼, 𝑠′12 = 𝑠12 + 0.5∆1 sin2 2𝛼,

𝑠′66 = 𝑠66 + 2∆1 sin2 2𝛼, 𝑠′16 = −𝑠′26 = −0.5∆1 sin 4𝛼, (2.32)

𝑠′13 = 𝑠′23 = 𝑠13, 𝑠′33 = 𝑠33, 𝑠′44 = 𝑠′55 = 𝑠44, ∆1 = 𝑠11 − 𝑠12 − 0.5𝑠66.

Äàëåå ðàññìîòðèì ðàñòÿæåíèå öèëèíäðè÷åñêèõ íàíî/ìèêðîòðóáîê, ïîëó÷à-

åìûõ ñâîðà÷èâàíèåì òîíêèõ ïëàñòèí èç òàêèõ 7-ìè êîíñòàíòíûõ êðèñòàëëîâ, è áó-

äåì îïèñûâàòü åãî â ðàìêàõ ëèíåéíîé óïðóãîñòè ñ êðèâîëèíåéíîé àíèçîòðîïèåé.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ãëàâíàÿ îñü ïðÿìîëèíåéíî àíèçîòðîïíîãî êðèñòàëëà (îñü

3) ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè êðèñòàëëè÷åñêîé ïëàñòèíû è ïðè ñâîðà÷èâàíèè ïëà-

ñòèíû â êðóãîâîé öèëèíäð îíà ñîõðàíÿåòñÿ â êà÷åñòâå ðàäèàëüíîé. Ïðè ýòîì äâå

äðóãèå êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèå îñè 1 è 2 ïîâåðíóòû âîêðóã ãëàâíîé îñè íà óãîë 𝛼

åùå äî ñâîðà÷èâàíèÿ ïëàñòèíû. Òîãäà ìåæäó øòðèõîâàííûì ïîâåðíóòûì áàçèñîì

ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû è ëîêàëüíûì îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì ñâåðíóòîé öèëèí-

äðè÷åñêîé íàíî/ìèêðîòðóáêè áóäåò èìåòü ìåñòî ñîîòâåòñòâèå e′1 → e𝑧, e
′
2 → −e𝜙,

e′3 → e𝑟, êîòîðîå íàãëÿäíî èëëþñòðèðóåòñÿ íà Ðèñ.2.6. Â èòîãå ðåçóëüòàòû, èçëîæåí-

íûå â ðàçäåëå 2.2, ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ ê íàíî/ìèêðîòðóáêàì èç 6-òè êîíñòàíòíûõ

òåòðàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ.
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Ïðè íóëåâîì óãëå õèðàëüíîñòè (𝛼 = 0) èìååì 𝑠′𝑖𝑗 = 𝑠𝑖𝑗 è ÷èñëåííûå ðàñ-

÷åòû êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 è 𝜈𝜙𝑧 ñ èñïîëüçîâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ óïðó-

ãîé ïîäàòëèâîñòè, ñîáðàííûõ â ñïðàâî÷íèêå [172], ïîêàçûâàþò, ÷òî 75 èç 85 íà-

íî/ìèêðîòðóáîê èç 6-òè êîíñòàíòíûõ òåòðàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ ÿâëÿþòñÿ àóê-

ñåòèêàìè. Ïîäðîáíî ýòî îòðàæàåò Òàáë.Ï.18 (ñòð.353). Êàê ìîæíî âèäåòü, çíàê

êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà çàâèñèò îò òîëùèíû òðóáêè è äâà êîýôôèöèåíòà íå áû-

âàþò îäíîâðåìåííî îòðèöàòåëüíûìè. Ñèòóàöèè ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì

𝜈𝜙𝑧 è 𝜈𝑟𝑧 ïðè âñåõ òîëùèíàõ (ëþáîì 𝜌) îòìå÷åíû â Òàáë.Ï.18 îäíîé çâåçäî÷êîé. Ñè-

òóàöèè ñ îòðèöàòåëüíûì îáîèìè êîýôôèöèåíòîì ïðè ìåíüøèõ 𝜌 è ïîëîæèòåëüíûì

ïðè áîëüøèõ îòìå÷åíû äâóìÿ çâåçäî÷êàìè.

Äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê ñ íóëåâûì óãëîì õèðàëüíîñòè èç äâóõ êðèñòàëëîâ

RbH2AsO4 è RbD2AsO4 êîýôôèöèåíò 𝜈𝜙𝑧 îêàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì ïðè ëþáûõ

òîëùèíàõ òðóáîê ïî âñåìó èõ ñå÷åíèþ. Åùå â ñëó÷àå ñåìíàäöàòè êðèñòàëëîâ êîýô-

ôèöèåíò 𝜈𝜙𝑧 ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûì íåçàâèñèìî îò òîëùèíû òîíêèõ íàíî/ìèêðî-

òðóáîê ïðè 𝜌 < 1.1 êàê íà âíóòðåííåé, òàê è íà âíåøíåé èõ ïîâåðõíîñòè. Íàêîíåö,

äëÿ âîñåìíàäöàòè òðóáîê 𝜈𝜙𝑧 < 0 â îêðåñòíîñòè âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè ïðè ïàðà-

ìåòðàõ òîëùèíû òðóáîê 𝜌, áîëüøèõ íåêîòîðûõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé 𝜌𝑐𝑟.

Àóêñåòè÷åñêàÿ íàíî/ìèêðîòðóáêà ñ íóëåâûì óãëîì õèðàëüíîñòè èç

(K1/6Na1/6Sr1/2Ba1/6)Nb2O6 ñ êîýôôèöèåíòîì ïîäàòëèâîñòè ïðè ïîñòîÿííîé ýëåê-

òðè÷åñêîé èíäóêöèåé (𝑠𝐷) îáíàðóæèâàåò 𝜈𝑟𝑧 < 0 íà âíóòðåííåé è âíåøíåé ïîâåðõ-

íîñòÿõ ïðè ïàðàìåòðàõ òîëùèíû 𝜌 < 𝜌𝑐𝑟 = 7.26, à ïðè 𝜌 > 𝜌𝑐𝑟 òîëüêî ó âíåøíåé

ïîâåðõíîñòè òðóáêè (Ðèñ.2.11). Äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáêè èç Pb0.346Ba0.59Na0.036Li0.028-

Nb2O6 ïðè ôèêñèðîâàííîé ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè (𝑠
𝐸) òàêèì ðàçäåëÿþùèì çíà-

÷åíèåì ïàðàìåòðà òîëùèíû îêàçûâàåòñÿ 𝜌𝑐𝑟 = 19.4. Âñå äðóãèå òðóáêè èç 6-òè

êîíñòàíòíûõ òåòðàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ ñ 𝛼 = 0 âñåãäà èìåþò ïîëîæèòåëüíûé

êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 íà âíåøíèõ ïîâåðõíîñòÿõ, à äëÿ 30-òè òàêèõ òðóáîê

êîýôôèöèåíò 𝜈𝑟𝑧 îêàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì ó âíóòðåííèõ ïîâåðõíîñòåé ïðè ïà-

ðàìåòðàõ òîëùèíû, áîëüøèõ îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèé 𝜌𝑐𝑟.

Àíàëîãè÷íàÿ Òàáë.Ï.19 áûëà ñîñòàâëåíà äëÿ õèðàëüíûõ íàíî/ ìèêðîòðóáîê

ñ óãëîì õèðàëüíîñòè 𝛼 = 𝜋/4. Ïðè òàêîé õèðàëüíîñòè îáà êîýôôèöèåíòà Ïóàñ-

ñîíà 𝜈𝑟𝑧, 𝜈𝜙𝑧, ïî-ïðåæíåìó, íå áûâàþò îäíîâðåìåííî îòðèöàòåëüíûìè, íî 73 íà-

íî/ìèêðîòðóáêè îáíàðóæèâàþò òîò èëè èíîé îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàñ-

ñîíà. Òðóáêè èç êðèñòàëëà Pb0.346Ba0.59Na0.036Li0.028-Nb2O6 ñ óïðóãèìè êîýôôèöè-

åíòàìè ïîäàòëèâîñòüþ 𝑠𝐸 õàðàêòåðèçóþòñÿ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàñ-

ñîíà 𝜈𝑟𝑧 íà îáåèõ ïîâåðõíîñòÿõ ïðè ëþáûõ òîëùèíàõ òðóáîê. Êðèñòàëë

(K1/6Na1/6Sr1/2Ba1/6)Nb2O6 ïðè óïðóãèõ êîýôôèöèåíòàõ ïîäàòëèâîñòè ñ ôèêñèðî-

âàííîé ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèåé îáðàçóåò íàíî/ìèêðîòðóáêó ñ 𝜈𝑟𝑧 < 0 íà îáåèõ

ïîâåðõíîñòÿõ ïðè 𝜌 < 8.29. Äëÿ 24 äðóãèõ íàíî/ìèêðîòðóáîê ñ 𝛼 = 𝜋/4 êîýôôè-

öèåíò 𝜈𝑟𝑧 ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè ïðè ïàðàìåòðàõ

òîëùèíû, ïðåâûøàþùèõ òå èëè èíûå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ, â òî âðåìÿ êàê íà

âíåøíåé ïîâåðõíîñòè îí îñòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì.
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Ðèñ. 2.11: Çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 íà âíóòðåííåé (à) è âíåøíåé

(á) ïîâåðõíîñòÿõ è êîýôôèöèåíòîâ 𝜈𝜙𝑧 íà âíóòðåííåé (â) è âíåøíåé (ã) ïîâåðõ-

íîñòÿõ îò ïàðàìåòðà òîëùèíû 𝜌 è óãëà õèðàëüíîñòè 𝛼 äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç

(K1/6Na1/6Sr1/2Ba1/6)Nb2O6.

Èç Òàáë.Ï.19 ñ 𝛼 = 𝜋/4 âèäíî, ÷òî 18 õèðàëüíûõ íàíî/ìèêðîòðóáîê âñåãäà

èìåþò ïîëîæèòåëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈𝜙𝑧 íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè, è îò-

ðèöàòåëüíûé íà âíóòðåííåé ïðè ïàðàìåòðàõ òîëùèíû, ïðåâûøàþùèõ êðèòè÷åñêèå

çíà÷åíèÿ. Íàêîíåö 24 òðóáêè îáíàðóæèâàþò îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò 𝜈𝜙𝑧 íà

âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè ïðè ëþáûõ òîëùèíàõ òðóáêè, à òàêæå íà âíåøíåé ïîâåðõ-

íîñòè ïðè ïàðàìåòðàõ òîëùèíû, ìåíüøèõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé.

×èñëåííûå ðåçóëüòàòû äëÿ ìîäóëåé Þíãà äëÿ òîíêèõ (𝜌 = 1.01) è îòíîñè-

òåëüíî òîëñòûõ (𝜌 = 10) íàíî/ìèêðîòðóáîê ñ íóëåâûì óãëîì õèðàëüíîñòè 𝛼 = 0 è

óãëîì õèðàëüíîñòè 𝛼 = 𝜋/4 ñîáðàíû â Òàáë.Ï.20. Íà Ðèñ.2.12 ïðåäñòàâëåíû çàâèñè-
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Ðèñ. 2.12: Èçìåí÷èâîñòü ìîäóëÿ Þíãà 𝐸 â çàâèñèìîñòè îò óãëà õèðàëüíîñòè 𝛼 äëÿ

òîíêèõ òðóáîê (𝜌 = 1.01) ñ áîëüøèìè (à) è ìàëûìè (á) çíà÷åíèÿìè ìîäóëåé Þíãà.

ìîñòè ìîäóëÿ Þíãà îò âåëè÷èíû óãëà õèðàëüíîñòè äëÿ íåêîòîðûõ òîíêèõ òðóáîê,

èìåþùèõ ìàëûå èëè áîëüøèå çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ Þíãà.

2.4. Упругие свойства микро/нанотрубок с семикон-

стантной тетрагональной анизотропией [23]

2.4.1. От кристаллов с прямолинейной 7-ми константной тет-
рагональной упругостью к нано/микротрубкам с криво-
линейной анизотропией

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìàòðè÷íîé ôîðìû çàïèñè çàêîíà Ãóêà 𝜀𝑖 = 𝑠𝑖𝑗𝜎𝑗 ñèì-

ìåòðè÷íûå ìàòðè÷íûå êîýôôèöèåíòû ïîäàòëèâîñòè 𝑠𝑖𝑗 ïðåîáðàçóþòñÿ ñ ïîìîùüþ

ñîîòâåòñòâóþùåé íåñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû ‖𝑞𝑖𝑗‖

𝑠′𝑖𝑗 = 𝑞𝑖𝛼𝑞𝑗𝛽𝑠𝛼𝛽

ñ ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè, íåëèíåéíûì îáðàçîì ñâÿçàííûìè ñ êîýôôèöèåí-

òàìè 𝑙𝑖𝑗 [161]. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïîâîðîòà âîêðóã ãëàâíîé îñè êðèñòàëëà (îñè 3)

íà óãîë 𝛼 ìàòðèöà òåòðàãîíàëüíîãî êðèñòàëëà ‖𝑠𝑖𝑗‖ íå ìåíÿåò îáùåãî âèäà 7-ìè

êîíñòàíòíîé ìàòðèöû
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⃦⃦
𝑠′𝑖𝑗
⃦⃦

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑠′11 𝑠′12 𝑠′13 0 0 𝑠′16
𝑠′12 𝑠′11 𝑠′13 0 0 −𝑠′16
𝑠′13 𝑠′13 𝑠′33 0 0 0

0 0 0 𝑠′44 0 0

0 0 0 0 𝑠′44 0

𝑠′16 −𝑠′16 0 0 0 𝑠′66

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
ñ ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè ïîäàòëèâîñòè 𝑠′𝑖𝑗, ëèíåéíî çàâèñÿùèìè îò 𝑠𝑖𝑗 è

íåëèíåéíî îò óãëà ïîâîðîòà 𝛼 ñëåäóþùèì îáðàçîì

𝑠′11 = 𝑠11 − 0.5𝛿 sin2 2𝛼 + 0.5𝑠16 sin 4𝛼,

𝑠′12 = 𝑠12 + 0.5𝛿 sin2 2𝛼− 0.5𝑠16 sin 4𝛼,

𝑠′66 = 𝑠66 + 2𝛿 sin2 2𝛼− 2𝑠16 sin 4𝛼,

𝑠′16 = 𝑠16 cos 4𝛼− 0.5𝛿 sin 4𝛼,

𝑠′13 = 𝑠13, 𝑠′33 = 𝑠33, 𝑠′44 = 𝑠44,

𝛿 ≡ 𝑠11 − 𝑠12 − 0.5𝑠66.

(2.33)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ãëàâíàÿ îñü ïðÿìîëèíåéíî àíèçîòðîïíîãî êðèñòàë-

ëà (îñü 3) ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè òîíêîé êðèñòàëëè÷åñêîé ïëàñòèíû è ïðè

ñâîðà÷èâàíèè ïëàñòèíû â êðóãîâîé öèëèíäð ýòà îñü ïåðåõîäèò â ðàäèàëüíóþ. Ïðè

ýòîì äâå äðóãèå êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèå îñè 1 è 2 ïîâîðà÷èâàþòñÿ âîêðóã ãëàâíîé

îñè íà óãîë 𝛼 åùå äî ñâîðà÷èâàíèÿ ïëàñòèíû. Òîãäà ìåæäó ïîâåðíóòûì áàçèñîì

èñõîäíîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû e′1, e
′
2, e

′
3 è ëîêàëüíûì îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì

ñâåðíóòîé öèëèíäðè÷åñêîé íàíî/ìèêðîòðóáêè e𝑟, e𝜙, e𝑧 áóäåò èìåòü ìåñòî ñîîòâåò-

ñòâèå e′1 → e𝑧, e
′
2 → −e𝜙, e′3 → e𝑟, êîòîðîå íàãëÿäíî èëëþñòðèðóåòñÿ íà Ðèñ.2.6

(ñòð.139). Â èòîãå ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â ðàçäåëå 2.2, ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ ê íà-

íî/ìèêðîòðóáêàì èç 7-ìè êîíñòàíòíûõ òåòðàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ.

2.4.2. Неоднородное растяжение нано/микротрубок из 7-ми
константных тетрагональных кристаллов при нулевой
хиральности

Â ñèòóàöèè ñ íóëåâûì óãëîì õèðàëüíîñòè èìååò ìåñòî óïðîùåíèå ôîðìóë

ïðåäûäóùåãî ïîäðàçäåëà, çàêëþ÷àþùååñÿ â çàìåíå 𝑠′𝑖𝑗 íà 𝑠𝑖𝑗. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû

ïî òàêèì ôîðìóëàì êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 (2.29) è 𝜈𝜙𝑧 (2.30) âûÿâèëè äå-

ñÿòü íàíî/ìèêðîòðóáîê ñ öèëèíäðè÷åñêîé àíèçîòðîïèåé, èìåþùèõ òîò èëè èíîé

îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, ÷òî ñîñòàâëÿåò áîëüøå ïîëîâèíû âñåõ ðàñ-

ñìîòðåííûõ 7-ìè êîíñòàíòíûõ òåòðàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ. Ýòî òàêæå ïðåâîñõîäèò

êîëè÷åñòâî àóêñåòèêîâ ñ ïðÿìîëèíåéíîé àíèçîòðîïèåé, ðàâíîå ÷åòûðåì (ñì. ðàçäåë

1.7). Ïðè÷åì ïðÿìîëèíåéíî àíèçîòðîïíûå àóêñåòèêè îñòàþòñÿ àóêñåòèêàìè è äëÿ

êðèâîëèíåéíî àíèçîòðîïíûõ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç òåõ æå ìàòåðèàëîâ.
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Òàáëèöà 2.5: Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 è 𝜈𝜙𝑧 äëÿ òîíêîñòåííûõ 7-ìè

êîíñòàíòíûõ òåòðàãîíàëüíûõ íàíî/ìèêðîòðóáîê è êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-

ðà òîëùèíû 𝜌 äëÿ ñìåíû çíàêà ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ íà âíóòðåííåé è âíåøíåé ïî-

âåðõíîñòÿõ ïðè íóëåâîì óãëå õèðàëüíîñòè.

Êðèñòàëëû 𝜈𝑟𝑧 𝜈𝜙𝑧 𝜌0 ïðè 𝜈𝑟𝑧 = 0 𝜌0 ïðè 𝜈𝜙𝑧 = 0

(𝜌− 1 ≪ 1) (𝜌− 1 ≪ 1) 𝑟 = 𝑟0 𝑟 = 𝑅0 𝑟 = 𝑟0 𝑟 = 𝑅0

AgClO3 0.36 0.44 � � � �

C(CH2OH)4 0.16 0.79 2.20 è 40 � � �

C14H8O4 0.11 −0.48 � � � �

CaMoO4 0.21 0.42 110 � � �

CaWO4 0.18 0.45 54.4 � � �

InPS4 0.86 −0.32 � � � 2.00

0.68 −0.16 � � � 1.60

LiBi(MoO4)2 0.26 0.39 � � � �

LiY0.5Tb0.5F4 0.12 0.64 10.6 � � �

LiYF4 0.18 0.47 11.4 � � �

NaBi(MoO4)2 0.31 0.34 � � � �

NaBi(WO4)2 0.18 0.45 � � � �

NbO2 0.43 0.03 � � 1.20 �

0.21 0.54 6 � � �

PbMoO4 0.24 0.57 60.6 � � �

SrMoO4 0.25 0.43 238 � � �

Â Òàáë.2.5 ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà äëÿ âñåõ

íåõèðàëüíûõ òîíêîñòåííûõ íàíî/ìèêðîòðóáîê (ñ 𝜌 − 1 ≪ 1) èç 7-ìè êîíñòàíòíûõ

òåòðàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ, à òàêæå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà òîëùèíû

𝜌, ïðè êîòîðûõ ìåíÿåòñÿ çíàê êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà íà âíóòðåííåé è âíåøíåé

ïîâåðõíîñòÿõ íàíî/ìèêðîòðóáîê. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì, ñîáðàííûì â òàáëèöå, ó

êàæäîé àóêñåòè÷åñêîé íàíî/ìèêðîòðóáêè îòðèöàòåëüíûì áûâàåò òîëüêî îäèí èç

äâóõ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧, 𝜈𝜙𝑧. Â ÷àñòíîñòè äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç

êðèñòàëëîâ C(CH2OH)4, CaMoO4, CaWO4, LiY0.5Tb0.5F4, LiYF4, PbMoO4, SrMoO4

îòðèöàòåëüíûì ìîæåò áûòü òîëüêî êîýôôèöèåíò 𝜈𝑟𝑧 è òîëüêî íà âíóòðåííåé ïî-

âåðõíîñòè íàíî/ìèêðîòðóáêè. Êðîìå òîãî, äëÿ ïîäîáíûõ òîíêîñòåííûõ òðóáîê îí

âñåãäà ïîëîæèòåëåí. Îòìåòèì íåìîíîòîííîñòü èçìåíåíèé êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà

𝜈𝑟𝑧 â ñëó÷àå êðèñòàëëà C(CH2OH)4. Ïîëîæèòåëüíûé ïðè ìàëûõ 𝜌, îí ñòàíîâèòñÿ îò-

ðèöàòåëüíûì â èíòåðâàëå 2.2 < 𝜌 < 40 (äîñòèãàÿ ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ 𝜈𝑟𝑧 = 0.05

ïðè 𝜌 = 5.7), à çàòåì ìåíÿåò çíàê ñíîâà íà ïîëîæèòåëüíûé. Ïîëîæèòåëüíûé êî-

ýôôèöèåíò 𝜈𝜙𝑧 òàêæå ìåíÿåòñÿ íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè íåìîíîòîííûì îáðàçîì,

äîñòèãàÿ ìàêñèìóìà ïðè òîì æå çíà÷åíèè ïàðàìåòðà òîëùèíû 𝜌 = 5.7.
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Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈𝜙𝑧 îêàçàëñÿ îòðèöàòåëüíûì ó íàíî/ìèêðîòðóáîê

èç äâóõ êðèñòàëëîâ InPS4, C14H8O4. Äëÿ C14H8O4 íà îáåèõ (âíóòðåííåé è âíåøíåé)

ïîâåðõíîñòÿõ òðóáîê ïðè ëþáîì ïàðàìåòðå èõ òîëùèíû 𝜌, à â ñëó÷àå InPS4 âñåãäà

íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè è ïðè 𝜌 < 1.6 (èëè 𝜌 < 2 ïðè äðóãîì ýêñïåðèìåíòàëüíîì

íàáîðå óïðóãèõ êîíñòàíò) íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè òðóáîê. Äëÿ êðèñòàëëîâ InPS4,

C14H8O4 êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈𝜙𝑧 îêàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì â òîíêîñòåííûõ

òðóáîê. ×òî êàñàåòñÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç NbO2, òî ïðè îäíîì ýêñïåðèìåíòàëü-

íîì íàáîðå óïðóãèõ êîíñòàíò èç [172] äîëæåí áûòü îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíò

Ïóàññîíà íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè òðóáîê ïðè 𝜌 > 6, à ïðè äðóãîì íàáîðå îæè-

äàåòñÿ îòðèöàòåëüíîñòü íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè ïðè 𝜌 > 1.2 (ñì. Òàáë.2.5).

Ðèñ. 2.13: Èçìåíåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧, 𝜈𝜙𝑧 íà âíóòðåííåé è âíåøíåé

ïîâåðõíîñòÿõ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç ìàòåðèàëîâ, ó êîòîðûõ ñìåíà çíàêà êîýôôèöè-

åíòà Ïóàññîíà íàáëþäàåòñÿ ïðè 𝜌 < 15 (à) è ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ 𝜌 (á).

Ðèñ. 2.14: Ñõåìàòè÷åñêîå èçìåíåíèå ïîâåäåíèÿ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ íà-

íî/ìèêðîòðóáêè èç InPS4 ïðè 𝜌 = 1.5 (à) è 𝜌 = 6 (á).

Îáùèé õàðàêòåð çàâèñèìîñòåé êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧, 𝜈𝜙𝑧 íà âíóòðåí-

íåé (íèæíèå âåòâè êðèâûõ) è âíåøíåé (âåðõíèå âåòâè êðèâûõ) ïîâåðõíîñòÿõ íà-

íî/ìèêðîòðóáîê ñ íóëåâûì óãëîì õèðàëüíîñòè îò ïàðàìåòðà òîëùèíû 𝜌 îòðàæåí
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íà Ðèñ.2.13, ñîñòîÿùåì èç äâóõ ãðàôèêîâ (à) è (á) (ñð. ñ äàííûìè Òàáë.2.5). Íà

Ðèñ.2.13à ñîáðàíû ðåçóëüòàòû äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê, îáëàäàþùèõ îòðèöàòåëüíû-

ìè êîýôôèöèåíòàìè Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧, 𝜈𝜙𝑧 ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà òîëùèíû, ìåíü-

øèõ ïÿòíàäöàòè. Íà Ðèñ.2.13á îòðàæåíû ñëó÷àè ñ èçìåíåíèåì çíàêà êîýôôèöè-

åíòà Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà òîëùèíû (äëÿ C(CH2OH)4
èìååò ìåñòî èçìåíåíèå çíàêà òàêæå ïðè 𝜌 > 2.2) è ñ íåáîëüøèìè îòðèöàòåëüíû-

ìè çíà÷åíèÿìè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà. Èç Ðèñ.2.13 òàêæå âèäíî, ÷òî èìååò ìåñòî

áîëåå áûñòðîå èçìåíåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà íà âíóòðåííèõ ïîâåðõíîñòÿõ íà-

íî/ìèêðîòðóáîê ïðè íå ñëèøêîì ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà òîëùèíû.

Íà Ðèñ.2.14 ïîêàçàíî ñõåìàòè÷åñêîå èçìåíåíèå ïîâåäåíèÿ ïîïåðå÷íîãî ñå÷å-

íèÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç InPS4 ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ òîëùèíû. Ñïëîøíîé

ëèíèåé èçîáðàæåíû ãðàíèöû âíåøíåé è âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòåé òðóáîê äî èõ ðàñ-

òÿæåíèÿ, à ïóíêòèðíîé ëèíèåé � ïîñëå ðàñòÿæåíèÿ. Çäåñü ïðè 𝜌 = 1.5 êîýôôèöèåíò

Ïóàññîíà 𝜈𝜙𝑧 îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì 0.59 íà âíóòðåííåé è −0.11 íà âíåøíåé ïîâåðõ-

íîñòÿõ, à êîýôôèöèåíò 𝜈𝑟𝑧 íà îáåèõ ïîâåðõíîñòÿõ ïîëîæèòåëåí (íà âíóòðåííåé ïî-

âåðõíîñòè 1.04, à íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè 0.73). Ïðè 𝜌 = 6 êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà

𝜈𝜙𝑧 íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå 0.20, à íà âíóòðåí-

íåé ïîâåðõíîñòè óìåíüøàåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñî çíà÷åíèåì ïðè 𝜌 = 1.5 è ñòàíîâèòñÿ

ðàâíûì −1.89. Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 íà âíóòðåííåé è âíåøíåé ïîâåðõíîñòÿõ

ðàâåí 1.89 è 0.52, ñîîòâåòñòâåííî.

2.4.3. Неоднородное растяжение хиральных нано/микротру-
бок из 7-ми константных тетрагональных кристаллов.

×èñëåííûå îöåíêè, îñíîâàííûå íà ñïèñêàõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ êîýôôèöèåí-

òîâ óïðóãîñòè êðèñòàëëîâ â [172], ïîêàçûâàþò, ÷òî âñå õèðàëüíûå íàíî/ìèêðîòðóáêè

èç 7-ìè êîíñòàíòíûõ òåòðàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ ìîãóò èìåòü îòðèöàòåëüíûå êîýô-

ôèöèåíòû Ïóàññîíà (ñð. ïðåäûäóùèé ðàçäåë). Â ýòîì ñëó÷àå èç ÷åòûðåõ êðèñòàëëîâ

ïîëó÷àþòñÿ ÷àñòè÷íî àóêñåòè÷åñêèå íàíî/ìèêðîòðóáêè áëàãîäàðÿ âëèÿíèþ äîïîë-

íèòåëüíîãî ïàðàìåòðà, óãëà õèðàëüíîñòè.

Íà Ðèñ.2.15-2.17 ïîêàçàíû ïðèìåðû èçìåí÷èâîñòè êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà

𝜈𝑟𝑧, 𝜈𝜙𝑧 äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ 𝜌, 𝛼. Äëÿ òðóáîê èç LiYF4

(Ðèñ.2.16) êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè ìîæåò áûòü îòðè-

öàòåëüíûì â ðàññìàòðèâàåìîì äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ. Äëÿ òðóáîê èç LiBi(MoO4)2
(Ðèñ.2.15) êàê 𝜈𝑟𝑧, òàê è 𝜈𝜙𝑧 ìîãóò ñòàíîâèòüñÿ îòðèöàòåëüíûìè íà âíóòðåííåé ïî-

âåðõíîñòè. Â ñëó÷àå 𝛼 = 𝜋/8 êîýôôèöèåíò 𝜈𝑟𝑧 < 0 ïðè 𝜌 > 6.3, à äëÿ 𝛼 = 13𝜋/32

êîýôôèöèåíò 𝜈𝜙𝑧 < 0 ïðè 𝜌 > 12.1. Äëÿ òðóáîê èç C14H8O4 (Ðèñ.2.17) êîýôôèöè-

åíò Ïóàññîíà 𝜈𝜙𝑧 îêàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì êàê íà âíóòðåííåé, òàê è íà âíåøíåé

ïîâåðõíîñòÿõ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ 𝜌, 𝛼. Îáðàùàåò íà ñåáÿ âíèìàíèå

ñèëüíàÿ èçìåí÷èâîñòü êîýôôèöèåíòà 𝜈𝜙𝑧 óêàçàííûõ òèïîâ òðóáîê íà èõ âíóòðåííåé

ïîâåðõíîñòè.
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Ðèñ. 2.15: Èçìåíåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 íà âíóòðåííåé (à) è âíåøíåé

(á) ïîâåðõíîñòÿõ è 𝜈𝜙𝑧 íà âíóòðåííåé (â) è âíåøíåé (ã) ïîâåðõíîñòÿõ õèðàëüíûõ

íàíî/ìèêðîòðóáîê èç LiBi(MoO4)2.

×èñëåííûå îöåíêè ìîäóëÿ Þíãà äëÿ òîíêîñòåííîé íàíî/ìèêðîòðóáêè ïîêà-

çûâàþò, ÷òî îí ìîæåò ìåíÿòüñÿ â ðàçû â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû óãëà õèðàëü-

íîñòè. Íàèáîëüøåå îòíîøåíèå ìåæäó ìàêñèìàëüíûì è ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèÿìè

ìîäóëÿÞíãà íàáëþäàåòñÿ ó íàíî/ìèêðîòðóáîê èç C(CH2OH)4 (𝐸max/𝐸min = 7.47)

è LiY0.5Tb0.5F4 (𝐸max/𝐸min = 7.19). Íàèìåíüøåå èçìåíåíèå âûÿâëÿåòñÿ ó C14H8O4

(𝐸max/𝐸min = 1.08) è InPS4 (𝐸max/𝐸min = 1.10 è 𝐸max/𝐸min = 1.11 äëÿ âòîðîãî

ýêñïåðèìåíòàëüíîãî íàáîðà óïðóãèõ êîíñòàíò). Íà Ðèñ.2.18 ïîêàçàíî ïîâåäåíèå ìî-

äóëÿ Þíãà â ôóíêöèè îò óãëà õèðàëüíîñòè äëÿ òîíêîñòåííûõ íàíî/ìèêðîòðóáîê

(𝜌 = 1.01). Åñëè ðàññìîòðåòü èçìåíåíèå ìîäóëÿ Þíãà â ôóíêöèè îò ïàðàìåòðà

òîëùèíû ïðè ôèêñèðîâàííîì óãëå õèðàëüíîñòè, òî îí óâåëè÷èâàåòñÿ ïî ñðàâíå-

íèþ ñî ñëó÷àåì òîíêîñòåííîé òðóáêè. Äëÿ áîëüøèíñòâà ìàòåðèàëîâ óâåëè÷åíèå íå

ïðåâîñõîäèò 10 %.
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Ðèñ. 2.16: Èçìåíåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 íà âíóòðåííåé (à) è âíåøíåé

(á) ïîâåðõíîñòÿõ è 𝜈𝜙𝑧 íà âíóòðåííåé (â) è âíåøíåé (ã) ïîâåðõíîñòÿõ õèðàëüíûõ

íàíî/ìèêðîòðóáîê èç LiYF4.

2.5. Упругие свойства микро/нанотрубок с семикон-

стантной ромбоэдрической анизотропией [24]

Ïðÿìîëèíåéíî-àíèçîòðîïíîé ïëàñòèíå ïðè ñâîðà÷èâàíèè ñîîòâåòñòâóåò êðè-

âîëèíåéíî àíèçîòðîïíàÿ òðóáêà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðåä ñâîðà÷èâàíèåì 7-ìè êîí-

ñòàíòíîãî ðîìáîýäðè÷åñêîãî êðèñòàëëà îí ïîâîðà÷èâàåòñÿ âîêðóã ãëàâíîé îñè (îñè

3) íà óãîë 𝜒. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó èçìåíåíèþ ëèøü äâóõ ìàòðè÷íûõ êîýô-

ôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè 𝑠14, 𝑠15 íà 𝑠
′
14, 𝑠

′
15

𝑠′11 = 𝑠11, 𝑠′12 = 𝑠12, 𝑠′13 = 𝑠13, 𝑠′33 = 𝑠33,

𝑠′44 = 𝑠′55 = 𝑠44 = 𝑠55, 𝑠′66 = 𝑠66 = 2(𝑠11 − 𝑠12),
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Ðèñ. 2.17: Èçìåíåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 íà âíóòðåííåé (à) è âíåøíåé

(á) ïîâåðõíîñòÿõ è 𝜈𝜙𝑧 íà âíóòðåííåé (â) è âíåøíåé (ã) ïîâåðõíîñòÿõ õèðàëüíûõ

íàíî/ìèêðîòðóáîê èç C14H8O4.

𝑠′14 = 𝑠14(4 cos3 𝜒− 3 cos𝜒) + 𝑠15(4 sin3 𝜒− 3 sin𝜒),

𝑠′15 = 𝑠15(4 cos3 𝜒− 3 cos𝜒) − 𝑠14(4 sin3 𝜒− 3 sin𝜒).

Ïîâåðíóòîé òàêèì îáðàçîì ïëàñòèíå áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü òðóáêà ñ öèëèí-

äðè÷åñêè àíèçîòðîïíîé óïðóãîñòüþ, õàðàêòåðèçóåìîé çàêîíîì Ãóêà âèäà

𝑢𝑧𝑧 = 𝑠11𝜎𝑧𝑧 + 𝑠12𝜎𝜙𝜙 + 𝑠13𝜎𝑟𝑟 − 𝑠14𝜎𝑟𝜙 + 𝑠15𝜎𝑟𝑧,

𝑢𝜙𝜙 = 𝑠12𝜎𝑧𝑧 + 𝑠11𝜎𝜙𝜙 + 𝑠13𝜎𝑟𝑟 + 𝑠14𝜎𝑟𝜙 − 𝑠15𝜎𝑟𝑧,

𝑢𝑟𝑟 = 𝑠13(𝜎𝑧𝑧 + 𝜎𝜙𝜙) + 𝑠33𝜎𝑟𝑟, 2𝑢𝑟𝑧 = 𝑠′15(𝜎𝑧𝑧 − 𝜎𝜙𝜙) + 𝑠44𝜎𝑟𝜙 − 2𝑠′14𝜎𝜙𝑧,

−2𝑢𝑟𝜙 = 𝑠′14(𝜎𝑧𝑧 − 𝜎𝜙𝜙) − 𝑠44𝜎𝑟𝜙 + 2𝑠′15𝜎𝜙𝑧, −2𝑢𝜙𝑧 = 2𝑠′15𝜎𝑟𝜙 + 2𝑠′14𝜎𝑟𝑧 − 𝑠66𝜎𝜙𝑧.
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Ðèñ. 2.18: Èçìåíåíèå ìîäóëÿ Þíãà îò óãëà õèðàëüíîñòè ïðè ôèêñèðîâàííîì ïàðà-

ìåòðå òîëùèíû 𝜌 = 1.01.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó î ïðîäîëüíîì ðàñòÿæåíèè ïîëîé êðóãëîé òðóáêè

ïîä äåéñòâèåì óäåëüíîé ñèëû 𝑃 ïðè îòñóòñòâèè ñêðó÷èâàþùåãî ìîìåíòà è îòñóò-

ñòâèè íàïðÿæåíèé íà áîêîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ âíóòðåííåãî ðàäèóñà 𝑟0 è âíåøíåãî

ðàäèóñà 𝑅0 = 𝜌𝑟0

𝑃𝑆 =

∫︁
𝜎𝑧𝑧𝑑𝑆, 𝑀𝑧 =

∫︁
𝜎𝜙𝑧𝑟𝑑𝑆 = 0,

𝜎𝑟𝑟|𝑟=𝑟0 = 𝜎𝑟𝑟|𝑟=𝑅0
= 0, 𝜎𝑟𝑧|𝑟=𝑟0 = 𝜎𝑟𝑧|𝑟=𝑅0

= 0, 𝜎𝑟𝜙|𝑟=𝑟0 = 𝜎𝑟𝜙|𝑟=𝑅0
= 0,

òî â ïðåäïîëîæåíèè îá îñåñèììåòðè÷íîì ðàäèàëüíî-íåîäíîðîäíîì ðàñïðåäåëåíèè

íàïðÿæåíèé âíóòðè òðóáêè èç êðàåâûõ óñëîâèé íà áîêîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ è óðàâ-

íåíèé ðàâíîâåñèÿ ñëåäóåò

𝜎𝑟𝜙(𝑟) = 0, 𝜎𝑟𝑧(𝑟) = 0.

Ýòî óïðîùàåò âûøåïðèâåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ çàêîíà Ãóêà. Ïîëó÷àþùååñÿ èç íèõ

ðàäèàëüíî-íåîäíîðîäíîå ïîëå äåôîðìàöèé 𝑢𝑟𝑟(𝑟), 𝑢𝜙𝜙(𝑟), 𝑢𝑧𝑧(𝑟), 𝑢𝑟𝜙(𝑟), 𝑢𝑟𝑧(𝑟), 𝑢𝜙𝑧(𝑟)

ïðèâîäèò ê îäíîçíà÷íûì ñìåùåíèÿì ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ

𝑢𝑧𝑧(𝑟) = 𝜀, 𝑢𝜙𝑧(𝑟) = 𝜏
𝑟

2
,

𝜀 = const, 𝜏 = const, 𝑢𝑟𝑟(𝑟) =
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝑢𝜙𝜙(𝑟)) ,

êîòîðûå âìåñòå ñ óðàâíåíèåì ðàâíîâåñèÿ è çàêîíîì Ãóêà ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü

ðàäèàëüíîå íàïðÿæåíèå
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𝜎𝑟𝑟(𝑟) =
𝑠13 − 𝑠12

𝑠211 + 𝑠213 − 𝑠212 − 𝑠11𝑠33
𝜀+ 𝜀

∑︁
±

𝐴±𝑟
𝜆± ,

𝜆± = −1 ± 𝑘, 𝑘 ≡

√︃
𝑠11𝑠33 − 𝑠213
𝑠211 − 𝑠212

.

è àíàëîãè÷íî äðóãèå êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé 𝜎𝜙𝜙(𝑟), 𝜎𝑧𝑧(𝑟), 𝜎𝜙𝑧(𝑟). Ïðè ýòîì äëÿ

ñäâèãîâîãî íàïðÿæåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ

𝜎𝜙𝑧(𝑟) = 𝜏
𝑟

2(𝑠11 − 𝑠12)
,

òàê ÷òî â îòñóòñòâèå êðóòÿùåãî ìîìåíòà îíî èñ÷åçàåò âìåñòå ñ óãëîì êðó÷åíèÿ 𝜏 .

Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ 𝐴+, 𝐴− èç óñëîâèé îòñóòñòâèÿ íîðìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ

𝜎𝑟𝑟 íà âíóòðåííåé è âíåøíåé ïîâåðõíîñòÿõ òðóáêè íàõîäèì

𝐴± =
𝑠13 − 𝑠12

𝑠211 + 𝑠213 − 𝑠212 − 𝑠11𝑠33

∑︁
±

1 − 𝜌−𝜆∓

𝜌𝜆±−𝜆∓ − 1
.

Ìîäóëü Þíãà 𝐸 = 𝑃/𝜀 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ íàïðÿæåíèÿ 𝜎𝑧𝑧(𝑟) èç èíòå-

ãðàëüíîãî êðàåâîãî óñëîâèÿ

𝐸 =
1

𝑠11

(︃
1 − 𝑠213 − 𝑠212

𝑠211 + 𝑠213 − 𝑠212 − 𝑠11𝑠33
− 2

∑︁
±

𝑠13 ± 𝑘𝑠12
𝜆± + 2

𝐴±
𝜌𝜆±+2 − 1

𝜌2 − 1

)︃
.

Êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà îïðåäåëÿþòñÿ ïî îòíîøåíèÿì ïîïåðå÷íûõ äåôîðìàöèé ê

ïðîäîëüíûì−𝑢𝑟𝑟/𝑢𝑧𝑧 = 𝜈𝑟𝑧,−𝑢𝜙𝜙/𝑢𝑧𝑧 = 𝜈𝜙𝑧, è îêàçûâàþòñÿ çàâèñÿùèìè îò êîýôôè-

öèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè 𝑠𝑖𝑗, áåçðàçìåðíîé ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû 𝑟/𝑟0 è îòíîøåíèÿ

âíåøíåãî è âíóòðåííåãî ðàäèóñîâ 𝜌

𝜈𝑟𝑧 = − 1

𝑠11

[︃
𝑠13 + 𝛼1

𝑠13 − 𝑠12
𝑠211 + 𝑠213 − 𝑠212 − 𝑠11𝑠33

+
∑︁
±

𝛼±𝑘𝐴±

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆±]︃
,

𝜈𝜙𝑧 = − 1

𝑠11

[︃
𝑠12 + 𝛽1

𝑠13 − 𝑠12
𝑠211 + 𝑠213 − 𝑠212 − 𝑠11𝑠33

+
∑︁
±

𝛽±𝑘𝐴±

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆±]︃
.

Çäåñü

𝛼𝑞 ≡ 𝑠11𝑠33 − 𝑠213 + 𝑞𝑠13 (𝑠11 − 𝑠12) ,

𝛽𝑞 ≡ 𝑞(𝑠211 − 𝑠212) + 𝑠13(𝑠11 − 𝑠12),
𝑞 = 1,±𝑘.

Â ñëó÷àå çàäà÷è êðó÷åíèÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê ëèíåéíàÿ ðàäèàëüíàÿ çàâèñè-

ìîñòü ñäâèãîâîãî íàïðÿæåíèÿ 𝜎𝜙𝑧(𝑟) ïðèâîäèò ê ïðîñòîìó ðåçóëüòàòó äëÿ êðóòèëü-

íîé æåñòêîñòè
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Ðèñ. 2.19: Çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà îò âåëè÷èíû ïàðàìåòðà

òîëùèíû äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç êðèñòàëëà SbI3.

Òàáëèöà 2.6: Êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà íàíî/ìèêðîòðóáîê ñ ñåìèêîíñòàíòíîé ðîì-

áîýäðè÷åñêîé öèëèíäðè÷åñêîé àíèçîòðîïèåé.

Òðóáêè èç 𝜈𝑟𝑧 𝜈𝜙𝑧 𝜌𝑐𝑟 äëÿ 𝜈𝑟𝑧 𝜌𝑐𝑟 äëÿ 𝜈𝜙𝑧
êðèñòàëëîâ 𝜌− 1 ≪ 1 𝜌− 1 ≪ 1 𝑟 = 𝑟0 𝑟 = 𝑅0 𝑟 = 𝑟0 𝑟 = 𝑅0

SbI3 0.62 −0.44 � � � 5.44

Be2SiO4 0.23 0.34 � � � �

BiI3 (83K) 0.31 0.10 � � 2.08 �

Ce2Mg3(NO3)12·24H2O 0.27 0.37 � � � �

CaMg(CO3)2 0.33 0.34 � � � �

Pb4.7Ba0.3Ge3O11 0.15 0.34 33.1 � � �

Pb5Ge3O11 0.13 0.34 24.0 � � �

Pb5Ge3O11, 𝑠
𝐸 0.12 0.36 16.5 � � �

0.12 0.36 16.4 � � �

MgSiO3 0.12 0.37 24.9 � � �

𝐶 =
𝑀𝑧

𝜏
=

1

𝜏

∫︁
𝜎𝜙𝑟(𝑟)𝑟𝑑𝑆 = 𝛼 𝑟40(𝜌

4 − 1), 𝛼 ≡ 𝜋

4(𝑠11 − 𝑠12)
.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà äëÿ íàíî/ìèêðîòðó-

áîê, èñïîëüçîâàâøèõ ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ïî êîýôôèöèåíòàì ïîäàòëèâîñòè

ðîìáîýäðè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ èç [172], ïðåäñòàâëåíû â Òàáë.2.6. Íà îñíîâå ðåçóëü-

òàòîâ ïî âåëè÷èíàì êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà òîíêîñòåííûõ òðóáîê (𝜌 − 1 ≪ 1) è

êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà òîëùèíû 𝜌𝑐𝑟, ïðè êîòîðûõ êîýôôèöèåíò Ïóàñ-

ñîíà èìååò íóëåâóþ âåëè÷èíó, ìîæíî âèäåòü, ÷òî øåñòü òðóáîê ÿâëÿþòñÿ àóêñå-

òèêàìè. Ðèñ.2.19 èëëþñòðèðóåò èçìåíåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà ñ èçìåíåíèåì

ïàðàìåòðà òîëùèíû.
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Òàáëèöà 2.7: Ìîäóëü Þíãà íàíî/ìèêðîòðóáîê ñ ñåìèêîíñòàíòíîé ðîìáîýäðè÷åñêîé

àíèçîòðîïèåé.

Òðóáêè èç 𝐸, ÃÏà Òðóáêè èç 𝐸, ÃÏà

êðèñòàëëîâ 𝜌− 1 ≪ 1 𝜌 = 10 êðèñòàëëîâ 𝜌− 1 ≪ 1 𝜌 = 10

SbI3 9.45 11.7 Pb4.7Ba0.3Ge3O11 56.8 57.3

Be2SiO4 260 261 Pb5Ge3O11 57.1 57.7

BiI3 (83K) 25.1 25.3 Pb5Ge3O11, 𝑠
𝐸 56.5 57.3

Ce2Mg3(NO3)12·24H2O 15.9 15.9 55.7 56.5

CaMg(CO3)2 142 142 MgSiO3 385 390

Â Òàáë.2.7 ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ Þíãà äëÿ òîíêîñòåííûõ

òðóáîê (𝜌 − 1 ≪ 1) è äëÿ òîëñòîñòåííûõ òðóáîê ñ îòíîøåíèåì âíåøíåãî è âíóò-

ðåííåãî äèàìåòðîâ 𝜌 = 10. Âëèÿíèå ïàðàìåòðà òîëùèíû íà ìîäóëü Þíãà 7-ìè

êîíñòàíòíûõ ðîìáîýäðè÷åñêèõ íàíî/ìèêðîòðóáîê íåâåëèêî. Çíà÷åíèå ìîäóëÿ Þí-

ãà ïðè 𝜌 = 10 ëèøü íà ïðîöåíòû è äîëè ïðîöåíòîâ ïðåâûøàåò òàêîâûå â ñëó÷àå òîí-

êîñòåííûõ òðóáîê. Íàèáîëüøèìè çíà÷åíèÿìè ìîäóëÿ Þíãà äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê

(ñ 𝐸min > 250 ÃÏà) îáëàäàþò òðóáêè èç êðèñòàëëîâ Be2SiO4 è MgSiO3.

Òàáëèöà 2.8: Ïàðàìåòð æåñòêîñòè êðó÷åíèÿ 𝛼 äëÿ 7-ìè êîíñòàíòíûõ ðîìáîýäðè÷å-

ñêèõ êðèñòàëëîâ.

Òðóáêè èç êðèñòàëëîâ 𝛼, ÃÏà Òðóáêè èç êðèñòàëëîâ 𝛼, ÃÏà

SbI3 13.3 Pb4.7Ba0.3Ge3O11 33.4

Be2SiO4 153 Pb5Ge3O11 33.6

BiI3 (83K) 18.0 Pb5Ge3O11, 𝑠
𝐸 32.6

Ce2Mg3(NO3)12·24H2O 9.13 32.2

CaMg(CO3)2 83.2 MgSiO3 220

Â Òàáë.2.8 ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà 𝛼, õàðàêòåðèçóþ-

ùåãî êðóòèëüíóþ æåñòêîñòü íàíî/ìèêðîòðóáîê èç 7-ìè êîíñòàíòíûõ ðîìáîýäðè÷å-

ñêèõ êðèñòàëëîâ. Èç ýòîé òàáëèöû ÿñíî, ÷òî íàèáîëüøåé êðóòèëüíîé æåñòêîñòüþ

äîëæíû îáëàäàòü íàíî/ìèêðîòðóáêè èç êðèñòàëëîâ Be2SiO4 è MgSiO3.
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2.6. Упругие свойства микро/нанотрубок с ортором-

бической анизотропией [32]

2.6.1. От прямолинейно-анизотропных орторомбических кри-
сталлов к цилиндрически анизотропным нано/микро-
трубкам

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ãëàâíàÿ êðèñòàëëîãðàôè÷åñêàÿ îñü îðòîðîìáè÷å-

ñêîãî êðèñòàëëà òîíêîé ïëàñòèíû (îñü 3) ÿâëÿåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè

ïëàñòèíû. Ïóñòü ïëàñòèíà ñâîðà÷èâàåòñÿ â öèëèíäðè÷åñêóþ òðóáêó òàê, ÷òî îñü 3

ïåðåõîäèò â ðàäèàëüíóþ îñü òðóáêè, à äðóãàÿ êðèñòàëëîãðàôè÷åñêàÿ îñü, ïîâåð-

íóòàÿ â ïëîñêîñòè ïëàñòèíû íà óãîë 𝜒, ñîîòâåòñòâóåò ïðîäîëüíîé îñè òðóáêè (ñì.

Ðèñ.2.6). Îáðàçóþùàÿñÿ êðèâîëèíåéíî-àíèçîòðîïíàÿ òðóáêà â ñèëó îòêëîíåíèÿ åå

îñè îò êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ íà õèðàëüíûé óãîë 𝜒 îáëàäàåò ìåíü-

øåé ñèììåòðèåé, ÷åì èñõîäíûé êðèñòàëë. Åå ñèììåòðèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðèè

êðèñòàëëà ìîíîêëèííîé ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè âèäà

⃦⃦
𝑠′𝑖𝑗
⃦⃦

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑠′11 𝑠′12 𝑠′13 0 0 𝑠′16
𝑠′12 𝑠′22 𝑠′23 0 0 𝑠′26
𝑠′13 𝑠′23 𝑠′33 0 0 𝑠′36
0 0 0 𝑠′44 𝑠′45 0

0 0 0 𝑠′45 𝑠′55 0

𝑠′16 𝑠′26 𝑠′36 0 0 𝑠′66

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Òðèíàäöàòü êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè 𝑠′11, 𝑠
′
12, 𝑠

′
22, 𝑠

′
13, 𝑠

′
23, 𝑠

′
33, 𝑠

′
44, 𝑠

′
55, 𝑠

′
66, 𝑠

′
45,

𝑠′16, 𝑠
′
26, 𝑠

′
36 çàâèñÿò îò õèðàëüíîãî óãëà 𝜒 è èñõîäíûõ äåâÿòè êîýôôèöèåíòîâ ïîäàò-

ëèâîñòè 𝑠𝑖𝑗 ñëåäóþùèì îáðàçîì

𝑠′11 = 𝑠11 + 𝛿2 sin4 𝜒− 2𝛿1 sin2 𝜒 cos2 𝜒, 𝑠′22 = 𝑠22 − 𝛿2 sin4 𝜒− 2𝛿1 sin2 𝜒 cos2 𝜒,

𝑠′33 = 𝑠33, 𝑠′12 = 𝑠12 + (2𝛿1 + 𝛿2) sin2 𝜒 cos2 𝜒, 𝑠′13 = 𝑠13 + (𝑠23 − 𝑠13) sin2 𝜒,

𝑠′23 = 𝑠23 + (𝑠13 − 𝑠23) sin2 𝜒, 𝑠′44 = 𝑠44 + (𝑠55 − 𝑠44) sin2 𝜒,

𝑠′55 = 𝑠55 + (𝑠44 − 𝑠55) sin2 𝜒, 2𝑠′45 = (𝑠44 − 𝑠55) sin 2𝜒,

𝑠′36 = (𝑠23 − 𝑠13) sin 2𝜒, 𝑠′16 = (−𝛿1 cos 2𝜒+ 𝛿2 sin2 𝜒) sin 2𝜒,

𝑠′26 = (𝛿1 cos 2𝜒+ 𝛿2 cos2 𝜒) sin 2𝜒, 𝑠′66 = 𝑠66 + (2𝛿1 + 𝛿2) sin2 2𝜒,

2𝛿1 ≡ 2𝑠11 − 2𝑠12 − 𝑠66, 𝛿2 ≡ 𝑠22 − 𝑠11.
(2.34)

Èç ýòèõ ôîðìóë î÷åâèäíà ïåðèîäè÷íîñòü 𝑠′11, 𝑠
′
22, 𝑠

′
13, 𝑠

′
23, 𝑠

′
44, 𝑠

′
55 ïî 𝜒 ñ ïåðèîäîì 𝜋

è ïåðèîäè÷íîñòü 𝑠′12, 𝑠
′
16, 𝑠

′
26, 𝑠

′
36, 𝑠

′
45, 𝑠

′
66 ïî 𝜒 ñ ïåðèîäîì 𝜋/2.

Êðèâîëèíåéíî - àíèçîòðîïíàÿ óïðóãîñòü íàíî/ìèêðîòðóáîê ïðè ýòîì õàðàê-

òåðèçóåòñÿ óðàâíåíèÿìè ëèíåéíîãî çàêîíà Ãóêà âèäà
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𝑢𝑧𝑧 = 𝑠′11𝜎𝑧𝑧 + 𝑠′12 𝜎𝜙𝜙 + 𝑠′13𝜎𝑟𝑟 − 𝑠′16𝜎𝜙𝑧,

𝑢𝜙𝜙 = 𝑠′12𝜎𝑧𝑧 + 𝑠′22 𝜎𝜙𝜙 + 𝑠′23𝜎𝑟𝑟 − 𝑠′26𝜎𝜙𝑧,

𝑢𝑟𝑟 = 𝑠′13𝜎𝑧𝑧 + 𝑠′23 𝜎𝜙𝜙 + 𝑠′33𝜎𝑟𝑟 − 𝑠′36𝜎𝜙𝑧,

2𝑢𝜙𝑧 = 𝑠′66𝜎𝜙𝑧 − 𝑠′16𝜎𝑧𝑧 − 𝑠′26𝜎𝜙𝜙 − 𝑠′36𝜎𝑟𝑟,

2𝑢𝑟𝑧 = 𝑠′55𝜎𝑟𝑧 − 𝑠′45𝜎𝜙𝑟, 2𝑢𝑟𝜙 = −𝑠′45𝜎𝑟𝑧 + 𝑠′44𝜎𝜙𝑟.

2.6.2. Растяжение и кручение нано/микротрубок из ортомби-
ческих кристаллов

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ðàñòÿæåíèè è êðó÷åíèè êðèâîëèíåéíî - àíèçîòðîïíîé

ïîëîé íàíî/ìèêðîòðóáêè èç îðòîðîìáè÷åñêîãî êðèñòàëëà. Ïóñòü íà òîðöàõ òðóá-

êè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ â îñðåäíåííîì (èíòåãðàëüíîì) ñìûñëå Ñåí-Âåíàíà,

à èìåííî, ñ ïîìîùüþ ïîëíîé ðàñòÿãèâàþùåé ñèëîé 𝑃𝑧 è êðóòÿùèì ìîìåíòîì 𝑀𝑧

𝑃𝑧 =

∫︁
𝜎𝑧𝑧𝑑𝑆, 𝑀𝑧 =

∫︁
𝜎𝜙𝑧𝑟𝑑𝑆. (2.35)

Íà áîêîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ (âíóòðåííåé ïðè 𝑟 = 𝑟0 è âíåøíåé ïðè 𝑟 = 𝑅0 = 𝑟0𝜌)

ïðåäïîëàãàþòñÿ óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ íàïðÿæåíèé 𝜎𝑟𝑧, 𝜎𝑟𝜑.

Â ïðåäïîëîæåíèè îá îñåñèììåòðè÷íîì ðàäèàëüíî-íåîäíîðîäíîì íàïðÿæåí-

íîì ñîñòîÿíèè 𝜎𝑟𝑟(𝑟), 𝜎𝜙𝜙(𝑟), 𝜎𝑧𝑧(𝑟), 𝜎𝑟𝜙(𝑟), 𝜎𝑟𝑧(𝑟), 𝜎𝜙𝑧(𝑟) óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðè-

íèìàþò âèä

𝜎𝜙𝜙(𝑟) =
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝜎𝑟𝑟(𝑟)), (2.36)

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝜎𝑟𝑧(𝑟)) = 0,

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟2𝜎𝑟𝜙(𝑟)) = 0. (2.37)

Èç äâóõ óðàâíåíèé (2.37) è íóëåâûõ êðàåâûõ óñëîâèé äëÿ 𝜎𝑟𝑧(𝑟) è 𝜎𝑟𝜙(𝑟) íà

áîêîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ òðóáêè ñëåäóåò

𝜎𝑟𝜙(𝑟) = 𝜎𝑟𝑧(𝑟) = 0.

Ýòî ñâîþ î÷åðåäü ïðèâîäèò ê óïðîùåíèþ óðàâíåíèé çàêîíà Ãóêà, ñîäåðæàùèõ òå-

ïåðü òðè íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèÿ 𝜎𝑟𝑟(𝑟), 𝜎𝜙𝜙(𝑟), 𝜎𝑧𝑧(𝑟) è îäíî ñäâèãîâîå íàïðÿæåíèå

𝜎𝜙𝑧(𝑟),

𝑢𝑧𝑧(𝑟) = 𝑠′11𝜎𝑧𝑧(𝑟) + 𝑠′12 𝜎𝜙𝜙(𝑟) + 𝑠′13𝜎𝑟𝑟(𝑟) − 𝑠′16𝜎𝜙𝑧(𝑟),

𝑢𝜙𝜙(𝑟) = 𝑠′12𝜎𝑧𝑧(𝑟) + 𝑠′22 𝜎𝜙𝜙(𝑟) + 𝑠′23𝜎𝑟𝑟(𝑟) − 𝑠′26𝜎𝜙𝑧(𝑟),

𝑢𝑟𝑟(𝑟) = 𝑠′13𝜎𝑧𝑧(𝑟) + 𝑠′23 𝜎𝜙𝜙(𝑟) + 𝑠′33𝜎𝑟𝑟(𝑟) − 𝑠′36𝜎𝜙𝑧(𝑟)

2𝑢𝜙𝑧(𝑟) = 𝑠′66𝜎𝜙𝑧(𝑟) − 𝑠′16𝜎𝑧𝑧(𝑟) − 𝑠′26𝜎𝜙𝜙(𝑟) − 𝑠′36𝜎𝑟𝑟(𝑟),

𝑢𝑟𝑧 = 0, 𝑢𝑟𝜙 = 0.

(2.38)
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Äåôîðìàöèè òàêæå îêàçûâàþòñÿ ðàäèàëüíî-íåîäíîðîäíûìè ñîãëàñíî ýòèì óðàâíå-

íèÿì. Îíè ïîçâîëÿþò â ñîîòâåòñòâèè ñ äèôôåðåíöèàëüíûìè ñâÿçÿìè ñî ñìåøåíè-

ÿìè

𝜕𝑢𝑟(𝑟, 𝜙, 𝑧)

𝜕𝑟
= 𝑢𝑟𝑟(𝑟),

𝜕𝑢𝑧(𝑟, 𝜙, 𝑧)

𝜕𝑧
= 𝑢𝑧𝑧(𝑟),

1

𝑟

𝜕𝑢𝜙(𝑟, 𝜙, 𝑧)

𝜕𝜙
+
𝑢𝑟(𝑟, 𝜙, 𝑧)

𝑟
= 𝑢𝜙𝜙(𝑟),

1

𝑟

𝜕𝑢𝑟(𝑟, 𝜙, 𝑧)

𝜕𝜙
+ 𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(
𝑢𝜙(𝑟, 𝜙, 𝑧)

𝑟
) = 0,

𝜕𝑢𝜙(𝑟, 𝜙, 𝑧)

𝜕𝑧
+

1

𝑟

𝜕𝑢𝑧(𝑟, 𝜙, 𝑧)

𝜕𝜙
= 2𝑢𝜙𝑧(𝑟),

𝜕𝑢𝑟(𝑟, 𝜙, 𝑧)

𝜕𝑧
+
𝜕𝑢𝑧(𝑟, 𝜙, 𝑧)

𝜕𝑟
= 0

ïîëó÷èòü îäíîçíà÷íûå ñìåùåíèÿ ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèé

𝑢𝑟𝑟(𝑟) = 𝜀, 𝑢𝑧𝑧(𝑟) =
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝑢𝜙𝜙(𝑟)), 2𝑢𝜙𝑧(𝑟) = 𝜏𝑟,

𝜀 = const, 𝜏 = const.
(2.39)

Óñëîâèÿ (2.39) âìåñòå ñ óðàâíåíèåì ðàâíîâåñèÿ (2.36) è óðàâíåíèÿìè çàêîíà

Ãóêà (2.38) ïîçâîëÿþò âûðàçèòü âñå èñêîìûå íàïðÿæåíèÿ ÷åðåç îäíó êîìïîíåíòó

𝜎𝑟𝑟(𝑟), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà

𝑑

𝑑𝑟

(︂
𝑟
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝜎𝑟𝑟(𝑟))

)︂
= 𝑎0𝜎𝑟𝑟(𝑟) + 𝑎1(1 − 𝑎0)𝜀+ 𝑎2(4 − 𝑎0)𝜏𝑟. (2.40)

Çäåñü 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîìáèíàöèè èç äåâÿòè ýôôåêòèâíûõ êîýôôè-

öèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè 𝑠′11, 𝑠
′
12, 𝑠

′
22, 𝑠

′
13, 𝑠

′
33, 𝑠

′
16, 𝑠

′
26, 𝑠

′
36, 𝑠

′
66

𝑎0 ≡
𝑡11𝑡33 − 𝑡213
𝑡11𝑡22 − 𝑡212

, 𝑎1 ≡
𝑡13 − 𝑡12

𝑡11(𝑡22 − 𝑡33) + 𝑡213 − 𝑡212
,

𝑎2 ≡
1

𝑠′66

𝑠′16(𝑡13 − 2𝑡12) + (2𝑠′26 − 𝑠′36)𝑡11
𝑡11(4𝑡22 − 𝑡33) + 𝑡213 − 4𝑡212

, 𝑡𝑚𝑛 ≡ 𝑠′𝑚𝑛 −
𝑠′𝑚6𝑠

′
𝑛6

𝑠′66
. (2.41)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.40) äëÿ êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèÿ 𝜎𝑟𝑟(𝑟) èìååò ñòåïåííîé âèä

𝜎𝑟𝑟(𝑟) = 𝑎1𝜀+ 𝑎2𝜏𝑟0

(︂
𝑟

𝑟0

)︂
+
∑︁
±

𝐴±

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆±
, 𝜆± = −1 ±

√
𝑎0. (2.42)

Îñòàëüíûå êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé èìåþò àíàëîãè÷íóþ ñòðóêòóðó. Ïîëü-

çóÿñü óðàâíåíèåì ðàâíîâåñèÿ (2.36), çàêîíîì Ãóêà (2.38) è äîïîëíèòåëüíûìè óñëî-

âèÿìè, íàõîäèì

𝜎𝜙𝜙(𝑟) = 𝑎1𝜀+ 2𝑎2𝜏𝑟0

(︂
𝑟

𝑟0

)︂
+
∑︁
±

(1 + 𝜆±)𝐴±

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆±
,

𝑡11𝜎𝑧𝑧(𝑟) = [1 − 𝑎1(𝑡12 + 𝑡13)]𝜀+

[︂
𝑠′16
𝑠′66

− 𝑎2(2𝑡12 + 𝑡13)

]︂
𝜏𝑟0

(︂
𝑟

𝑟0

)︂
−

−
∑︁
±

[𝑡13 + 𝑡12(1 + 𝜆±)]𝐴±

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆±
,

(2.43)
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𝑠′66𝜎𝜙𝑧(𝑟) =

[︂
𝑠′16
𝑡11

+ 𝑎1

(︂
𝑠′26 + 𝑠′36 − 𝑠′16

𝑡12 + 𝑡13
𝑡11

)︂]︂
𝜀+

+

[︂
1 +

(𝑠′16)
2

𝑠′66𝑡11
+ 𝑎2

(︂
2𝑠′26 + 𝑠′36 − 𝑠′16

2𝑡12 + 𝑡13
𝑡11

)︂]︂
𝜏𝑟0

(︂
𝑟

𝑟0

)︂
+

+
∑︁
±

[︂
𝑠′36 − 𝑠′16

𝑡13
𝑡11

+

(︂
𝑠′26 − 𝑠′16

𝑡12
𝑡11

)︂
(1 + 𝜆±)

]︂
𝐴±

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆±
.

Ïîëó÷åííûå ñòåïåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé ñîäåðæàò ÷å-

òûðå ïàðàìåòðà 𝜀, 𝜏 , 𝐴+, 𝐴−. Îòñóòñòâèå íàïðÿæåíèé íà âíóòðåííåé è âíåøíåé

ñòåíêàõ öèëèíäðè÷åñêèõ òðóáîê ïîçâîëÿþò âûðàçèòü 𝐴+, 𝐴− ÷åðåç äâà 𝜀, 𝜏 ñëåäó-

þùèì îáðàçîì

𝐴+ = 𝑎1
𝜌𝜆− − 1

𝜌𝜆+ − 𝜌𝜆−
𝜀+𝑎2

𝜌𝜆− − 𝜌

𝜌𝜆+ − 𝜌𝜆−
𝜏𝑟0, 𝐴− = 𝑎1

1 − 𝜌𝜆+

𝜌𝜆+ − 𝜌𝜆−
𝜀+𝑎2

𝜌− 𝜌𝜆+

𝜌𝜆+ − 𝜌𝜆−
𝜏𝑟0. (2.44)

Çäåñü 𝜌 = 𝑅0/𝑟0 õàðàêòåðèçóåò îòíîøåíèå âíåøíåãî ðàäèóñà öèëèíäðà ê âíóòðåí-

íåìó ðàäèóñó.

Ïðè îãðàíè÷åíèè ñëó÷àåì ïðîäîëüíîãî ðàñòÿæåíèÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê ñâî-

áîäíûì îò êðóòÿùåãî ìîìåíòà (𝑀𝑧 = 0) ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ ñâÿçü ìåæäó 𝜀 è 𝜏 .

Èíòåãðèðîâàíèå 𝑟𝜎𝜙𝑧(𝑟) ïî ïëîùàäè òîðöåâîãî ñå÷åíèÿ è ïðèðàâíèâàíèå ðåçóëüòà-

òà íóëþ äàåò

𝜏𝑟0 = Λ𝜀, Λ = −Λ1

Λ2

, (2.45)

Λ1 =
𝑠′16
𝑡11

𝜌3 − 1

3
+ 𝑎1

{︂(︂
𝑠′26 + 𝑠′36 − 𝑠′16

𝑡12 + 𝑡13
𝑡11

)︂
𝜌3 − 1

3
+

+
∑︁
±

[︂
𝑠′36 − 𝑠′16

𝑡13
𝑡11

+

(︂
𝑠′26 − 𝑠′16

𝑡12
𝑡11

)︂
(1 + 𝜆±)

]︂
𝜌𝜆±+3 − 1

𝜆± + 3

𝜌𝜆∓ − 1

𝜌𝜆± − 𝜌𝜆∓

}︃
,

Λ2 =

(︂
1 +

(𝑠′16)
2

𝑠′66𝑡11

)︂
𝜌4 − 1

4
+ 𝑎2

{︂(︂
2𝑠′26 + 𝑠′36 − 𝑠′16

2𝑡12 + 𝑡13
𝑡11

)︂
𝜌4 − 1

4
+

+
∑︁
±

[︂
𝑠′36 − 𝑠′16

𝑡13
𝑡11

+

(︂
𝑠′26 − 𝑠′16

𝑡12
𝑡11

)︂
(1 + 𝜆±)

]︂
𝜌𝜆±+3 − 1

𝜆± + 3

𝜌𝜆∓ − 𝜌

𝜌𝜆± − 𝜌𝜆∓

}︃
.

Çäåñü (ñì. òàêæå (2.34), (2.41), (2.42)) áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëü-

íîñòè Λ çàâèñèò îò îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ñòåíêè òðóáêè 𝜌 − 1, áåçðàçìåðíûõ

êîìáèíàöèé ñåìè êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè 𝑠11, 𝑠12, 𝑠22, 𝑠13, 𝑠23, 𝑠33, 𝑠66 è óã-

ëà õèðàëüíîñòè 𝜒. Ïðè ýòîì çàâèñèìîñòü îò óãëà õèðàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè 𝜒 = 0 ñâÿçü ìåæäó ïðîäîëüíîé äåôîðìàöèåé è óãëîì êðó÷åíèÿ

èñ÷åçàåò.
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Ìîäóëü Þíãà ìîæíî òåïåðü íàéòè êàê îòíîøåíèå óäåëüíîé ïðîäîëüíîé ñè-

ëû 𝑃𝑧/𝑆 ê ïðîäîëüíîé äåôîðìàöèè 𝜀. Ïðîäîëüíàÿ ñèëà ïîëó÷àåòñÿ ñîãëàñíî (2.35)

èíòåãðèðîâàíèåì íàïðÿæåíèÿ 𝜎𝑧𝑧(𝑟) ïî ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ òðóáêè. Èñ-

ïîëüçóÿ (2.43) - (2.45), íàõîäèì

𝐸 =
1

𝑡11
− 𝑎1

𝑡12 + 𝑡13
𝑡11

+
2

3
Λ

(︂
𝑠′16
𝑠′66𝑡11

− 𝑎2
2𝑡12 + 𝑡13

𝑡11

)︂
𝜌3 − 1

𝜌2 − 1
−

−2
∑︁
±

𝑡13 + 𝑡12(1 + 𝜆±)

𝑡11

𝑎1(𝜌
𝜆∓ − 1) + Λ𝑎2(𝜌

𝜆∓ − 𝜌)

(𝜌2 − 1)(𝜌𝜆± − 𝜌𝜆∓)

𝜌𝜆±+2 − 1

𝜆± + 2
.

Ðèñ. 2.20: Ïîâåðõíîñòè ìîäóëåé Þíãà äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç ìîíîêðèñòàëëîâ

BeAl2O4 (à), Fe2SiO4 (á), Al2SiO5 (â), Mg2GeO4 (ã).

Äåòàëüíûå ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ìîäóëåé Þíãà íàíî/ìèêðîòðóáîê âñåõ îðòî-

ðîìáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ èç [172] óêàçûâàþò íà ñèëüíóþ èõ çàâèñèìîñòü îò óãëà õè-

ðàëüíîñòè 𝜒. Ýòî èëëþñòðèðóåò Ðèñ.2.20, îòðàæàþùèé çàâèñèìîñòè ìîäóëåé Þíãà

îò óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç êðèñòàëëîâ

BeAl2O4 (à), Fe2SiO4, synthetic (á), Al2SiO5 (andalusite) (â), Mg2GeO4 (ã), à òàê-

æå Òàáë.2.9, â êîòîðîé ñîáðàíû ðåçóëüòàòû äëÿ òîíêîñòåííûå íàíî/ìèêðîòðóáîê ñ
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Òàáëèöà 2.9: Ìîäóëè Þíãà áîëüøîé âåëè÷èíû (𝐸max > 200 ÃÏà) äëÿ òîíêîñòåííûõ

(𝜌 − 1 ≪ 1) íàíî/ìèêðîòðóáîê èç îðòîðîìáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ïðè óãëàõ õèðàëü-

íîñòè 𝜒 = 0 è 𝜒 = 𝜋/2.

Òðóáêè èç êðèñòàëëîâ 𝐸 (ÃÏà), 𝐸 (ÃÏà),

𝜒=0 𝜒 = 𝜋/2

BeAl2O4 478 386

(Fe,Mg)2(Al,Fe
3+)9O6SiO4(O,OH)2 313 73

Mg2SiO4 297 171

(Mg92Fe8)2SiO4 292 170

(Mg92.71Fe7.24Mn0.04)2SiO4 292 170

(Mg93F7)2SiO4 291 167

(Mg89Fe11La0.1Ni0.4Mn0.1)2SiO4 286 164

Mg2GeO4 282 161

Ni2SiO4 270 175

Al2SiO5 (Silimanite) 242 153

Co2SiO4 240 138

Al(F,OH)2SiO4 226 283

Fe2SiO4 (synthetic), 𝑠
𝑆 207 110

Fe2SiO4 207 110

204 120

CaB2Si2O4 (Datolite) 201 140

CaB2Si2O4 117 208

Al2SiO5 (Andalusite) 108 251

ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíîé ìîäóëÿ Þíãà, ïðåâîñõîäÿùåé 200 ÃÏà ïðè 𝜒 = 0 è/èëè

𝜒 = 𝜋/2. Çàâèñèìîñòè òàêîãî âèäà ÿâëÿþòñÿ òèïè÷íûìè. Ñ óâåëè÷åíèåì ìàñøòàá-

íîãî ïàðàìåòðà 𝜌 èìååò ìåñòî ìîíîòîííûé ðîñò ìîäóëÿ Þíãà íàíî/ìèêðîòðóáîê.

Ïðè ýòîì îêîëî îäíîé òðåòè âñåõ íàíî/ìèêðîòðóáîê îáíàðóæèâàþò áîëåå ÷åì äâó-

êðàòíîå èçìåíåíèå ìîäóëÿ Þíãà ïðè èçìåíåíèè 𝜌 îò 1.01 äî 10. Äëÿ äåñÿòêà íà-

íî/ìèêðîòðóáîê ïðè òàêîì èçìåíåíèè ïàðàìåòðà òîëùèíû ìîäóëü Þíãà ìåíÿåòñÿ

áîëåå ÷åì â ÷åòûðå ðàçà, êàê âèäíî èç Òàáë.2.10.

Ïîëüçóÿñü çàêîíîì Ãóêà (2.38), ôîðìóëàìè äëÿ êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé (2.42),

(2.43) è ñîîòíîøåíèåì (2.45), ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ðàäèàëü-

íîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 = −𝑢𝑧𝑧(𝑟)/𝜀 è óãëîâîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà

𝜈𝜙𝑧 = −𝑢𝜙𝜙(𝑟)/𝜀
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Òàáëèöà 2.10: Ìèíèìàëüíûå è ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ Þíãà íà-

íî/ìèêðîòðóáîê èç îðòîðîìáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ñ 𝐸max/𝐸min > 4 ïðè 1.01 ≤ 𝜌 ≤ 10

è 0 ≤ 𝜒 ≤ 𝜋/2.

Òðóáêè èç êðèñòàëëîâ 𝐸min 𝜌min 𝜒min 𝐸max 𝜌max 𝜒max

(ÃÏà) (ÃÏà)

(CH3)3NCH2COO·(CH)2(COOH)2 2.92 1.01 0.26𝜋 37.0 10 0.00

SC(NH2)2 2.09 1.01 0.24𝜋 24.7 10 0.5𝜋

2.39 1.01 0.24𝜋 23.8 10 0.5𝜋

Cu-14 wt% Al-3.0 wt% Ni 22.3 1.01 0.5𝜋 168 10 0.2𝜋

CaSO4 32.4 1.01 0.24𝜋 175 10 0.5𝜋

Ca(COOH)2 11.8 1.01 0.5𝜋 53.2 10 0.23𝜋

I 3.05 1.01 0.00 50.9 10 0.34𝜋

(Fe,Mg)2(Al,Fe
3+)9O6SiO4(O,OH)2 73.0 1.01 0.5𝜋 313 10 0.00

Cd(COOH)2 8.06 1.01 0.5𝜋 33.9 10 0.21𝜋

(CD)4N2 4.88 1.01 0.29𝜋 19.7 10 0.00

−𝜈𝑟𝑧 =
𝑡13
𝑡11

+ 𝑎1

(︂
𝑡23 + 𝑡33 − 𝑡13

𝑡12 + 𝑡13
𝑡11

)︂
+

+Λ

[︂
𝑠′16𝑡13
𝑠′66𝑡11

− 𝑠′36
𝑠′66

+ 𝑎2

(︂
2𝑡23 + 𝑡33 − 𝑡13

2𝑡12 + 𝑡13
𝑡11

)︂]︂(︂
𝑟

𝑟0

)︂
+

+
∑︁
±

[︂
𝑡33 −

𝑡213
𝑡11

+

(︂
𝑡23 −

𝑡13𝑡12
𝑡11

)︂
(1 + 𝜆±)

]︂
𝑎1(𝜌

𝜆∓ − 1) + Λ𝑎2(𝜌
𝜆∓ − 𝜌)

𝜌𝜆± − 𝜌𝜆∓

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆±
,

−𝜈𝜙𝑧 =
𝑡12
𝑡11

+ 𝑎1

(︂
𝑡22 + 𝑡23 − 𝑡12

𝑡12 + 𝑡13
𝑡11

)︂
+

+Λ

[︂
𝑠′16𝑡12
𝑠′66𝑡11

− 𝑠′26
𝑠′66

+ 𝑎2

(︂
2𝑡22 + 𝑡23 − 𝑡12

2𝑡12 + 𝑡13
𝑡11

)︂]︂(︂
𝑟

𝑟0

)︂
+

+
∑︁
±

[︂
𝑡23 −

𝑡12𝑡13
𝑡11

+

(︂
𝑡22 −

𝑡212
𝑡11

)︂
(1 + 𝜆±)

]︂
𝑎1(𝜌

𝜆∓ − 1) + Λ𝑎2(𝜌
𝜆∓ − 𝜌)

𝜌𝜆± − 𝜌𝜆∓

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆±
.

Îáà êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà îêàçûâàþòñÿ çàâèñÿùèìè îò ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû

𝑟, îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ñòåíîê ïîëûõ òðóáîê (𝜌 − 1), êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëè-

âîñòè 𝑠𝑖𝑗 è óãëà õèðàëüíîñòè 𝜒.

×èñëåííûå ðàñ÷åòû êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç îð-

òîðîìáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ áûëè âûïîëíåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèâåäåííûõ ôîð-

ìóë è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ îá óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ òàêèõ êðèñòàëëîâ, ñî-

áðàííûõ â ñïðàâî÷íèêå [172]. Íà Ðèñ.2.21 èçîáðàæåíû ïîâåðõíîñòè êîýôôèöèåíòîâ

Ïóàññîíà äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç PbBr2 â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà òîëùèíû
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Òàáëèöà 2.11: Êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà òîíêîñòåííûõ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç îðòî-

ðîìáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ïðè íóëåâîì óãëå õèðàëüíîñòè, è êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ

îòíîøåíèÿ ðàäèóñîâ 𝜌𝑐𝑟 äëÿ àóêñåòè÷åñêèõ òðóáîê â äèàïàçîíå ïàðàìåòðà òîëùè-

íû 1 < 𝜌 < 2.

Òðóáêè èç êðèñòàëëîâ 𝜈𝑟𝑧 𝜈𝜙𝑧 𝜌𝑐𝑟 äëÿ 𝜈𝑟𝑧 𝜌𝑐𝑟 äëÿ 𝜈𝜙𝑧
ïðè ïðè ïðè ïðè ïðè

𝜌− 1 ≪ 1 𝑟 = 𝑟0 𝑟 = 𝑅0 𝑟 = 𝑟0 𝑟 = 𝑅0

NH4B5O8·4H2O −0.02 0.72 � 1.80 � �

BaMnF4, 𝑠
𝐸 0.87 −0.05 � � � 1.11

C14H12N2 0.07 0.60 1.33 � � �

(C6H5)2CO −0.02 0.55 � 1.13 � �

(CH3)NCH2COO·2H2O 0.07 0.74 1.42 � � �

C6H8O7·H2O 0.00 0.74 � 1.01 � �

C6H4(NO2)2 0.01 0.55 1.21 � � �

In4Se3 0.47 0.00 � � 1.02 �

HIO3 0.40 0.01 � � 1.05 �

0.51 0.05 � � 1.25 �

DIO3 0.51 0.05 � � 1.25 �

N -Isopropylcarbazole −0.16 0.82 � 1.86 � �

PbBr2 0.55 0.09 � � 1.40 �

LiHSeO3 0.39 0.11 � � 1.89 �

NaBF4 (293 K) −0.01 0.34 � 1.16 � �

[N(CH3)4]2ZnCl4 0.09 0.55 1.95 � � �

SC(NH2)2 0.39 0.07 � � 1.46 �

0.37 0.02 � � 1.13 �

(CH3NHCH2COOH)3·CaCl2 −0.07 0.52 � 1.98 � �

𝛼-U −0.02 0.24 � 1.42 � �

è óãëà õèðàëüíîñòè. ×èñëåííûé àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî íàèáîëüøåå èçìåíåíèå çíà÷å-

íèé êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà íàáëþäàåòñÿ íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè òðóáîê. Â

÷àñòíîì ñëó÷àå íóëåâîãî óãëà õèðàëüíîñòè (𝜒 = 0) êîëè÷åñòâî àóêñåòè÷åñêèõ íà-

íî/ìèêðîòðóáîê èç îðòîðîìáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ îêàçàëîñü ïðåâîñõîäÿùèì áîëåå,

÷åì âäâîå êîëè÷åñòâî àóêñåòèêîâ ñðåäè ïðÿìîëèíåéíî-àíèçîòðîïíûõ îðòîðîìáè-

÷åñêèõ êðèñòàëëîâ. Ïðè ýòîì ÷èñëî íàíî/ìèêðîòðóáîê ñ îòðèöàòåëüíûì óãëîâûì

êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà 𝜈𝜙𝑧 ñîïîñòàâèìî ñ ÷èñëîì òðóáîê ñ îòðèöàòåëüíûì ðàäè-

àëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧. Íå îáíàðóæåíî ñëó÷àåâ ñ îòðèöàòåëüíûìè

îáîèìè êîýôôèöèåíòàìè îäíîâðåìåííî. Ïðè óãëå õèðàëüíîñòè 𝜒 = 𝜋/2 àóêñåòèêîâ

ñðåäè íàíî/ìèêðîòðóáîê ñòàíîâèòñÿ åùå íà äåñÿòîê áîëüøå. Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå

íå îáíàðóæåíî àóêñåòè÷åñêèõ íàíî/ìèêðîòðóáîê ñ 𝜈𝑟𝑧 < 0 è 𝜈𝜙𝑧 < 0 îäíîâðåìåííî.
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Òàáëèöà 2.12: Êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà òîíêîñòåííûõ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç îðòî-

ðîìáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ïðè íåíóëåâîì óãëå õèðàëüíîñòè 𝜒 = 𝜋/2, è êðèòè÷åñêèå

çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ ðàäèóñîâ 𝜌𝑐𝑟 äëÿ àóêñåòè÷åñêèõ òðóáîê â äèàïàçîíå ïàðàìåòðà

òîëùèíû 1 < 𝜌 < 2.

Òðóáêè èç êðèñòàëëîâ 𝜈𝑟𝑧 𝜈𝜙𝑧 𝜌𝑐𝑟 äëÿ 𝜈𝑟𝑧 𝜌𝑐𝑟 äëÿ 𝜈𝜙𝑧
ïðè ïðè ïðè ïðè ïðè

𝜌− 1 ≪ 1 𝑟 = 𝑟0 𝑟 = 𝑅0 𝑟 = 𝑟0 𝑟 = 𝑅0

BaMnF4, 𝑠
𝐸 0.53 −0.03 � � � 1.11

(CH3)NCH2COO·CaCl2·2H2O 0.68 0.09 � � 1.30 �

Ca(COOH)2 0.09 0.46 1.87 � � �

C12H9N-C6H3(NO2)3, 𝑠
𝐷 0.49 0.09 � � 1.52 �

CsSCN 0.01 0.40 1.12 � � �

C5H10ClNO 0.06 0.58 1.81 � � �

In4Se3 0.34 0.01 � � 1.05 �

HIO3 0.38 0.01 � � 1.04 �

0.34 0.04 � � 1.30 �

DIO3 0.34 0.04 � � 1.30 �

PbBr2 0.47 0.11 � � 1.67 �

LiGaO2, 𝑠
𝐸 0.22 0.05 � � 1.76 �

C6H4COOHCOOK 0.06 0.38 1.69 � � �

KB5O8·4H2O 0.82 0.14 � � 1.47 �

AgTlSe 1.00 −0.32 � � � 1.82

(Fe,Mg)2(Al,Fe
3+)9O6SiO4 0.85 0.04 � � 1.11 �

(O,OH)2

TbF3 −0.02 0.59 � 1.11 � �

Tb2(MoO4)3, 𝑠
𝐸 0.42 0.12 � � 1.85 �

Â Òàáë.2.11 èç 115 àóêñåòè÷åñêèõ íàíî/ìèêðîòðóáîê íóëåâîé õèðàëüíîñòè ïðèâåäå-

íû ëèøü òå, äëÿ êîòîðûõ îòðèöàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà ïðîÿâëÿåòñÿ â

äèàïàçîíå 1 < 𝜌 < 2. Â íåé ïîêàçàíû çíà÷åíèÿ 𝜈𝑟𝑧 è 𝜈𝜙𝑧 äëÿ òîíêîñòåííûõ òðóáîê ñ

𝜌− 1 ≪ 1 è êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà òîëùèíû 𝜌𝑐𝑟, õàðàêòåðèçóþùèå ñìå-

íó çíàêà êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà íà âíóòðåííåé è âíåøíåé ïîâåðõíîñòÿõ òðóáîê.

Íåñêîëüêî äðóãîé ñïèñîê àóêñåòè÷åñêèõ òðóáîê íåíóëåâîé õèðàëüíîñòè (𝜒 = 𝜋/2)

ïðèâåäåí ïðè òîì æå óñëîâèè 1 < 𝜌 < 2 â âèäå Òàáë.2.12.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé êðó÷åíèÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê ïîä äåéñòâèåì êðó-

òÿùåãî ìîìåíòà 𝑀𝑧 â îòñóòñòâèå ïðîäîëüíîé ðàñòÿãèâàþùåé ñèëû (𝑃𝑧 = 0). Èí-

òåãðèðîâàíèå 𝜎𝑧𝑧(𝑟) ïî ïëîùàäè òîðöåâîãî ñå÷åíèÿ òðóáêè è ïðèðàâíèâàíèå ðå-

çóëüòàòà íóëþ äàåò ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå ñâÿçè óãëà êðó÷åíèÿ 𝜏 è ïðîäîëüíîé

äåôîðìàöèè 𝜀
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Ðèñ. 2.21: Ïîâåðõíîñòè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 íà âíóòðåííåé (à) è âíåøíåé

(á) ïîâåðõíîñòÿõ è 𝜈𝜙𝑧 íà âíóòðåííåé (â) è âíåøíåé (ã) ïîâåðõíîñòÿõ äëÿ íà-

íî/ìèêðîòðóáîê èç PbBr2.

𝜀 = Γ𝜏𝑟0, Γ = −Γ1

Γ2

, (2.46)

Γ1 =

[︂
𝑠′16
𝑠′66

− 𝑎2(𝑡13 + 2𝑡12)

]︂
𝜌3 − 1

3
− 𝑎2

∑︁
±

[𝑡13 + 𝑡12(1 + 𝜆±)]
𝜌𝜆±+2 − 1

𝜆± + 2

𝜌𝜆∓ − 𝜌

𝜌𝜆± − 𝜌𝜆∓
,

Γ2 = [1 − 𝑎1(𝑡12 + 𝑡13)]
𝜌2 − 1

2
− 𝑎1

∑︁
±

[𝑡13 + 𝑡12(1 + 𝜆±)]
𝜌𝜆±+2 − 1

𝜆± + 2

𝜌𝜆∓ − 1

𝜌𝜆± − 𝜌𝜆∓
.

Áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè Γ çàâèñèò îò îòíîñèòåëüíîé òîë-

ùèíû ñòåíêè òðóáêè 𝜌− 1, áåçðàçìåðíûõ êîìáèíàöèé ñåìè êîýôôèöèåíòîâ ïîäàò-

ëèâîñòè 𝑠11, 𝑠12, 𝑠22, 𝑠13, 𝑠23, 𝑠33, 𝑠66 è óãëà õèðàëüíîñòè 𝜒. Çàâèñèìîñòü îò óãëà

õèðàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé è, â ÷àñòíîñòè, ïðè 𝜒 = 0 ñâÿçü ìåæäó ïðîäîëüíîé

äåôîðìàöèåé è óãëîì êðó÷åíèÿ èñ÷åçàåò.

Èíòåãðèðîâàíèå ñäâèãîâîãî íàïðÿæåíèÿ 𝜎𝜙𝑧(𝑟)𝑟 ïî ïëîùàäè òîðöà òðóáêè ñ

ó÷åòîì ëèíåéíîé ñâÿçè (2.46) ïîçâîëÿåò â ñîîòâåòñòâèè ñ èíòåãðàëüíûì êðàåâûì



ГЛАВА 2. НАНО/МИКРОТРУБКИ ИЗ КРИСТАЛЛОВ 178

Òàáëèöà 2.13: Íàíî/ìèêðòðóáêè èç îðòîðîìáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ñ îòíîøåíèåì

æåñòêîñòåé 𝐶/𝐶0 áîëüøå 2 è ìåíüøå 0.5 ïðè 1 < 𝜌 < 10.

Òðóáêè èç êðèñòàëëîâ 𝐶/𝐶0 Òðóáêè èç êðèñòàëëîâ 𝐶/𝐶0

(CH3)3NCH2COO·(CH)2(COOH)2 11.8 C5H10ClNO4 0.47

SC(NH2)2 9.19 C6H4(NO2)2 0.44

11.9 La2CuO4 0.42

CaSO4 6.07 NIPC 0.42

CH3COOLi·2H2O 3.60 NH4ClO4 0.40

PbBr2 3.15 Na2CoGeO4, 𝑠
𝐷 0.39

C10H6(CH2)2 (1) 3.01 AgNO3 0.35

(CD)4N2 2.95 Sr(COOH)2 0.32

NaNO2 2.89 C6N2O3H6 0.32

(Fe,Mn)WO4 2.18 I 0.27

PbCl2 2.11 Cd(COOH)2 0.25

(CH3)3NCH2COO·CaCl2·2H2O 2.07 NH4B5O8·4H2O 0.22

C8H4O4HTl 0.50 Iododurene 0.22

C6H4COOHCOOCs 0.49 (CH3NHCH2COOH)3·CaCl2 0.19

Na2Al2Si3O10·2H2O 0.47 Ca(COOH)2 0.17

C6H4COOHCOORb 0.46 [CN3H6]2C8H4O4 0.16

0.48 Cu-14 wt% Al-3.0 wt% Ni 0.14

óñëîâèåì (2.35) ïîëó÷èòü çàâèñèìîñòü êðóòèëüíîé æåñòêîñòè 𝐶 = 𝑀𝑧/𝜏 îò âíóò-

ðåííåãî ðàäèóñà ïîëîé òðóáêè 𝑟0, îòíîøåíèÿ âíóòðåííåãî è âíåøíåãî ðàäèóñîâ 𝜌,

ñåìè óïðóãèõ êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè êðèñòàëëà 𝑠11, 𝑠12, 𝑠22, 𝑠13, 𝑠23, 𝑠33, 𝑠66
è óãëà õèðàëüíîñòè òðóáêè 𝜒 (â âèäå êîìáèíàöèé 𝑠′𝑖𝑗 âèäà (2.34))

𝐶 =
2𝜋

𝑠′66
𝑟40

{︂
Γ

[︂
𝑠′16
𝑡11

+ 𝑎1

(︂
𝑠′26 + 𝑠′36 − 𝑠′16

𝑡12 + 𝑡13
𝑡11

)︂]︂
𝜌3 − 1

3
+

+

[︂
1 +

(𝑠′16)
2

𝑠′66𝑡11
+ 𝑎2

(︂
𝑠′36 + 2𝑠′26 − 𝑠′16

𝑡13 + 2𝑡12
𝑡11

)︂]︂
𝜌4 − 1

4
+

+
∑︁
±

[︂
𝑠′36 − 𝑠′16

𝑡13
𝑡11

+

(︂
𝑠′26 − 𝑠′16

𝑡12
𝑡11

)︂
(1 + 𝜆±)

]︂
Ω±

𝜌𝜆±+3 − 1

𝜆± + 3

}︃
,

Ω± ≡ 𝑎2(𝜌
𝜆∓ − 𝜌) + Γ𝑎1(𝜌

𝜆∓ − 1)

𝜌𝜆± − 𝜌𝜆∓
.

Ïðè íóëåâîì óãëå õèðàëüíîñòè ýòîò ðåçóëüòàò äëÿ êðóòèëüíîé æåñòêîñòè ïðèíèìà-

åò î÷åíü ïðîñòîé âèä

𝐶0 ≡ 𝐶|𝜒=0 =
𝜋

2𝑠66
𝑟40(𝜌

4 − 1).
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Õèðàëüíîñòü îòñóòñòâóåò â ïðåäåëå èçîòðîïíîé ñðåäû è òîãäà ñïðàâåäëèâà ïîñëåä-

íÿÿ ôîðìóëà ñ 𝑠66 = 1/𝜇, ãäå 𝜇 � îäèí èç äâóõ êîýôôèöèåíòîâ Ëàìå.

Ðèñ. 2.22: Çàâèñèìîñòü 𝐶/𝐶0 óãëà õèðàëüíîñòè 𝜒 è ïàðàìåòðà òîëùèíû 𝜌 äëÿ íà-

íî/ìèêðîòðóáîê èç îðòîðîìáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ PbBr2 (à), Na2Al2Si3O10·2H2O (á),

(CH3)3NCH2COO·CaCl2·2H2O (â) è Cu-14 wt% Al-3.0 wt% Ni (ã).

Áåçðàçìåðíîå îòíîøåíèå êðóòèëüíûõ æåñòêîñòåé 𝐶/𝐶0 îêàçûâàåòñÿ íå çà-

âèñÿùèì îò ðàäèóñà íàíî/ìèêðîòðóáîê, íî ìîæåò çàâèñåòü îò áåçðàçìåðíûõ êîì-

áèíàöèé êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè, óãëà õèðàëüíîñòè 𝜒 è îòíîøåíèÿ âíåøíåãî

è âíóòðåííåãî ðàäèóñîâ 𝜌. ×èñëåííûé àíàëèç 𝐶/𝐶0 ïîêàçàë, ÷òî âñå îðòîðîìáè÷å-

ñêèå êðèñòàëëû ìîæíî ïîäåëèòü íà äâå áîëüøèå ãðóïïû ñ 𝐶/𝐶0 < 1 (71 ìàòåðèàë)

è 𝐶/𝐶0 > 1 (57 ìàòåðèàë). Âûÿâëåíî äâà ìàòåðèàëà (LiHSeO3 è NaH2PO4·2H2O),

ó êîòîðûõ áåçðàçìåðíîå îòíîøåíèå êðóòèëüíûõ æåñòêîñòåé 𝐶/𝐶0 ìîæåò áûòü êàê

áîëüøå åäèíèöû, òàê è ìåíüøå â çàâèñèìîñòè îò óãëà õèðàëüíîñòè. Äëÿ ïîäàâëÿþ-

ùåãî áîëüøèíñòâà ìàòåðèàëîâ ïðè ôèêñèðîâàííîì óãëå õèðàëüíîñòè áåçðàçìåðíîå

îòíîøåíèå êðóòèëüíûõ æåñòêîñòåé ñëàáî óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì 𝜌, íî ïðè ýòîì

íàáëþäàåòñÿ ñèëüíàÿ çàâèñèìîñòü îò óãëà õèðàëüíîñòè. Íà Ðèñ.2.22 äàíû ïðèìåðû

ðàññ÷èòàííûõ çàâèñèìîñòåé îòíîøåíèÿ 𝐶/𝐶0 îò 𝜒 è 𝜌 äëÿ òðóáîê èç îðòîðîìáè÷å-

ñêèõ êðèñòàëëîâ PbBr2, Na2Al2Si3O10·2H2O, (CH3)3NCH2COOHCaCl2·2H2O è Cu-14

wt% Al-3.0 wt% Ni alloy. Â Òàáë.2.13 ïðåäñòàâëåíû òå òîíêèå íàíî/ìèêðîòðóáêè,

äëÿ êîòîðûõ áåçðàçìåðíîå îòíîøåíèå 𝐶/𝐶0 > 2 èëè 𝐶/𝐶0 < 0.5.
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2.7. Кручение цилиндрически-анизотропных нано/

микротрубок из кубических материалов, полу-

ченных сворачиванием кристаллографических

плоскостей (011) [33]

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êðèñòàëëè÷åñêàÿ ïëàñòèíà ñ îðèåíòàöèåé (011) ñâî-

ðà÷èâàåòñÿ â öèëèíäðè÷åñêóþ òðóáêó òàê, ÷òî îñü, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïëîñêîñòè

(011), ïåðåõîäèò â ðàäèàëüíóþ îñü òðóáêè, à äðóãàÿ êðèñòàëëîãðàôè÷åñêàÿ îñü,

ïîâåðíóòàÿ â ïëîñêîñòè ïëàñòèíû íà óãîë 𝜒, ñîîòâåòñòâóåò ïðîäîëüíîé îñè òðóá-

êè. Îáðàçóþùàÿñÿ êðèâîëèíåéíî-àíèçîòðîïíàÿ òðóáêà â ñèëó îòêëîíåíèÿ åå îñè

îò êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ íà õèðàëüíûé óãîë 𝜒 îáëàäàåò ìåíüøåé

ñèììåòðèåé, ÷åì èñõîäíûé êðèñòàëë. Åå ñèììåòðèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðèè êðè-

ñòàëëà ìîíîêëèííîé ñèñòåìû ñ òðèíàäöàòüþ ìîäóëÿìè ïîäàòëèâîñòè 𝑠′11, 𝑠
′
12, 𝑠

′
22,

𝑠′13, 𝑠
′
23, 𝑠

′
33, 𝑠

′
44, 𝑠

′
55, 𝑠

′
66, 𝑠

′
45, 𝑠

′
16, 𝑠

′
26, 𝑠

′
36, çàâèñÿùèìè îò óãëà õèðàëüíîñòè 𝜒 è èñõîä-

íûõ òðåõ ìîäóëåé ïîäàòëèâîñòè êóáè÷åñêîãî êðèñòàëëà 𝑠𝑖𝑗 ñëåäóþùèì îáðàçîì

𝑠′11 = 𝑠11 − 2∆ sin2 𝜒 cos2 𝜒− 0.5∆ sin4 𝜒, 𝑠′45 = ∆ sin 2𝜒,

𝑠′22 = 𝑠11 − 2∆ sin2 𝜒 cos2 𝜒− 0.5∆co𝑠4𝜒, 𝑠′36 = 0.5∆ sin 2𝜒,

𝑠′33 = 𝑠11 − 0.5∆, 𝑠′12 = 𝑠12 + 1.5∆ sin2 𝜒 cos2 𝜒,

𝑠′13 = 𝑠12 + 0.5∆ sin2 𝜒, 𝑠′23 = 𝑠12 + 0.5∆ cos2 𝜒,

𝑠′44 = 𝑠44 + 2∆ cos2 𝜒, 𝑠′55 = 𝑠44 + 2∆ sin2 𝜒,

𝑠′16 = 0.5∆ sin 2𝜒(1 − 3 cos2 𝜒), 𝑠′66 = 𝑠44 + 1.5∆ sin2 2𝜒,

𝑠′26 = 0.5∆ sin 2𝜒(1 − 3 sin2 𝜒), 2∆ ≡ 2𝑠11 − 2𝑠12 − 𝑠44.

(2.47)

Èç ýòèõ ôîðìóë î÷åâèäíà ïåðèîäè÷íîñòü 𝑠′𝑖𝑗 ïî 𝜒 ñ ïåðèîäîì 𝜋. Â èòîãå ïðè ðàññìîò-

ðåíèè çàäà÷è êðó÷åíèÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç êóáè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ, ïîëó÷åííûõ

ñâîðà÷èâàíèåì êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèõ ïëîñêîñòåé (011), ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðå-

çóëüòàòàìè èç ðàçäåëà 2.6.

Áåçðàçìåðíîå îòíîøåíèå êðóòèëüíûõ æåñòêîñòåé 𝐶/𝐶0 çàâèñèò îò áåçðàç-

ìåðíûõ êîìáèíàöèé êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè, óãëà õèðàëüíîñòè 𝜒 è îòíîøå-

íèÿ âíåøíåãî è âíóòðåííåãî ðàäèóñîâ 𝜌. ×èñëåííûé àíàëèç ñ èñïîëüçîâàíèåì ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ èç [172] ïðîâîäèëñÿ äëÿ òðóáîê èç êóáè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ,

ïðåäñòàâëåííûé â Òàáë.Ï.17 (ñòð.350). Äëÿ áîëüøèíñòâà ìàòåðèàëîâ èçìåí÷èâîñòü

áåçðàçìåðíîãî îòíîøåíèÿ êðóòèëüíûõ æåñòêîñòåé îêàçûâàëàñü âñåãäà áîëüøå åäè-

íèöû. Äëÿ êðèñòàëëîâ Yb, TmSe è Tm0.99Se áåçðàçìåðíîå îòíîøåíèå êðóòèëüíûõ

æåñòêîñòåé ìîæåò áûòü ìåíüøå åäèíèöû äëÿ òîíêîñòåííûõ òðóáîê. Íà Ðèñ.2.23

äàíû ïðèìåðû ðàññ÷èòàííûõ çàâèñèìîñòåé îòíîøåíèÿ 𝐶/𝐶0 îò 𝜒 è 𝜌 äëÿ òðóáîê

èç êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ Tm0.99Se c îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì àíèçîòðî-

ïèè ∆ = −14.26 TÏa−1 < 0 è Cu c ïîëîæèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì àíèçîòðîïèè

∆ = 14.65 TÏa−1 > 0. Êàê âèäíî èç ðèñóíêîâ â áîëüøîì óãëîâîì äèàïàçîíå îò-
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íîøåíèÿ 𝐶/𝐶0 ñëàáî óâåëè÷èâàþòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà òîëùèíû òðóáîê.

Íàèáîëüøèé ðîñò 𝐶/𝐶0 íàáëþäàåòñÿ ïðè óãëàõ áëèçêèõ ê 5𝜋/16 è 11𝜋/16.

Ðèñ. 2.23: Çàâèñèìîñòè îòíîøåíèÿ æåñòêîñòåé 𝐶/𝐶0 îò óãëà õèðàëüíîñòè 𝜒 è ïàðà-

ìåòðà òîëùèíû 𝜌 äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ Tm0.99Se (à) è

Cu (á).

Ðàññìîòðèì íèæå ñëó÷àé êðó÷åíèÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê ïîä äåéñòâèåì êðóòÿ-

ùåãî ìîìåíòà 𝑀𝑧 â îòñóòñòâèå ïðîäîëüíîé ðàñòÿãèâàþùåé ñèëû (𝑃𝑧 = 0). Èíòåãðè-

ðîâàíèå 𝜎𝑧𝑧(𝑟) ïî ïëîùàäè òîðöåâîãî ñå÷åíèÿ òðóáêè è ïðèðàâíèâàíèå ðåçóëüòàòà

íóëþ äàåò ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå ñâÿçè óãëà êðó÷åíèÿ 𝜏 è ïðîäîëüíîé äåôîðìà-

öèè 𝜀

𝜀 = Γ𝜏𝑟0.

Áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè Γ çàâèñèò îò îòíîñèòåëüíîé òîë-

ùèíû ñòåíêè òðóáêè (𝜌 − 1), áåçðàçìåðíûõ êîìáèíàöèé òðåõ êîýôôèöèåíòîâ ïî-

äàòëèâîñòè 𝑠11, 𝑠12, 𝑠44 è óãëà õèðàëüíîñòè 𝜒. Çàâèñèìîñòü îò óãëà õèðàëüíîñòè

ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé è, íà ïðèìåð, ïðè 𝜒 = 0 ñâÿçü ìåæäó ïðîäîëüíîé äåôîðìàöèåé

è óãëîì êðó÷åíèÿ èñ÷åçàåò.

Ñëåäóåò îòìåòèòü ðàçëè÷èÿ ìåæäó íàíî/ìèêðîòðóáêàìè, ïîëó÷åííûìè ñâî-

ðà÷èâàíèåì êðèñòàëëè÷åñêèõ ïëîñêîñòåé (001) è (011). Íà Ðèñ.2.24 äàíî ñðàâíåíèå

áåçðàçìåðíîãî îòíîøåíèÿ êðóòèëüíûõ æåñòêîñòåé 𝐶/𝐶0 äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê, ïî-

ëó÷åííûõ ñâîðà÷èâàíèåì êðèñòàëëè÷åñêèõ ïëîñêîñòåé (001) è (011) èç êóáè÷åñêèõ

êðèñòàëëîâ Tm0.99Se (c îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì àíèçîòðîïèè) è Cu (c ïî-

ëîæèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì àíèçîòðîïèè). Íà ýòîì ðèñóíêå ñïëîøíîé è ïóíê-

òèðíîé ëèíèÿì ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ 𝐶/𝐶0 äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáêè èç ìåäè, ïî-

ëó÷åííîé ñâîðà÷èâàíèåì êðèñòàëëè÷åñêîé ïëîñêîñòè (001) è (011) ñîîòâåòñòâåííî,

øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò 𝐶/𝐶0 äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáêè èç Tm0.99Se.

Èç Ðèñ.2.24 âèäíî, ÷òî áåçðàçìåðíîå îòíîøåíèå êðóòèëüíûõ æåñòêîñòåé 𝐶/𝐶0 äëÿ
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Ðèñ. 2.24: Çàâèñèìîñòè îòíîøåíèÿ æåñòêîñòåé 𝐶/𝐶0 îò óãëà õèðàëüíîñòè 𝜒 äëÿ

íàíî/ìèêðîòðóáîê èç êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ Tm0.99Se (à) è Cu (á). Ñïëîøíàÿ ëè-

íèÿ � íàíî/ìèêðîòðóáêà èç ìåäè è Tm0.99Se ñ ïëîñêîñòüþ (001), ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ

- íàíî/ìèêðîòðóáêà èç ìåäè ñ ïëîñêîñòüþ (011), øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � íà-

íî/ìèêðîòðóáêà èç Tm0.99Se ñ ïëîñêîñòüþ (011).

òîíêîñòåííûõ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç Tm0.99Se è Cu, ïîëó÷åííûõ ñâîðà÷èâàíèåì êðè-

ñòàëëè÷åñêèõ ïëîñêîñòåé (001), ñëàáî îòëè÷àåòñÿ îò åäèíèöû. Çàâèñèìîñòü 𝐶/𝐶0

äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáêè èç Tm0.99Se íà Ðèñ.2.24 ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ çàâèñè-

ìîñòüþ 𝐶/𝐶0 äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáêè èç Cu. Â ñëó÷àå òîíêîñòåííûõ òðóáîê, ïîëó-

÷åííûõ ñâîðà÷èâàíèåì êðèñòàëëè÷åñêèõ ïëîñêîñòåé (011), áåçðàçìåðíîå îòíîøåíèå

êðóòèëüíûõ æåñòêîñòåé 𝐶/𝐶0 ìîæåò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò åäèíèöû.

2.8. Упругие свойства микро/нанотрубок с гексаго-

нальной анизотропией, полученных сворачива-

нием кристаллических плоскостей (100)

2.8.1. От тонких пластин из гексагональных кристаллов с пря-
молинейной анизотропией к нанотрубкам и микротруб-
кам с криволинейной анизотропией

Ïóñòü êðàÿ òîíêîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû èç ãåêñàãîíàëüíîãî êðèñòàëëà

ñîîòâåòñòâóþò îñÿì 1,2,3 äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ãëàâíàÿ ïëîñêîñòü ïëà-

ñòèíû îòâå÷àåò êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèì îñÿì 2,3, à îñü 3 ñîâïàäàåò ñ ãëàâíîé êðè-

ñòàëëîãðàôè÷åñêîé îñüþ 6-ãî ïîðÿäêà. Òîãäà ïëàñòèíà, ñâîðà÷èâàåìàÿ â ïîëóþ öè-

ëèíäðè÷åñêóþ òðóáêó ñ îñüþ z ïàðàëëåëüíî îñè 3, ñîõðàíèò óïðóãóþ èçîòðîïèþ

â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè òðóáêè (è åå îñíîâàíèé, â ÷àñòíîñòè). Îäíàêî, åñëè ïðåä-
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âàðèòåëüíî ïîâåðíóòü êðèñòàëë âîêðóã îñè 1 íà õèðàëüíûé óãîë 𝜒, òî òðóáêà íå

áóäåò èìåòü òàêóþ ïðîñòóþ óïðóãóþ ñèììåòðèþ. Òåíçîðíûå êîýôôèöèåíòû ïîäàò-

ëèâîñòè 𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙, ñâÿçûâàþùèå òåíçîð äåôîðìàöèè ñ òåíçîðîì íàïðÿæåíèÿ â ëèíåéíîì

çàêîíå Ãóêà [161], ïðåîáðàçóþòñÿ òîãäà ñëåäóþùèì îáðàçîì

𝑠′𝛼𝛽𝜇𝜈 = 𝑙𝛼𝑖𝑙𝛽𝑗𝑙𝜇𝑘𝑙𝜈𝑙𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙,

‖𝑙𝑖𝑗‖ ≡

⎛⎜⎝ 1 0 0

0 cos𝜒 sin𝜒

0 − sin𝜒 cos𝜒

⎞⎟⎠ . (2.48)

Êàê îáû÷íî (ñì. [171] èëè ïîäðàçäåë 2.2.1) èñïîëüçóåì çàìåíó òåíçîðíûõ êîýôôè-

öèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè íà ìàòðè÷íûå. Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðè÷íûõ êîýôôèöè-

åíòîâ ïîäàòëèâîñòè 𝑠′𝑖𝑗 ïîëó÷èì

𝑠′15 = 𝑠′25 = 𝑠′35 = 𝑠′45 = 𝑠′16 = 𝑠′26 = 𝑠′36 = 𝑠′46 = 0,

𝑠′𝑗𝑖 = 𝑠′𝑖𝑗, 𝑠′11 = 𝑠11, 𝑠′14 = (𝑠13 − 𝑠12) sin 2𝜒,

𝑠′12 = 𝑠12 cos2 𝜒+ 𝑠13 sin2 𝜒, 𝑠′13 = 𝑠13 cos2 𝜒+ 𝑠12 sin2 𝜒,

𝑠′22 = 𝑠11 cos4 𝜒+ 𝑠33 sin4 𝜒+ (𝑠44 + 2𝑠13) sin2 𝜒 cos2 𝜒,

𝑠′23 = (𝑠11 + 𝑠33 − 𝑠44) cos2 𝜒 sin2 𝜒+ 𝑠13(cos4 𝜒+ sin4 𝜒),

𝑠′24 = (𝑠33 sin2 𝜒− 𝑠11 cos2 𝜒) sin 2𝜒+ 0.25(2𝑠13 + 𝑠44) sin 4𝜒,

𝑠′34 = (𝑠33 cos2 𝜒− 𝑠11 sin2 𝜒) sin 2𝜒− 0.25(2𝑠13 + 𝑠44) sin 4𝜒,

𝑠′33 = 𝑠11 sin4 𝜒+ 𝑠33 cos4 𝜒+ (𝑠44 + 2𝑠13) sin2 𝜒 cos2 𝜒,

𝑠′44 = (𝑠33 + 𝑠11 − 2𝑠13) sin2 2𝜒+ 𝑠44 cos2 2𝜒, 𝑠′55 = 𝑠44 cos2 𝜒+ 2(𝑠11 − 𝑠12) sin2 𝜒,

𝑠′56 = [𝑠44 − 2(𝑠11 − 𝑠12)] sin𝜒 cos𝜒, 𝑠′66 = 𝑠44 sin2 𝜒+ 2(𝑠11 − 𝑠12) cos2 𝜒.

Êîýôôèöèåíòû ïîäàòëèâîñòè 𝑠′11, 𝑠
′
12, 𝑠

′
13, 𝑠

′
22, 𝑠

′
23, 𝑠

′
33, 𝑠

′
44, 𝑠

′
55, 𝑠

′
66 ÿâëÿþòñÿ ÷åòíûìè

ôóíêöèÿìè 𝜒, â òî âðåìÿ êàê 𝑠′14, 𝑠
′
24, 𝑠

′
34, 𝑠

′
56 - íå÷åòíûå ôóíêöèè.

Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îñÿìè ñâîðà÷èâàåìîé ïëàñòèíû 1′, 2′, 3′ è ëîêàëüíûìè

öèëèíäðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè òðóáêè áóäåò 1′ ↔ 𝑟, 2′ ↔ 𝜙, 3′ ↔ 𝑧. Çàêîí Ãóêà

äëÿ öèëèíäðè÷åñêè àíèçîòðîïíîé òðóáêè ïðèìåò âèä

𝑢𝑟𝑟 = 𝑠′11𝜎𝑟𝑟 + 𝑠′12𝜎𝜙𝜙 + 𝑠′13𝜎𝑧𝑧 + 𝑠′14𝜎𝜙𝑧,

𝑢𝜙𝜙 = 𝑠′12𝜎𝑟𝑟 + 𝑠′22𝜎𝜙𝜙 + 𝑠′23𝜎𝑧𝑧 + 𝑠′24𝜎𝜙𝑧,

𝑢𝑧𝑧 = 𝑠′13𝜎𝑟𝑟 + 𝑠′23𝜎𝜙𝜙 + 𝑠′33𝜎𝑧𝑧 + 𝑠′34𝜎𝜙𝑧,

2𝑢𝜙𝑧 = 𝑠′14𝜎𝑟𝑟 + 𝑠′24𝜎𝜙𝜙 + 𝑠′34𝜎𝑧𝑧 + 𝑠′44𝜎𝜙𝑧,

2𝑢𝑟𝑧 = 𝑠′55𝜎𝑟𝑧 + 𝑠′56𝜎𝑟𝜙, 2𝑢𝑟𝜙 = 𝑠′56𝜎𝑟𝑧 + 𝑠′66𝜎𝑟𝜙.
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Â ïðåäïîëîæåíèè ðàäèàëüíîé íåîäíîðîäíîñòè óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ èìåþò

ïðîñòîé âèä îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

𝑑

𝑑𝑟
[𝑟𝜎𝑟𝑟(𝑟)] = 𝜎𝜙𝜙(𝑟),

𝑑

𝑑𝑟
[𝑟𝜎𝑟𝑧(𝑟)] = 0,

𝑑

𝑑𝑟
[𝑟2𝜎𝑟𝜙(𝑟)] = 0.

Â îòñóòñòâèå ïîâåðõíîñòíûõ ñèë íà âíåøíåé (ïðè 𝑟 = 𝑅0) è âíóòðåííåé (ïðè 𝑟 = 𝑟0)

ñòåíêàõ òðóáêè ñ ó÷åòîì óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ äâà ñäâèãîâûõ íàïðÿæåíèÿ áóäóò

îòñóòñòâîâàòü âî âñåì îáúåìå òðóáêè

𝜎𝑟𝑧(𝑟) = 0, 𝜎𝑟𝜙(𝑟) = 0.

Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé çàêîí Ãóêà íåñêîëüêî óïðîùàåòñÿ, è òîãäà òðè

íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèÿ 𝜎𝑟𝑟(𝑟), 𝜎𝜙𝜙(𝑟), 𝜎𝑧𝑧(𝑟) è îäíî êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå 𝜎𝜙𝑧(𝑟)

îáåñïå÷èâàþò ðàäèàëüíî-íåîäíîðîäíûå äåôîðìàöèè 𝑢𝑟𝑟(𝑟), 𝑢𝜙𝜙(𝑟), 𝑢𝑧𝑧(𝑟), 𝑢𝜙𝑧(𝑟),

𝑢𝑟𝑧(𝑟) = 0, 𝑢𝑟𝜙(𝑟) = 0. Âûðàæåíèÿ âåêòîðà ñìåùåíèé íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíå-

íèé ðàâíîâåñèÿ, ëèíåéíûõ óðàâíåíèé çàêîíà Ãóêà, äèôôåðåíöèàëüíûõ ñâÿçåé êîì-

ïîíåíò äåôîðìàöèé è ñìåùåíèé è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Òðåáîâàíèå îäíîçíà÷íîñòè

ñìåùåíèé ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèÿì

𝑢𝑟𝑟(𝑟) =
𝑑

𝑑𝑟
[𝑟𝑢𝜙𝜙(𝑟)], 𝑢𝑧𝑧(𝑟) = 𝜀, 2𝑢𝜙𝑧(𝑟) = 𝜏𝑟,

𝜀 = const, 𝜏 = const.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ëþáûõ (íåëèíåéíûõ, â ÷àñòíîñòè) îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé

âèä ñìåùåíèé áûë íàéäåí ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèé ñîâìåñòíîñòè â [202, 203].

Ïîëüçóÿñü âûøåïðèâåäåííûìè îãðàíè÷åíèÿìè, ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ çàêîíà Ãóêà

è óðàâíåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ íîðìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ 𝜎𝑟𝑟(𝑟)

ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

𝑎0
𝑑

𝑑𝑟

[︂
𝑟
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝜎𝑟𝑟)

]︂
+ 𝑎1𝜎𝑟𝑟 + 𝑎2𝜀+ 𝑎3𝑟𝜏 = 0.

Çäåñü è äàëåå èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

𝑎0 = 𝑡22, 𝑎1 = −𝑡11, 𝑎2 =
𝑠23 − 𝑠13
𝑠33

, 𝑠′44𝑎3 = 2𝑞24 − 𝑞14,

𝑠𝑖𝑗 = 𝑠′𝑖𝑗 −
𝑠′𝑖4𝑠

′
𝑗4

𝑠′44
, 𝑡𝑖𝑗 = 𝑠𝑖𝑗 −

𝑠𝑖3𝑠𝑗3
𝑠33

, 𝑞𝑖𝑗 = 𝑠′𝑖𝑗 −
𝑠𝑖3
𝑠33

𝑠′𝑗3.

Óðàâíåíèå äëÿ íîðìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ 𝜎𝑟𝑟(𝑟) èìååò ñòåïåííîå ðåøåíèå âèäà

𝜎𝑟𝑟 = − 𝑎2
𝑎0 + 𝑎1

𝜀− 𝑎3
4𝑎0 + 𝑎1

𝑟𝜏 + 𝐴+

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆+
+ 𝐴−

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆−
,

𝜆± = −1 ±
√︂

−𝑎1
𝑎0
.
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Äâà èç ÷åòûðåõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ 𝜀, 𝜏 , 𝐴+, 𝐴− îïðåäåëÿåòñÿ èç

óñëîâèé îòñóòñòâèÿ íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé 𝜎𝑟𝑟(𝑟) íà âíóòðåííåé è âíåøíåé (ïðè

𝑟 = 𝑅0 ≡ 𝜌𝑟0) ïîâåðõíîñòÿõ òðóáêè

𝐴+ =
𝑎2

𝑎0 + 𝑎1

𝜌−𝜆− − 1

𝜌𝜆+−𝜆− − 1
𝜀+

𝑎3
4𝑎0 + 𝑎1

𝜌1−𝜆− − 1

𝜌𝜆+−𝜆− − 1
𝑟0𝜏,

𝐴− =
𝑎2

𝑎0 + 𝑎1

𝜌−𝜆+ − 1

𝜌𝜆−−𝜆+ − 1
𝜀+

𝑎3
4𝑎0 + 𝑎1

𝜌1−𝜆+ − 1

𝜌𝜆−−𝜆+ − 1
𝑟0𝜏.

Àíàëîãè÷íóþ ñòðóêòóðó, êàê ýòî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé çàêîíà Ãóêà, èìåþò

íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå 𝜎𝑧𝑧(𝑟) è êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå 𝜎𝜙𝑧(𝑟)

𝑠33𝜎𝑧𝑧(𝑟) =

(︂
1 + (𝑠13 + 𝑠23)

𝑎2
𝑎0 + 𝑎1

)︂
𝜀−

−
(︂
𝑠′34
𝑠′44

− (𝑠13 + 2𝑠23)
𝑎3

4𝑎0 + 𝑎1

)︂
𝑟𝜏−

− (𝑠13 + (1 + 𝜆+)𝑠23)𝐴+

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆+
− (𝑠13 + (1 + 𝜆−)𝑠23)𝐴−

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆−
,

𝑠′44𝜎𝜙𝑧 =

(︂
−𝑠

′
34

𝑠33
+ (𝑞14 + 𝑞24)

𝑎2
𝑎0 + 𝑎1

)︂
𝜀+

+

(︂
1 +

(𝑠′34)
2

𝑠′44𝑠33
+ (𝑞14 + 2𝑞24)

𝑎3
4𝑎0 + 𝑎1

)︂
𝑟𝜏−

− (𝑞14 + (1 + 𝜆+)𝑞24)𝐴+

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆+
− (𝑞14 + (1 + 𝜆−)𝑞24)𝐴−

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆−
.

2.8.2. Упругие свойства нано/микротрубок из гексагональных
кристаллов.

Èíòåãðèðîâàíèåì ïî ñå÷åíèþ òðóáêè íîðìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ 𝜎𝑧𝑧(𝑟) íàõî-

äèì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ óäåëüíîé ðàñòÿãèâàþùåé ñèëû

𝑃 =
1

𝑆

∫︁
𝜎𝑧𝑧(𝑟)𝑑𝑆 =

2

𝑅2
0 − 𝑟20

∫︁ 𝑅0

𝑟0

𝑟𝜎𝑧𝑧(𝑟)𝑑𝑟 = 𝑚11𝜀+𝑚12𝑟0𝜏. (2.49)

Çäåñü äëÿ êîýôôèöèåíòíûõ ôóíêöèé 𝑚11, 𝑚12 èìååì

𝑠33𝑚11 = 1 +
𝑎2

𝑎0 + 𝑎1

{︁
𝑠13 + 𝑠23 −

−[𝑠13 + (1 + 𝜆+)𝑠23]
2(𝜌−𝜆− − 1)(𝜌𝜆++2 − 1)

(𝜌2 − 1)(𝜌𝜆+−𝜆− − 1)(𝜆+ + 2)
− (2.50)

−[𝑠13 + (1 + 𝜆−)𝑠23]
2(𝜌−𝜆+ − 1)(𝜌𝜆−+2 − 1)

(𝜌2 − 1)(𝜌𝜆−−𝜆+ − 1)(𝜆− + 2)

}︂
,



ГЛАВА 2. НАНО/МИКРОТРУБКИ ИЗ КРИСТАЛЛОВ 186

𝑠33𝑚12 = −2𝑠′34
3𝑠′44

𝜌3 − 1

𝜌2 − 1
+

𝑎3
4𝑎0 + 𝑎1

{︂
2

3
(𝑠13 + 2𝑠23)

𝜌3 − 1

𝜌2 − 1

−[𝑠13 + (1 + 𝜆+)𝑠23]
2(𝜌1−𝜆− − 1)(𝜌𝜆++2 − 1)

(𝜌2 − 1)(𝜌𝜆+−𝜆− − 1)(𝜆+ + 2)
− (2.51)

−[𝑠13 + (1 + 𝜆−)𝑠23]
2(𝜌1−𝜆+ − 1)(𝜌𝜆−+2 − 1)

(𝜌2 − 1)(𝜌𝜆−−𝜆+ − 1)(𝜆− + 2)

}︂
.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ ñäâèãîâîãî íàïðÿæåíèÿ 𝜎𝜙𝑧(𝑟), àíàëîãè÷íî íàéäåì ëè-

íåéíóþ çàâèñèìîñòü êðóòÿùåãî ìîìåíòà îò ïàðàìåòðîâ 𝜀 è 𝜏

𝑀 =

∫︁
𝜎𝜙𝑧(𝑟)𝑟𝑑𝑆 = 2𝜋

∫︁ 𝑅0

𝑟0

𝑟2𝜎𝜙𝑧(𝑟)𝑑𝑟 = 𝑚21𝜀+𝑚22𝑟0𝜏,

𝑠′44
2𝜋𝑟30

𝑚21 = −𝑠
′
34

𝑠33

𝜌3 − 1

3
+

𝑎2
𝑎0 + 𝑎1

{︂
(𝑞14 + 𝑞24)

𝜌3 − 1

3
−

−[𝑞14 + (1 + 𝜆+)𝑞24]
(𝜌−𝜆− − 1)(𝜌𝜆++3 − 1)

(𝜌𝜆+−𝜆− − 1)(𝜆+ + 3)
− (2.52)

−[𝑞14 + (1 + 𝜆−)𝑞24]
(𝜌−𝜆+ − 1)(𝜌𝜆−+3 − 1)

(𝜌𝜆−−𝜆+ − 1)(𝜆− + 3)

}︂
,

𝑠′44
2𝜋𝑟30

𝑚22 =

[︂
1 +

(𝑠′34)
2

𝑠′44𝑠33

]︂
𝜌4 − 1

4
+

𝑎3
4𝑎0 + 𝑎1

{︂
(𝑞14 + 2𝑞24)

𝜌4 − 1

4
−

−[𝑞14 + (1 + 𝜆+)𝑞24]
(𝜌1−𝜆− − 1)(𝜌𝜆++3 − 1)

(𝜌𝜆+−𝜆− − 1)(𝜆+ + 3)
− (2.53)

−[𝑞14 + (1 + 𝜆−)𝑞24]
(𝜌1−𝜆+ − 1)(𝜌𝜆−+3 − 1)

(𝜌𝜆−−𝜆+ − 1)(𝜆− + 3)

}︂
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû îáùèå ëèíåéíûå ñâÿçè äåôîðìàöèè ðàñòÿæåíèÿ 𝜀 è óãîë

êðó÷åíèÿ 𝜏 ñ ðàñòÿãèâàþùèì óñèëèåì 𝑃 è êðóòÿùèì ìîìåíòîì 𝑀 , ïðèëîæåííûìè

ê òðóáêå. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ðàñòÿãèâàþùåãî óñèëèÿ (𝑃 = 0), òåì íå

ìåíåå, ïðîèñõîäèò íàðÿäó ñ êðó÷åíèåì èçìåíåíèå äëèíû òðóáêè â ñîîòâåòñòâèè ñ

ëèíåéíîé ñâÿçüþ âèäà

𝜀 = Γ𝑟0𝜏, Γ = −𝑚12

𝑚11

. (2.54)

Ïî êðóòÿùåìó ìîìåíòó îïðåäåëÿåì êðóòèëüíóþ æåñòêîñòü

𝐶 =
𝑀

𝜏
=
𝑚11𝑚22 −𝑚12𝑚21

𝑚11

𝑟0, 𝐶0 ≡ 𝐶|𝜒=0 =
𝜋𝑟40
2𝑠44

(𝜌4 − 1). (2.55)

Â îòñóòñòâèå êðóòÿùåãî ìîìåíòà (𝑀 = 0) íå èñ÷åçàåò óãîë êðó÷åíèÿ 𝜏 , êî-

òîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ïî äåôîðìàöèè ðàñòÿæåíèÿ
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𝑟0𝜏 = Λ𝜀, Λ = −𝑚21

𝑚22

. (2.56)

Ìîäóëü Þíãà íàõîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

𝐸 =
𝑃

𝜀
=
𝑚11𝑚22 −𝑚12𝑚21

𝑚22

. (2.57)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè èçìåíåíèè çíàêà óãëà õèðàëüíîñòè 𝜒 êîýôôè-

öèåíòû 𝑚12, 𝑚21 ìåíÿþò çíàê, à äðóãàÿ ïàðà êîýôôèöèåíòîâ 𝑚11, 𝑚22 çíàêà íå

ìåíÿåò.

Ñîîòíîøåíèÿ çàêîíà Ãóêà ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ïî íàïðÿæåíèÿì ïîïåðå÷íûå

íîðìàëüíûå äåôîðìàöèè 𝑢𝑟𝑟(𝑟), 𝑢𝜙𝜙(𝑟)

𝑢𝑟𝑟(𝑟) = 𝜀

{︃
𝑠13
𝑠33

+
𝑎2

𝑎0 + 𝑎1

[︃
−𝑇1 + 𝑇+

1

𝜌−𝜆− − 1

𝜌𝜆+−𝜆− − 1

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆+
+

+𝑇−
1

𝜌−𝜆+ − 1

𝜌𝜆−−𝜆+ − 1

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆−]︃}︃
+ 𝑟0𝜏

{︂
𝑞14
𝑠′44

𝑟

𝑟0
+

𝑎3
4𝑎0 + 𝑎1

[︂
−(𝑇1 + 𝑡12)

𝑟

𝑟0
+

+𝑇+
1

𝜌1−𝜆− − 1

𝜌𝜆+−𝜆− − 1

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆+
+ 𝑇−

1

𝜌1−𝜆+ − 1

𝜌𝜆−−𝜆+ − 1

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆−]︃}︃
,

𝑢𝜙𝜙(𝑟) = 𝜀

{︃
𝑠23
𝑠33

+
𝑎2

𝑎0 + 𝑎1

[︃
−𝑇2 + 𝑇+

2

𝜌−𝜆− − 1

𝜌𝜆+−𝜆− − 1

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆+
+

+ 𝑇−
2

𝜌−𝜆+ − 1

𝜌𝜆−−𝜆+ − 1

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆−]︃}︃
+ 𝑟0𝜏

{︂
𝑞24
𝑠′44

𝑟

𝑟0
+

𝑎3
4𝑎0 + 𝑎1

[︂
−(𝑇2 + 𝑡22)

𝑟

𝑟0
+

+𝑇+
2 (𝑡12 + (1 + 𝜆+)𝑡22)

𝜌1−𝜆− − 1

𝜌𝜆+−𝜆− − 1

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆+
+ 𝑇−

2

𝜌1−𝜆+ − 1

𝜌𝜆−−𝜆+ − 1

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆−]︃}︃
.

Çäåñü è äàëåå èñïîëüçóþòñÿ ñîêðàùåíèÿ

𝑇1 ≡ 𝑡11 + 𝑡12, 𝑇±
1 ≡ 𝑇1 + 𝜆±𝑡12,

𝑇2 ≡ 𝑡12 + 𝑡22, 𝑇±
2 ≡ 𝑇2 + 𝜆±𝑡22

(2.58)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ðàñòÿæåíèÿ òðóáêè â îòñóòñòâèå êðóòÿùåãî ìîìåíòà (𝑀 = 0)

ïîïåðå÷íûå íîðìàëüíûå äåôîðìàöèè îïðåäåëÿþò âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ

Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 = −𝑢𝑟𝑟(𝑟)/𝜀, 𝜈𝜙𝑧 = −𝑢𝜙𝜙(𝑟)/𝜀

−𝜈𝑟𝑧 =
𝑠13
𝑠33

+
𝑎2

𝑎0 + 𝑎1

[︃
−𝑇1 + 𝑇+

1

𝜌−𝜆− − 1

𝜌𝜆+−𝜆− − 1

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆+
+

+𝑇−
1

𝜌−𝜆+ − 1

𝜌𝜆−−𝜆+ − 1

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆−]︃
− 𝑚21

𝑚22

{︂
𝑞14
𝑠′44

𝑟

𝑟0
+

𝑎3
4𝑎0 + 𝑎1

[︂
−(𝑇1 + 𝑡12)

𝑟

𝑟0
+

+𝑇+
1

𝜌1−𝜆− − 1

𝜌𝜆+−𝜆− − 1

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆+
+ 𝑇−

1

𝜌1−𝜆+ − 1

𝜌𝜆−−𝜆+ − 1

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆−]︃}︃
,

(2.59)
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Ðèñ. 2.25: Èçìåí÷èâîñòü ìîäóëåé Þíãà ñ èçìåíåíèåì óãëà õèðàëüíîñòè 𝜒 è îòíîøå-

íèÿ âíåøíåãî è âíóòðåííåãî ðàäèóñîâ 𝜌 äëÿ òðóáîê èç ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ

ãðàôèòà, áåðèëëèÿ, öèíêà è êîáàëüòà.

−𝜈𝜙𝑧 =
𝑠23
𝑠33

+
𝑎2

𝑎0 + 𝑎1

[︃
−𝑇2 + 𝑇+

2

𝜌−𝜆− − 1

𝜌𝜆+−𝜆− − 1

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆+
+

+𝑇−
2

𝜌−𝜆+ − 1

𝜌𝜆−−𝜆+ − 1

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆−]︃
− 𝑚21

𝑚22

{︂
𝑞24
𝑠′44

𝑟

𝑟0
+

𝑎3
4𝑎0 + 𝑎1

[︂
−(𝑇2 + 𝑡22)

𝑟

𝑟0
+

+𝑇+
2

𝜌1−𝜆− − 1

𝜌𝜆+−𝜆− − 1

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆+
+ 𝑇−

2

𝜌1−𝜆+ − 1

𝜌𝜆−−𝜆+ − 1

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆−]︃}︃
.

(2.60)

×åòíîñòü êîýôôèöèåíòîâ 𝑠′44, 𝑠13, 𝑠23, 𝑠33, 𝑡11, 𝑡12, 𝑡22, 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝜆+, 𝜆−, 𝑚11,

𝑚22 è íå÷åòíîñòü 𝑞14, 𝑞24, 𝑎3, 𝑚12, 𝑚21 îòíîñèòåëüíî èçìåíåíèÿ çíàêà óãëà 𝜒 ïîêà-

çûâàåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà íå ìåíÿþò çíàêà ïðè èçìåíåíèè çíàêà óãëà

õèðàëüíîñòè. Èìååò ìåñòî òàêæå ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî 𝜒 = 𝜋/2.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå íóëåâîé õèðàëüíîñòè ïîëó÷àåòñÿ 𝑚12 = 0, 𝑚21 = 0, òàê

÷òî îòñóòñòâóåò ñâÿçü óäëèíåíèÿ 𝜀 ñ óãëîì êðó÷åíèÿ 𝜏 . Òåì ñàìûì òîãäà íåò íè
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Ðèñ. 2.26: Çàâèñèìîñòü ìîäóëåé Þíãà îò óãëà õèðàëüíîñòè äëÿ òîíêîñòåííûõ (𝜌 =

1.1) òðóáîê èç íåêîòîðîãî íàáîðà æåñòêèõ ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ.

ïðÿìîãî, íè îáðàòíîãî ýôôåêòîâ Ïîéíòèíãà. Êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà ïðè ýòîì

ïðèíèìàþò âèä

𝜈𝑟𝑧 = 𝜈𝜙𝑧 = −𝑠13
𝑠33

. (2.61)

2.8.3. Численные результаты и обсуждение

Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû èñïîëüçóåì äëÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà ìåõàíè÷åñêèõ

ñâîéñòâ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç ìíîãî÷èñëåííûõ ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ, ýêñïå-

ðèìåíòàëüíûå óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè êîòîðûõ îòðàæåíû â ñïðàâî÷íèêå [172].

Ìîäóëè Þíãà õèðàëüíûõ òðóáîê èç êîíêðåòíûõ ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàë-

ëîâ ñîãëàñíî ôîðìóëàì (2.57) è ïðåäøåñòâóþùèì ôîðìóëàì çàâèñÿò îò îòíîøåíèé

âíåøíèõ è âíóòðåííèõ ðàäèóñîâ òðóáîê 𝜌 è óãëîâ õèðàëüíîñòè 𝜒. ×èñëåííûå îöåí-

êè óêàçûâàþò íà áîëåå ñèëüíóþ çàâèñèìîñòü îò óãëà õèðàëüíîñòè, ÷åì îò óäåëüíîé

òîëùèíû ñòåíîê òðóáîê 𝜌 − 1 = (𝑅0 − 𝑟0)/𝑟0. Íåêîòîðóþ èëëþñòðàöèþ ýòîãî äàåò

Ðèñ.2.25, íà êîòîðîì ïðåäñòàâëåíà èçìåí÷èâîñòü ìîäóëÿ Þíãà îò îáîèõ àðãóìåí-

òîâ äëÿ òðóáîê èç ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ ãðàôèòà (C), Be, Zn, Co. Îí ïîêà-

çûâàåò, ÷òî èçìåíåíèå ìîäóëÿ Þíãà ñ èçìåíåíèåì ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà ÿâëÿåòñÿ

äåéñòâèòåëüíî ìàëûì. Çàâèñèìîñòè îò óãëà õèðàëüíîñòè ãîðàçäî áîëåå ñóùåñòâåí-

íû. Ïðèìåðû çàâèñèìîñòåé ìîäóëÿ Þíãà îò óãëà õèðàëüíîñòè äëÿ òîíêîñòåííûõ

òðóáîê (ïðè 𝜌 = 1.1) èç ðàçëè÷íûõ äîñòàòî÷íî æåñòêèõ êðèñòàëëîâ ïîêàçàíû íà

Ðèñ.2.26. Êàê âèäíî èç ýòîãî ðèñóíêà íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ è íàèáîëüøàÿ èçìåí÷è-

âîñòü õàðàêòåðíû äëÿ òðóáîê èç òàêèõ ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ, êàê ãðàôèò è

êàðáèä âîëüôðàìà. Áîëüøèå èçìåíåíèÿ ìîäóëåé Þíãà èìåþò ìåñòî òàêæå ó òðóáîê

èç êðèñòàëëîâ Zn, MoS2, GaN, TiB2, SiC.

Ðàñ÷åòû ðàäèàëüíîãî è óãëîâîãî êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧(𝑟), 𝜈𝜙𝑧(𝑟) ïî
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Òàáëèöà 2.14: Êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧, 𝜈𝜙𝑧 äëÿ òîíêîñòåííûõ (𝜌 = 1.01) òðóáîê

èç ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ è êðèòè÷åñêèå âåëè÷èíû ïàðàìåòðà òîëùèíû ñòåíîê

𝜌𝑐𝑟, ïðè êîòîðûõ 𝜈𝑟𝑧 èëè 𝜈𝜙𝑧 îáðàùàþòñÿ â íóëü íà âíåøíåé (𝑟 = 𝑅0) è âíóòðåííåé

(𝑟 = 𝑟0) ïîâåðõíîñòÿõ òðóáîê, ïðè 𝜒 = 𝜋/2.

Òðóáêè-àóêñåòèêè 𝜈𝑟𝑧 𝜈𝜙𝑧 𝜌𝑐𝑟
èç êðèñòàëëîâ 𝜌 = 1.01 𝜌 = 1.01 𝜈𝑟𝑧 𝜈𝜙𝑧

𝑟 = 𝑟0 𝑟 = 𝑅0 𝑟 = 𝑟0 𝑟 = 𝑅0

Be 0.08 0.01 � � 1.47 �

Ñ (ãðàôèò) 0.16 0.34 511 � � �

Cd 0.10 0.74 1.98 � � �

CdTe 0.47 0.22 � � 3.61 �

CeF3 0.43 0.16 � � 2.52 �

CeNi5 0.41 0.21 � � 4.87 �

Co 0.46 0.18 � 64.4 2.75 �

CuCl 0.68 0.17 1.76

GaN 0.18 0.49 4.50 � � �

Hf 0.35 0.22 9.55

In2Bi 0.72 0.15 1.60

InN 0.22 0.52 4.70 � � �

LaF3 0.44 0.14 2.24

Mg 0.35 0.23 9.83

MnAs 0.19 0.08 � � 3.24

Mn5Si3 0.49 0.11 � � 1.64 �

MoS2 �0.28 0.58 � � � 133

Nd 0.40 0.16 2.88

NbF3 0.44 0.15 2.40

C7H12 0.77 0.17 � � 1.68 �

Pr 0.43 0.14 2.25

PrF3 0.45 0.15 2.17

Re 0.38 0.19 4.19

SiC 0.18 0.08 � � 3.50 �

𝛽-AgI 0.56 0.24 � � 3.04 �

Ti 0.49 0.19 � � 2.65 �

Zn �0.07 0.85 � 1.93 � �

ZnSe 0.19 � � 5.75 �

𝛼-ZnS 0.19 � � 3.60 �

ZnTe 0.20 � � 6.22 �

𝛼-Zr 0.24 � � 7.63 �
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Ðèñ. 2.27: Èçìåí÷èâîñòü ðàäèàëüíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 íà âíóòðåííåé (à)

è âíåøíåé (á) ïîâåðõíîñòÿõ è óãëîâîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈𝜙𝑧 íà âíóòðåííåé

(â) è âíåøíåé (ã) ïîâåðõíîñòÿõ òðóáêè èç öèíêà.

ôîðìóëàì (2.58)-(2.60) ïîêàçûâàþò, ÷òî îíè ìîãóò ñòàíîâèòüñÿ äëÿ ìíîãèõ òðóáîê

îòðèöàòåëüíûìè â íåêîòîðûõ ðàäèàëüíûõ îáëàñòÿõ ñòåíîê òðóáîê â òîì èëè èíîì

äèàïàçîíå óãëîâ õèðàëüíîñòè è ìàñøòàáíîãî ïàðàìåòðà 𝜌. Òàêèå òðóáêè ÿâëÿþò-

ñÿ àóêñåòèêàìè, íî ïðÿìîé ñâÿçè ìåæäó òðóáêàìè-àóêñåòèêàìè è àóêñåòè÷íîñòüþ

ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðÿìîëèíåéíî-àíèçîòðîïíûõ êðèñòàëëîâ íå íàáëþäàåòñÿ. Êîýô-

ôèöèåíòû Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧, 𝜈𝜙𝑧 ðÿäà òîíêîñòåííûõ (ñ 𝜌 = 1.01) òðóáîê-àóêñåòèêîâ èç

ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ ïðè 𝜒 = 𝜋/2 ïîêàçàíû â Òàáë.2.14. Çäåñü òîëüêî â äâóõ

ñëó÷àÿõ êðèñòàëëîâ öèíêà è äèñóëüôèäà ìîëèáäåíà è òîëüêî ðàäèàëüíûé êîýôôè-

öèåíò Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 îêàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì. Àóêñåòè÷íîñòü îñòàëüíûõ òðóáîê

ñòàíîâèòñÿ ÿñíîé èç ðåçóëüòàòîâ äëÿ êðèòè÷åñêèõ âåëè÷èí áåçðàçìåðíîãî ìàñøòàá-

íîãî ïàðàìåòðà 𝜌 = 𝜌𝑐𝑟. Ïðè óêàçàííûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 èëè

𝜈𝜙𝑧 îáðàùàþòñÿ â íóëü íà âíóòðåííåé (ïðè 𝑟 = 𝑟0) èëè âíåøíåé (ïðè 𝑟 = 𝑅0) ïîâåðõ-
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Ðèñ. 2.28: Èçìåí÷èâîñòü ðàäèàëüíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 íà âíóòðåííåé (à)

è âíåøíåé (á) ïîâåðõíîñòÿõ è óãëîâîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈𝜙𝑧 íà âíóòðåííåé

(â) è âíåøíåé (ã) ïîâåðõíîñòÿõ òðóáêè èç ãðàôèòà.

íîñòÿõ òðóáîê. Ïîëíàÿ êàðòèíà èçìåíåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà ñ èçìåíåíèåì

óãëà õèðàëüíîñòè â äèàïàçîíå 0 ≤ 𝜒 ≤ 𝜋 è áåçðàçìåðíîãî ìàñøòàáíîãî ïàðàìåò-

ðà â äèàïàçîíå 1 < 𝜌 < 10 íà âíóòðåííåé è âíåøíåé ïîâåðõíîñòÿõ ïðåäñòàâëåíà íà

Ðèñ.2.27 è Ðèñ.2.28 äëÿ òðóáîê èç öèíêà è ãðàôèòà ñîîòâåòñòâåííî. Â ñëó÷àå äðóãèõ

êðèñòàëëîâ êàðòèíà âî ìíîãîì àíàëîãè÷íà. Âèä ðàäèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé êîýô-

ôèöèåíòîâ Ïóàññîíà â ñå÷åíèÿõ ñòåíîê òðóáîê èç òîé æå ïàðû êðèñòàëëîâ öèíêà

è ãðàôèòà äàåòñÿ íà Ðèñ.2.29. Ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ öèíêà ïîñòðîåíû ïðè 𝜒 = 𝜋/2 â

ñëó÷àÿõ òðóáîê, âíåøíèé ðàäèóñ êîòîðûõ â äâà è â äåñÿòü ðàç ïðåâîñõîäèò âíóòðåí-

íèé ðàäèóñ. Ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ãðàôèòà â òðóáêàõ òàêèõ æå ðàçìåðîâ ïîñòðîåíû

ïðè 𝜒 = 𝜋/4. Î÷åâèäíî, ÷òî òðóáêè èç òàêèõ êðèñòàëëîâ ïðè îïðåäåëåííûõ óãëàõ

õèðàëüíîñòè è 𝜌 = 10 ÿâëÿþòñÿ àóêñåòèêàìè, ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧
ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè ïðèáëèæåíèè ê âíóòðåííåé ñòåíêå.
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Ðèñ. 2.29: Ðàñïðåäåëåíèÿ ðàäèàëüíîãî è óãëîâîãî êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 è

𝜈𝜙𝑧 äëÿ õèðàëüíûõ òðóáîê ñ 𝜒 = 𝜋/2 èç öèíêà è õèðàëüíûõ òðóáîê ñ 𝜒 = 𝜋/4 èç

ãðàôèòà â ñëó÷àÿõ 𝜌 ≡ 𝑅0/𝑟0 = 2 è 10.

Ðèñ. 2.30: Çàâèñèìîñòè îò óãëà õèðàëüíîñòè áåçðàçìåðíûõ îòíîøåíèé êðóòèëüíûõ

æåñòêîñòåé 𝐶/𝐶0 äëÿ òîíêîñòåííûõ (𝜌 = 1.1) òðóáîê èç ðÿäà ãåêñàãîíàëüíûõ êðè-

ñòàëëîâ.

×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïî ôîðìóëàì (2.55) ïîêàçûâàþò, ÷òî áåçðàçìåðíîå îò-

íîøåíèå êðóòèëüíûõ æåñòêîñòåé 𝐶/𝐶0 äëÿ òðóáîê èç ðàçëè÷íûõ ãåêñàãîíàëüíûõ

êðèñòàëëîâ ìîæåò ìåíÿòüñÿ ñóùåñòâåííî ñ èçìåíåíèåì óãëà õèðàëüíîñòè è â ãî-

ðàçäî ìåíüøåé ñòåïåíè ñ èçìåíåíèåì ìàñøòàáíîãî ïàðàìåòðà 𝜌, çà èñêëþ÷åíèåì

òðóáêè èç ãðàôèòà è MoS2. Ïåðâîå èëëþñòðèðóþò ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé 𝐶/𝐶0 îò

𝜒 íà Ðèñ.2.30 äëÿ òîíêîñòåííûõ (ïðè 𝜌 = 1.1) òðóáîê èç âîñüìè êðèñòàëëîâ. Âòî-

ðîå ïîäòâåðæäàåò Òàáë.2.15 äëÿ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé 𝐶/𝐶0 íåñêîëüêèõ òðóáîê

ïðè ôèêñèðîâàííîì óãëå õèðàëüíîñòè 𝜒 = 𝜋/2 â äèàïàçîíå 1 < 𝜌 < 10 è Ðèñ.2.31,

ïðåäñòàâëÿþùèõ çàâèñèìîñòè 𝐶/𝐶0 îò 𝜒 è 𝜌 äëÿ òðóáîê èç êðèñòàëëîâ ãðàôèòà è

öèíêà. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî êðóòèëüíàÿ æåñòêîñòü òðóáêè èç ãðàôèòà óâåëè÷èâàåòñÿ

áîëåå ÷åì â äâà ðàçà ïðè óâåëè÷åíèè òîëùèíû ñòåíêè òðóáêè.
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Ðèñ. 2.31: Èçìåí÷èâîñòü áåçðàçìåðíûõ îòíîøåíèé êðóòèëüíûõ æåñòêîñòåé 𝐶/𝐶0

äëÿ òðóáîê èç êðèñòàëëîâ öèíêà è ãðàôèòà ñ èçìåíåíèåì óãëà õèðàëüíîñòè 𝜒 è

áåçðàçìåðíîãî ìàñøòàáíîãî ïàðàìåòðà 𝜌 ≡ 𝑅0/𝑟0.

Òàáëèöà 2.15: Ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ îòíîøåíèé êðóòèëüíûõ æåñòêîñòåé 𝐶/𝐶0

äëÿ òðóáîê ðàçëè÷íîé òîëùèíû èç 12 ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ â äèàïàçîíå 1 <

𝜌 ≤ 10.

Òðóáêè èç 𝐶/𝐶0

êðèñòàëëîâ min ïðè 𝜌 = 1.1 min ïðè 𝜌 = 10 max ïðè 1 < 𝜌 < 10

WC 0.86 0.87 1

Zn 0.51 0.62 1

MnAs 0.74 0.80 1

TiB2 0.45 0.46 1

C7H12 0.45 0.52 1

𝛽-LiAlSiO4 0.51 0.53 1

Òðóáêè èç 𝐶/𝐶0

êðèñòàëëîâ min ïðè 1 < 𝜌 < 10 max ïðè 𝜌 = 1.1 max ïðè 𝜌 = 10

Graphite 1 8.65 20.5

MoS2 1 1.66 2.10

RbNiCl3 1 5.36 5.42

CsNiCl3 1 2.91 3.06

InN 1 3.18 3.21

GaN 1 2.47 2.51
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2.9. Упругие свойства двухслойных нано/микротру-

бок с кубической анизотропией [34,35]

Ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ îñîáåííîñòè àóêñåòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ êîìïîçèòîâ â

ñëó÷àå àíèçîòðîïíûõ èñõîäíûõ ìàòåðèàëîâ. Íèæå ìû îãðàíè÷èìñÿ àíàëèçîì äâóõ-

ñëîéíûõ òðóá÷àòûõ êîìïîçèòîâ, îáðàçîâàííûõ èç êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ. Ñðåäè

ñîòåí êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ îêîëî îäíîé òðåòè ÿâëÿþòñÿ àóêñåòèêàìè (ñì. ïîä-

ðàçäåë 1.2.2, ñòð.29). Òî÷íåå ãîâîðÿ, îíè îêàçûâàþòñÿ ÷àñòè÷íûìè àóêñåòèêàìè,

ïîñêîëüêó õàðàêòåðèçóþòñÿ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà òîëüêî äëÿ

÷àñòè íàïðàâëåíèé îðèåíòàöèè. Ïðè ñâîðà÷èâàíèè òîíêèõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ïëà-

ñòèí ñ ïðîèçâîëüíîé îðèåíòàöèåé â íàíî/ìèêðîòðóáêè êîëè÷åñòâî àóêñåòèêîâ åùå

âîçðàñòàåò (ñì. ðàçäåë 2.2). Îäíàêî, â ÷àñòíîì ñëó÷àå òðóáîê ñ öèëèíäðè÷åñêîé

àíèçîòðîïèåé, ñîîòâåòñòâóþùåé êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèì îñÿì ñâîðà÷èâàåìûõ ïëà-

ñòèí, ò.å. â ñëó÷àå íåõèðàëüíûõ òðóáîê ÷èñëî àóêñåòèêîâ ñîêðàùàåòñÿ äî ïîëóòîðà

äåñÿòêîâ (Òàáë.2.16).

Ïðè ðàñòÿæåíèè îäíîñëîéíûõ êðèâîëèíåéíî-àíèçîòðîïíûõ òðóáîê ñ íóëå-

âûì óãëîì õèðàëüíîñòè, îáðàçîâàííûõ ñâîðà÷èâàíèåì êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ, íà-

ïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå îêàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, è îòëè÷íà îò íóëÿ ëèøü îäíà ïî-

ñòîÿííàÿ êîìïîíåíòà íàïðÿæåíèé 𝜎𝑧𝑧 = 𝜀/𝑠11 = const. Îäíîðîäíûì îêàçûâàåòñÿ â

ñèëó çàêîíà Ãóêà è äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå (ñì. ðàçäåë 2.2)

𝑢𝑧𝑧 = 𝜀 = const, 𝑢𝑟𝑟 = 𝑢𝜙𝜙 =
𝑠12
𝑠11

𝜀, 𝑢𝑟𝜙 = 𝑢𝑟𝑧 = 𝑢𝜙𝑧 = 0.

Â èòîãå äëÿ ìîäóëÿ Þíãà è êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà èìååì

𝐸0 =
1

𝑠11
, 𝜈 = 𝜈𝑟𝑧 = 𝜈𝜙𝑧 = −𝑠12

𝑠11
.

Ìîäóëü Þíãà äëÿ òðóáîê èç êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ âñåãäà ïîëîæèòåëåí â ñîîò-

âåòñòâèè ñ íåðàâåíñòâîì 𝑠11 > 0, ñïðàâåäëèâûì äëÿ âñåõ òåðìîäèíàìè÷åñêè óñòîé-

÷èâûõ êðèñòàëëîâ. Äðóãîå íåðàâåíñòâî 𝑠12 > 0 âûïîëíÿåòñÿ ëèøü äëÿ íåìíîãèõ

êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ñîãëàñíî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì èç [172, 175], òàê ÷òî

îòíîñèòåëüíî íåìíîãèå íåõèðàëüíûå òðóáêè õàðàêòåðèçóþòñÿ îòðèöàòåëüíûì êî-

ýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà (Òàáë.2.16). Ïðè ýòîì òàêîé êîýôôèöèåíò îñòàåòñÿ ïîñòî-

ÿííûì ïî âñåìó ñå÷åíèþ òðóáîê, òàê ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè àóêñåòèêàìè.

2.9.1. От однослойных к двухслойным трубкам

Ïóñòü äâóõñëîéíàÿ òðóáêà ñîñòîèò èç âíóòðåííåãî ñëîÿ 1 è âíåøíåãî ñëîÿ

2 ñ ðàäèàëüíûìè êîîðäèíàòàìè èç äèàïàçîíîâ 𝑟0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟𝑖, 𝑟𝑖 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅0, ñîîòâåò-

ñòâåííî (ñì. Ðèñ.2.32). Â äàëüíåéøåì â îñíîâíîì îãðàíè÷èìñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè

𝜌1 ≡ 𝑟𝑖/𝑟0 = 𝜌2 ≡ 𝑅0/𝑟𝑖 = 𝜌, äëÿ êîòîðûõ ïàðàìåòð 𝜌 ðàâåí îòíîøåíèþ òîëùèíû
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Òàáëèöà 2.16: Òðóáêè èç êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ-àóêñåòèêîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè ïî-

äàòëèâîñòè 𝑠11, 𝑠12, õàðàêòåðèçóþùèåñÿ ìîäóëÿìè Þíãà 𝐸0 è îòðèöàòåëüíûìè êî-

ýôôèöèåíòàìè Ïóàññîíà 𝜈.

Êðèñòàëëû 𝑠11 (ÒÏà
−1) 𝑠12 (ÒÏà

−1) 𝜈 𝐸0 (ÃÏà)

Ba [172] 123.7 6.01 −0.05 8.08

157 −61 0.39 6.37

GeTe-SnTe 20 mole % GeTe [172] 9.7 0.1 −0.01 103

Sm0.9La0.1S [175] 8.14 1.25 −0.15 123

Sm0.75La0.25S [175] 14.3 5.7 −0.40 69.9

Sm0.65La0.35S [175] 19.7 6.84 −0.34 50.8

Sm0.85Tm0.75S [175] 9.45 0.28 −0.03 106

Sm0.75Tm0.25S [175] 15.3 7.05 −0.46 65.4

Sm0.75Y0.25S [172] 10.2 4.3 −0.42 98.0

18.0 12.1 −0.67 55.6

Sm0.7Y0.3S [172] 10.75 5.26 −0.49 93.0

Sm0.58Y0.42S [172] 8.12 2.44 −0.30 123

Sm0.576Y0.424S [172] 7.41 1.98 −0.27 135

FeS2 [172] 2.78 −0.24 0.09 360

2.56 0.31 −0.12 391

ReO3 [172] 2.09 0.03 −0.01 478

1.75 −0.02 0.01 571

SmB6 [172] 2.41 0.04 −0.02 415

Tm0.99Se [172] 7.95 3.71 −0.47 126

TmSe [172] 8.72 4.73 −0.54 115

SnTe (N[1020 cm−3] = 1.01) [172] 10.2 0.90 −0.09 98.0

USb [172] 5.16 −0.28 0.02 194

5.16 0.28 −0.02 194

6.27 −0.26 0.04 159

USe [172] 4.25 0.35 −0.08 235

5.16 0 0 194

UTe [172] 6.97 0.10 −0.01 143

âíåøíåãî ñëîÿ ê òîëùèíå âíóòðåííåãî ñëîÿ ℎ2/ℎ1. Ïðè ýòîì áóäåì îáñóæäàòü òîëüêî

ñëó÷àé áîëåå òîëñòîãî âíåøíåãî ñëîÿ, ò.å. ñ 𝜌 > 1. Óïðóãîñòü êàæäîãî ñëîÿ, îáðàçî-

âàííîãî èç êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ, õàðàêòåðèçóåòñÿ ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè

ïîäàòëèâîñòè 𝑠11, 𝑠12, 𝑠44 ñ ñîîòâåòñòâóþùèì íîìåðîì ñëîÿ â âèäå äîïîëíèòåëüíîãî

âåðõíåãî èíäåêñà. Àíàëèç ðàñòÿæåíèÿ äâóõñëîéíîé òðóáêè â ïðèáëèæåíèè Ñåí-

Âåíàíà òðåáóåò ó÷åòà ðàäèàëüíîé çàâèñèìîñòè íàïðÿæåííî-äåôîðìàöèîííîãî ñî-

ñòîÿíèÿ â ýòèõ ñëîÿõ ñ ïîìîùüþ äâóõ ñèñòåì óðàâíåíèé çàêîíà Ãóêà ïðè 𝑟0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟𝑖
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è 𝑟𝑖 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅0

𝑢1𝑧𝑧(𝑟) = 𝑠111𝜎
1
𝑧𝑧(𝑟) + 𝑠112(𝜎

1
𝜙𝜙(𝑟) + 𝜎1

𝑟𝑟(𝑟)),

𝑢1𝜙𝜙(𝑟) = 𝑠112(𝜎
1
𝑧𝑧(𝑟) + 𝜎1

𝑟𝑟(𝑟)) + 𝑠111𝜎
1
𝜙𝜙(𝑟),

𝑢1𝑟𝑟(𝑟) = 𝑠112(𝜎
1
𝑧𝑧(𝑟) + 𝜎1

𝜙𝜙(𝑟)) + 𝑠111𝜎
1
𝑟𝑟(𝑟),

2𝑢1𝜙𝑧(𝑟) = 𝑠144𝜎
1
𝜙𝑧(𝑟), 2𝑢

1
𝑟𝑧(𝑟) = 𝑠144𝜎

1
𝑟𝑧(𝑟), 2𝑢1𝑟𝜙(𝑟) = 𝑠144𝜎

1
𝑟𝜙(𝑟).

𝑢2𝑧𝑧(𝑟) = 𝑠211𝜎
2
𝑧𝑧(𝑟) + 𝑠212(𝜎

2
𝜙𝜙(𝑟) + 𝜎2

𝑟𝑟(𝑟)),

𝑢2𝜙𝜙(𝑟) = 𝑠212(𝜎
2
𝑧𝑧(𝑟) + 𝜎2

𝑟𝑟(𝑟)) + 𝑠211𝜎
2
𝜙𝜙(𝑟),

𝑢2𝑟𝑟(𝑟) = 𝑠212(𝜎
2
𝑧𝑧(𝑟) + 𝜎2

𝜙𝜙(𝑟)) + 𝑠211𝜎
2
𝑟𝑟(𝑟),

2𝑢2𝜙𝑧(𝑟) = 𝑠244𝜎
2
𝜙𝑧(𝑟), 2𝑢

2
𝑟𝑧(𝑟) = 𝑠244𝜎

2
𝑟𝑧(𝑟), 2𝑢2𝑟𝜙(𝑟) = 𝑠244𝜎

2
𝑟𝜙(𝑟).

Ðèñ. 2.32: Ïîëàÿ äâóõñëîéíàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ òðóáêà. Ñëîé 1: 𝑟0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟𝑖, ñëîé 2:

𝑟𝑖 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅0.

Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è îòñóòñòâèå ñèë íà âíåøíåé è âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè ïî-

ëîé äâóõñëîéíîé òðóáêè ïðèâîäÿò ê îáðàùåíèþ â íóëü ñäâèãîâûõ íàïðÿæåíèé

𝜎1
𝑟𝜙(𝑟), 𝜎2

𝑟𝜙(𝑟), 𝜎1
𝑟𝑧(𝑟), 𝜎

2
𝑟𝑧(𝑟). Îäíîçíà÷íîñòü îäèíàêîâûõ ñìåùåíèé íà ïîâåðõíîñòè

ñöåïëåíèÿ äâóõ ñëîåâ ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèÿì

𝑢1𝑧𝑧(𝑟) = 𝜀, 𝑢1𝑟𝑟(𝑟) =
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝑢1𝜙𝜙(𝑟)),

𝑢2𝑧𝑧(𝑟) = 𝜀, 𝑢2𝑟𝑟(𝑟) =
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝑢2𝜙𝜙(𝑟)),

𝑢1𝜙𝑧(𝑟𝑖) = 𝑢2𝜙𝑧(𝑟𝑖) =
1

2
𝜏𝑟, 𝜀 = const, 𝜏 = const.

Â îòñóòñòâèå êðóòÿùåãî ìîìåíòà 𝜏 = 0 è èñ÷åçàþò òàêæå îñòàëüíûå ñäâèãîâûå

äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ 𝑢1𝜙𝑧(𝑟) = 𝑢2𝜙𝑧(𝑟), 𝜎
1
𝜙𝑧(𝑟) = 𝜎2

𝜙𝑧(𝑟). Ñ ó÷åòîì óðàâíåíèé

ðàâíîâåñèÿ äëÿ íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé
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𝜎1
𝜙𝜙(𝑟) =

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝜎1

𝑟𝑟(𝑟)), 𝜎2
𝜙𝜙(𝑟) =

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝜎2

𝑟𝑟(𝑟)),

ñîîòíîøåíèé çàêîíà Ãóêà è âñåõ äîïîëíèòåëüíûõ ñîîòíîøåíèé íàõîäèì îòäåëüíûå

äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ðàäèàëüíûõ êîìïîíåíò íàïðÿ-

æåíèé 𝜎1
𝑟𝑟(𝑟), 𝜎

2
𝑟𝑟(𝑟)

𝑑

𝑑𝑟

(︂
𝑟
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝜎1

𝑟𝑟(𝑟))

)︂
= 𝜎1

𝑟𝑟(𝑟),
𝑑

𝑑𝑟

(︂
𝑟
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝜎2

𝑟𝑟(𝑟))

)︂
= 𝜎2

𝑟𝑟(𝑟).

Ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò ñòåïåííûå ðåøåíèÿ âèäà

𝜎𝑟𝑟(𝑟) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜎1
𝑟𝑟(𝑟) = 𝐴1𝜀+ 𝐴2𝜀

(︁𝑟0
𝑟

)︁2
, 𝑟0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟𝑖

𝜎2
𝑟𝑟(𝑟) = 𝐵1𝜀+𝐵2𝜀

(︁𝑟𝑖
𝑟

)︁2
, 𝑟𝑖 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅0

(2.62)

Îñòàëüíûå êîìïîíåíòû íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ýòè ðàäè-

àëüíûå êîìïîíåíòû. Ïðè ýòîì ïðîäîëüíîå íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå 𝜎𝑧𝑧(𝑟) ìåíÿåòñÿ

ñêà÷êîì íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ñëîåâ 𝑟 = 𝑟𝑖 îò îäíîãî ïîñòîÿííîãî çíà÷åíèÿ äî

äðóãîãî

𝜎𝑧𝑧(𝑟) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜀

1 − 2𝑠112𝐴1

𝑠111
, 𝑟0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟𝑖

𝜀
1 − 2𝑠212𝐵1

𝑠211
, 𝑟𝑖 < 𝑟 ≤ 𝑅0

(2.63)

Ðàäèàëüíûå íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ îáðàùàþòñÿ â íóëü íà âíóòðåííåé è

âíåøíåé ïîâåðõíîñòÿõ äâóõñëîéíîé òðóáêè (𝜎1
𝑟𝑟(𝑟0) = 0, 𝜎2

𝑟𝑟(𝑅0) = 0). Ýòè æå íà-

ïðÿæåíèÿ 𝜎1
𝑟𝑟(𝑟), 𝜎

2
𝑟𝑟(𝑟), à òàêæå íîðìàëüíûå óãëîâûå äåôîðìàöèè 𝑢1𝜙𝜙(𝑟), 𝑢2𝜙𝜙(𝑟),

ñîâïàäàþò íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ïðè 𝑟 = 𝑟𝑖. Â èòîãå èìååì ÷åòûðå îãðàíè÷åíèÿ

íà ÷åòûðå ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåíòà 𝐴1, 𝐴2, 𝐵1, 𝐵2

𝐴1 = −𝐴2 = −𝜌2𝐵1 = 𝐵2 =

(︂
𝑠112
𝑠111

− 𝑠212
𝑠211

)︂
1

Λ
,

Λ ≡ 𝑁2 −𝑀1 +
1

𝜌2
(𝑁1 −𝑀2), (2.64)

𝑀𝑘 ≡ 𝑠𝑘11 + 𝑠𝑘12 − 2
𝑠𝑘12𝑠

𝑘
12

𝑠𝑘11
, 𝑁𝑘 ≡ 𝑠𝑘12 − 𝑠𝑘11, (𝑘 = 1, 2).

2.9.2. Эффективные модуль Юнга и коэффициенты Пуассона

Ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëü-

íîñòè ìåæäó äåéñòâóþùåé íà åäèíèöó ïëîùàäè îñíîâàíèÿ äâóõñëîéíîé òðóáêè

ðàñòÿãèâàþùåé ñèëîé è ïðîäîëüíîé äåôîðìàöèåé 𝑢𝑧𝑧(𝑟) = 𝜀

𝐸 =
2

𝜀(𝑅2
0 − 𝑟20)

(︂∫︁ 𝑟𝑖

𝑟0

𝜎1
𝑧𝑧(𝑟)𝑟𝑑𝑟 +

∫︁ 𝑟𝑖

𝑟0

𝜎1
𝑧𝑧(𝑟)𝑟𝑑𝑟

)︂
.
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Ïðîñòîå âû÷èñëåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì âûðàæåíèÿ äëÿ 𝜎𝑧𝑧(𝑟) ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó

𝐸 =
1 − 2𝑠112𝐴1

𝑠111(1 + 𝜌2)
+
𝜌2 + 2𝑠212𝐴1

𝑠211(1 + 𝜌2)
. (2.65)

Êàê âèäíî îòñþäà è èç ôîðìóë (2.64), áåçðàçìåðíûé ýôôåêòèâíûé ìîäóëü

Þíãà 𝑠111𝐸 çàâèñèò îò áåçðàçìåðíûõ êîìáèíàöèé êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè äâóõ

èñõîäíûõ òðóáîê 𝑠111, 𝑠
2
11, 𝑠

1
12, 𝑠

2
12 è îòíîøåíèé òîëùèí ñëîåâ äâóõñëîéíîé òðóáêè

𝜌 = ℎ2/ℎ1.

Äëÿ ïîëîé öèëèíäðè÷åñêîé äâóõñëîéíîé òðóáêè ñ îäèíàêîâûìè îáúåìàìè

âíóòðåííåãî (1) è âíåøíåãî (2) ñëîåâ ìû èìååì 𝜋(𝑟2𝑖 − 𝑟20)𝐿 = 𝜋(𝑅2
0 − 𝑟2𝑖 )𝐿, èëè

â áåçðàçìåðíîé çàïèñè 𝜌22 + 1/𝜌21 = 2 ïðè 𝜌1 ≡ 𝑟𝑖/𝑟0, 𝜌2 ≡ 𝑅0/𝑟𝑖. Âûðàæåíèÿ äëÿ

ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðèíèìàþò âèä

𝐸 =
1 − 2𝑠112𝐴1

2𝑠111
+

1 + 2𝑠212𝐴1

2𝑠211
, (2.66)

𝐴1 =

(︂
𝑠112
𝑠111

− 𝑠212
𝑠211

)︂
1

Λ
, Λ ≡ 2𝑁2 −𝑀1 −𝑀2 +

1

𝜌21
(𝑁1 −𝑁2).

Îáñóäèì ÷èñëåííûé ïðèìåð äëÿ äâóõñëîéíûõ òðóáîê, îáðàçóåìûõ èñõîäíîé àóê-

ñåòè÷åñêîé òðóáêîé èç êóáè÷åñêîãî êðèñòàëëà Sm0.75Tm0.25S (𝑠111 = 15.3 ÒÏà−1,

𝑠112 = 7.05 ÒÏà−1: 𝜈 = −0.46, 𝐸00 = 65.4 ÃÏà) âî âíåøíåì ñëîå. Èñõîäíûå íåàóêñåòè-

÷åñêèå òðóáêè èç êðèñòàëëîâ Li, Ca, Th, Au, Al, Ge, Fe, SiC, W ñ ìîäóëÿìè Þíãà 𝐸0

ïóñòü çàïîëíÿþò âíóòðåííèé ñëîé. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þí-

ãà 𝐸 ïî ôîðìóëàì (2.66) ïðè 𝜌2 = 1.2, 1/𝜌21 = 0.56 è ìîäóëÿ Þíãà 𝐸𝑠 äëÿ äâóõñëîé-

íîé òðóáêè, íàéäåííîãî ïî ïðîñòîìó ¾ïðàâèëó ñóìì¿ 𝐸𝑠 = (𝐸00 +𝐸0)/2, ïðèâåäåíû

â Òàáë.2.17. Èç òàáëèöû ìîæíî âèäåòü, ÷òî áîëüøèå îòêëîíåíèÿ îò ïðåäñêàçàíèé ïî

¾ïðàâèëó ñìåñåé¿ èìåþò ìåñòî. Îíè áûñòðî óâåëè÷èâàþòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ìîäóëÿ

Þíãà 𝐸0 äëÿ íåàóêñåòèêà, çàïîëíÿþùåãî âíóòðåííèé ñëîé òðóáêè.

Óðàâíåíèÿ çàêîíà Ãóêà ïîçâîëÿþò âûðàçèòü íîðìàëüíûå äåôîðìàöèè 𝑢𝑟𝑟(𝑟),

𝑢𝜙𝜙(𝑟) ïî íàéäåííûì ðàíåå íîðìàëüíûì íàïðÿæåíèÿì. Â ñâîþ î÷åðåäü ïî ýòèì äå-

ôîðìàöèÿì íàõîäÿòñÿ ðàäèàëüíûå è óãëîâûå ýôôåêòèâíûå êîýôôèöèåíòû Ïóàñ-

ñîíà 𝜈𝑟𝑧(𝑟), 𝜈𝜙𝑧(𝑟)

𝜈𝑟𝑧(𝑟) = −𝑢𝑟𝑟(𝑟)/𝜀, 𝜈𝜙𝑧(𝑟) = −𝑢𝜙𝜙(𝑟)/𝜀.

Òàêèå ýôôåêòèâíûå êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà äëÿ äâóõñëîéíûõ òðóáîê íå ÿâëÿþòñÿ

îäíîðîäíûìè è ñîâïàäàþùèìè â îòëè÷èå îò îäíîñëîéíûõ òðóáîê. Â óïðîùåííîì

ñëó÷àå 𝜌1 = 𝜌2 = 𝜌 = ℎ2/ℎ1 ìû èìååì ñëåäóþùèå çàâèñèìîñòè îò áåçðàçìåðíûõ

ãåîìåòðè÷åñêèõ îòíîøåíèé 𝑟/𝑟𝑖, ℎ2/ℎ1 è áåçðàçìåðíûõ êîìáèíàöèé êîýôôèöèåíòîâ

ïîäàòëèâîñòè
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Òàáëèöà 2.17: Ñðàâíåíèå ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé Þíãà äâóõñëîéíûõ òðóáîê 𝐸 ñî

çíà÷åíèÿìè 𝐸𝑠, âû÷èñëåííûìè ïî ¾ïðàâèëó ñìåñåé¿. Âíåøíèå ñëîè òðóáîê çàïîë-

íåíû àóêñåòèêîì Sm0.75Tm0.25S.

Êðèñòàëëû-íåàóêñåòèêè 𝐸0, ÃÏà 𝐸, ÃÏà 𝐸𝑠, ÃÏà 𝐸 − 𝐸𝑠, ÃÏà

Li 3.17 36.9 34.3 2.6

Ca 9.62 42.9 37.5 5.43

Th 36.5 63.9 51.0 12.9

Au 42.7 71.2 54.1 17.2

Al 62.5 78.7 63.9 14.8

Ge 103 97.4 84.1 13.3

Fe 130 117 97.9 18.9

SiC 303 201 184 16.8

W 408 255 237 17.9

−𝜈𝜙𝑧(𝑟) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑠112
𝑠111

+

(︂
𝑀1 −𝑁1

𝑟2𝑖
𝜌2𝑟2

)︂
𝐴1,

1

𝜌
≤ 𝑟

𝑟𝑖
≤ 1

𝑠212
𝑠211

−
(︂
𝑀2

1

𝜌2
−𝑁2

𝑟2𝑖
𝑟2

)︂
𝐴1, 1 ≤ 𝑟

𝑟𝑖
≤ 𝜌

−𝜈𝑟𝑧(𝑟) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑠112
𝑠111

+

(︂
𝑀1 +𝑁1

𝑟2𝑖
𝜌2𝑟2

)︂
𝐴1,

1

𝜌
≤ 𝑟

𝑟𝑖
≤ 1

𝑠212
𝑠211

−
(︂
𝑀2

1

𝜌2
+𝑁2

𝑟2𝑖
𝑟2

)︂
𝐴1, 1 ≤ 𝑟

𝑟𝑖
≤ 𝜌

×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïî ýòèì ôîðìóëàì ñ èñïîëüçîâàíèåì çíà÷åíèé êîýôôèöèåí-

òîâ ïîäàòëèâîñòè èç [172, 175] ïîêàçàëè, ÷òî äåôîðìàöèîííîå âëèÿíèå îäíîãî ñëîÿ

äâóõñëîéíûõ òðóáîê íà äðóãîé èç-çà æåñòêîãî ñöåïëåíèÿ ñëîåâ íàñòîëüêî âåëèêî,

÷òî íå ìîæåò áûòü è ðå÷è î ïðèìåíåíèè ïðîñòûõ ¾ïðàâèë ñìåñåé¿ ïî îòíîøåíèþ ê

ýôôåêòèâíûì êîýôôèöèåíòàì Ïóàññîíà. Ðèñ.2.33 îòðàæàåò ñîñòîÿíèÿ ïîïåðå÷íûõ

ñå÷åíèé ðàñòÿãèâàåìûõ äâóõñëîéíûõ òðóáîê ñ 𝜌 = ℎ2/ℎ1 = 2 è âíåøíèì ñëîåì, çà-

ïîëíÿåìûì àóêñåòèêîì Sm0.75Tm0.25S ñ êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà −0.46 è ìîäóëåì

Þíãà 65.4 ÃÏà â èñõîäíîé îäíîñëîéíîé òðóáêå. Ïðè ýòîì, âíóòðåííèé ñëîé äâóõ-

ñëîéíûõ òðóáîê çàïîëíÿåòñÿ íåàóêñåòèêàìè èç Ca, Al, Ge èëè W ñ êîýôôèöèåíòàìè

Ïóàññîíà 0.4, 0.36, 0.27, 0.28 è ìîäóëÿìè Þíãà 9.62 ÃÏà, 62.5 ÃÏà, 102.8 ÃÏà, 408.2

ÃÏà â èñõîäíûõ îäíîñëîéíûõ òðóáêàõ. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, âëèÿíèå àóêñåòèêà

Sm0.75Tm0.25S, íàõîäÿùåãîñÿ âî âíåøíåì ñëîå, íàñòîëüêî âåëèêî, ÷òî ýôôåêòèâíûé

êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈𝜙𝑧(𝑟) îêàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì âî âñåì ñå÷åíèè òðóáêè

äëÿ èñõîäíûõ íåàóêñåòèêîâ Ca, Al, Ge ñ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèìè ìîäóëÿìè Þí-

ãà. Ïðè÷åì, ýòî âëèÿíèå îêàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèì â ñëó÷àå Ca, õàðàêòåðèçóþùèìñÿ

íàèìåíüøèì ìîäóëåìÞíãà (ñì. ðàñïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà 𝜈𝜙𝑧(𝑟)

ïî ñå÷åíèþ òðóáû). Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈𝜙𝑧(𝑟) äîñòèãàåò òîãäà íà âíóòðåííåé
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Ðèñ. 2.33: Ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈𝜙𝑧(𝑟) â ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèÿõ òðó-

áîê, âíåøíèå ñëîè êîòîðûõ çàïîëíåíû àóêñåòèêîì Sm0.75Tm0.25S, à âíóòðåííèå ñëîè

çàïîëíåíû íåàóêñåòèêàìè Ca, Al, Ge èëè W. Ñëîè äâóõñëîéíûõ òðóáîê ñ îòðèöà-

òåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà 𝜈𝜙𝑧(𝑟) îêðàøåíû ñåðûì öâåòîì.

ñòåíêå äâóõñëîéíîãî êîìïîçèòà îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå −1.56, êîòîðîå çíà÷èòåëüíî

íèæå èçâåñòíîé íèæíåé ãðàíèöû −1 äëÿ èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ. Â ñëó÷àå áîëåå

æåñòêîãî íåàóêñåòèêà W åãî âëèÿíèå ïðåâîñõîäèò âëèÿíèå àóêñåòèêà, òàê ÷òî êî-

ýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈𝜙𝑧(𝑟) îñòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì âî âíóòðåííåì ñëîå 2. Áîëåå

òîãî, ïîëîæèòåëüíûì ýòîò êîýôôèöèåíò îêàçûâàåòñÿ è â ÷àñòè âíåøíåãî ñëîÿ 1.

×åðåç âíåøíèé ñëîé ïðè 𝑟 = 1.29𝑟𝑖 ïðîõîäèò êðèâàÿ àóêñåòè÷íîñòè 𝜈𝜙𝑧(𝑟) = 0,

ðàçäåëÿþùàÿ çîíû îòðèöàòåëüíîãî è ïîëîæèòåëüíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà.

Ðèñ. 2.34: Õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧(𝑟) â ñå÷åíèè äâóõ-

ñëîéíîé òðóáêè ïðè çàïîëíåíèè àóêñåòèêîì Sm0.75Tm0.25S âíåøíåãî ñëîÿ è íåàóêñå-

òèêàìè Ca, Al, Ge èëè W âíóòðåííåãî ñëîÿ. Çîíà ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì

Ïóàññîíà îêðàøåíà ñåðûì.

×òî êàñàåòñÿ ðàäèàëüíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧(𝑟), òî ïðè òîì æå

âíåøíåì àóêñåòèêå è ïðè âñåõ âûøå îáñóæäàâøèõñÿ íåàóêñåòèêàõ âî âíóòðåííåì

ñëîå äåëåíèå íà ñ ïîëîæèòåëüíûì è îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà êà-
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÷åñòâåííî ñîâïàäàåò ñ äåëåíèåì íà ñëîè 1 è 2 (Ðèñ.2.34). Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå 1.73

äëÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà äîñòèãàåòñÿ íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè äâóõñëîéíîé

òðóáêè ñ êàëüöèåì âî âíóòðåííåì ñëîå 1. Òàêîå çíà÷åíèå ñóùåñòâåííî âûøå âåðõ-

íåé ãðàíèöû äëÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ. Âàæíîå ðàçëè-

÷èå äâóõ òèïîâ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈𝜙𝑧(𝑟) è 𝜈𝑟𝑧(𝑟) ñîñòîèò â íåïðåðûâíîñòè

ôóíêöèè 𝜈𝜙𝑧(𝑟) íà ãðàíèöå ðàçäåëà ìåæäó ñëîÿìè äâóõñëîéíûõ òðóáîê è ðàçðûâíî-

ñòè ôóíêöèè 𝜈𝑟𝑧(𝑟). Âòîðîé êîýôôèöèåíò ìîæåò èñïûòûâàòü áîëüøèå ñêà÷êè ïðè

𝑟 = 𝑟𝑖.

Ðèñ. 2.35: Èçìåíåíèå çîí ñ îòðèöàòåëüíûì ýôôåêòèâíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà

𝜈𝜙𝑧(𝑟) â äâóõñëîéíûõ òðóáàõ (îêðàøåíû ñåðûì) â çàâèñèìîñòè îò çàïîëíåíèÿ âíåø-

íåãî ñëîÿ ðàçëè÷íûìè íåàóêñåòèêàìè Ca, Al, Ge, W ïðè çàïîëíåíèè âíóòðåííåãî

ñëîÿ àóêñåòèêîì Sm0.75Tm0.25S.

Ðåçêî ìåíÿåòñÿ êàðòèíà ðàñïðåäåëåíèÿ çíàêà ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà

Ïóàññîíà 𝜈𝜙𝑧(𝑟)ïî ñå÷åíèþ äâóõñëîéíûõ òðóáîê â ñëó÷àå çàïîëíåíèÿ íåàóêñåòèêàìè

âíåøíåãî ñëîÿ è àóêñåòèêîì Sm0.75Tm0.25S âíóòðåííåãî ñëîÿ ïðè ïðåæíåì îòíîøå-

íèè òîëùèí ñëîåâ 𝜌 = ℎ2/ℎ1 = 2. Òåïåðü âî âíåøíåé ÷àñòè äâóõñëîéíûõ òðóáîê

êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà âñåãäà ïîëîæèòåëåí, à çîíà îòðèöàòåëüíîãî êîýôôèöèåíòà

(çàòåíåíà íà ðèñóíêå) óìåíüøàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ñ óâåëè÷åíèåì ìîäóëÿ Þíãà ó

íåàóêñåòèêîâ Ca, Al, Ge (Ðèñ.2.35). Áîëåå òîãî, â ñëó÷àå ñàìîãî æåñòêîãî èç ÷åòûðåõ

îáñóæäàåìûõ íåàóêñåòèêîâ (W) êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈𝜙𝑧(𝑟) îêàçûâàåòñÿ ïîëîæè-

òåëüíûì âî âñåì ñå÷åíèè äâóõñëîéíîé òðóáêè íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî âíóòðåííèé ñëîé

ïåðâîíà÷àëüíî çàïîëíÿëñÿ àóêñåòèêîì.

Ðèñ. 2.36: Èçìåíåíèå ãðàíèöû çîíû îòðèöàòåëüíîãî ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà

Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧(𝑟) (çîíà îêðàøåíà ñåðûì) ïðè ñìåíå íåàóêñåòèêîâ Ca, Al, Ge, W âî

âíåøíåì ñëîå.

Ýôôåêòèâíûé ðàäèàëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧(𝑟) ïðè çàïîëíåíèè
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âíåøíåãî ñëîÿ äâóõñëîéíîé òðóáêè êàêèì-ëèáî èç òðåõ íåàóêñåòèêîâ Ca, Al,

Ge è âíóòðåííåãî ñëîÿ èñõîäíûì àóêñåòèêîì Sm0.75Tm0.25S îêàçûâàåòñÿ îòðèöà-

òåëüíûì âî âíóòðåííåì ñëîå 1 è ïîëîæèòåëüíûì âî âíåøíåì ñëîå 2 (Ðèñ.2.36). Â

ñëó÷àå çàïîëíåíèÿ ñëîÿ 2 ãîðàçäî áîëåå æåñòêèì íåàóêñåòèêîì W ýôôåêòèâíûé

êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧(𝑟) îêàçûâàåòñÿ íå òîëüêî ïîëîæèòåëüíûì â ýòîì ñëîå,

íî è ìåíÿåò çíàê âî âíóòðåííåì ñëîå 1 èç-çà ñèëüíîãî íåàóêñåòè÷åñêîãî âëèÿíèÿ W

(Ðèñ.2.36).

Ðèñ. 2.37: Ðàñïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈𝜙𝑧(𝑟) è 𝜈𝑟𝑧(𝑟) â

äâóõñëîéíîì òðóá÷àòîì êîìïîçèòå-àóêñåòèêå Ca-Eu0.2Ba0.8S, îáðàçîâàííîì ïàðîé

íåàóêñåòèêîâ ïðè îòíîøåíèè òîëùèí ñëîåâ 𝜌 = 2.

Ïðåäûäóùèå ïðèìåðû êàñàëèñü àóêñåòè÷åñêèõ äâóõñëîéíûõ òðóáîê, îáðàçî-

âàííûõ èç àóêñåòèêîâ è íåàóêñåòèêîâ. Îäíàêî, îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàñ-

ñîíà îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì è ïðè çàïîëíåíèè îáîèõ ñëîåâ äâóõñëîéíîé òðóáêè

íåàóêñåòèêàìè! Â ñëó÷àå îòäåëüíîé íåàóêñåòè÷åñêîé òðóáêè èç Eu0.2Ba0.8S, êîòîðàÿ

õàðàêòåðèçóåòñÿ î÷åíü ìàëûì ïîëîæèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà (𝜈 = 0.03,

𝐸0 = 114.9 ÃÏà), â ñóììå ñ íåêîòîðûìè äðóãèìè íåàóêñåòèêàìè ýòî èìååò ìå-

ñòî. Íàïðèìåð, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈𝜙𝑧(𝑟) â ÷àñòè âíóòðåííåãî ñëîÿ 1 òðóáêè-

êîìïîçèòà Ca-Eu0.2Ba0.8S ïðè çàïîëíåíèè ñëîÿ 1 êàëüöèåì îêàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëü-

íûì (Ðèñ.2.37). Â òî æå âðåìÿ êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧(𝑟) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè

ïðèáëèæåíèè ê âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè äâóõñëîéíîé òðóáêè. Äðóãàÿ ïàðà òðóáîê-
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Ðèñ. 2.38: Ðàñïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈𝜙𝑧(𝑟) è 𝜈𝑟𝑧(𝑟) â

äâóõñëîéíîì òðóá÷àòîì êîìïîçèòå-àóêñåòèêå Ca-W, îáðàçîâàííîì ïàðîé íåàóêñå-

òèêîâ ïðè îòíîøåíèè òîëùèí ñëîåâ 𝜌 = 6.

íåàóêñåòèêîâ èç êàëüöèÿ è âîëüôðàìà ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèìè èñõîäíûìè êîýô-

ôèöèåíòàìè Ïóàññîíà (𝜈 = 0.4, 𝜈 = 0.28) îáðàçóåò òðóáêó-êîìïîçèò Ca-W. Ýòà

äâóõñëîéíàÿ òðóáêà ñ êàëüöèåì âî âíóòðåííåì ñëîå ïðè îòíîøåíèè òîëùèí ñëî-

åâ 𝜌 = ℎ2/ℎ1 = 6 õàðàêòåðèçóåòñÿ â îêðåñòíîñòè âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè îòðèöà-

òåëüíûì ýôôåêòèâíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà 𝜈𝜙𝑧(𝑟) ïðè 𝑟 < 1.26𝑟0 (Ðèñ.2.38).

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ äëÿ òðóáêè-êîìïîçèòà Ca-Mo ñ äðóãèì ñ òà-

êèì æå æåñòêèì íåàóêñåòèêîì Mo âî âíåøíåì ñëîå 2 ïðè îòíîøåíèè òîëùèí ñëîåâ

𝜌 = ℎ2/ℎ1 = 6. Ðèñ.2.39 îòðàæàåò åùå îäèí ïðèìåð àóêñåòè÷åñêîé äâóõñëîéíîé

òðóáêè, ñîñòàâëåííîé èç ïàðû íåàóêñåòè÷åñêèõ èñõîäíûõ îäíîñëîéíûõ òðóáîê ñ Li

è Cr ïðè îòíîøåíèè òîëùèí ñëîåâ 𝜌 = ℎ2/ℎ1 = 2. Îäíîñëîéíàÿ òðóáêà èç Li õàðàê-

òåðèçóåòñÿ ìåíüøèì ìîäóëåì Þíãà 3.67 ÃÏà è áîëüøèì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà

0.46. Èñõîäíàÿ òðóáêà èç Cr èìååò ïðèìåðíî â äåñÿòü ðàç áîëüøèé ìîäóëü Þíãà

32.8 ÃÏà è ïðèìåðíî â òðè ðàçà ìåíüøèé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 0.16. Â èòîãå ïðè

𝜌 = ℎ2/ℎ1 = 2 êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈𝜙𝑧(𝑟) äâóõñëîéíîé òðóáêè Li-Cr, êàê âèäíî

èç Ðèñ.2.39, ìåíÿåò çíàê âî âíóòðåííåì ñëîå, çàïîëíåííîì ëèòèåì. Ïðàêòè÷åñêè

òàêîé æå âèä õàðàêòåðåí äëÿ äâóõñëîéíîé òðóáêè èç AlNi (60%atNi) âî âíóòðåííåì

ñëîå è õðîìà âî âíåøíåì.
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Ðèñ. 2.39: Ðàñïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈𝜙𝑧(𝑟) è 𝜈𝑟𝑧(𝑟) â

äâóõñëîéíîì òðóá÷àòîì êîìïîçèòå-àóêñåòèêå Li-Cr, îáðàçîâàííîì ïàðîé íåàóêñåòè-

êîâ ïðè îòíîøåíèè òîëùèí ñëîåâ 𝜌 = 2.

Ðèñ. 2.40: Èçìåíåíèå ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà âî âíóòðåííåì ñëîå

òðóáêè 𝜈1𝜙𝑧(𝑟) ñ èçìåíåíèåì îòíîøåíèÿ òîëùèí ñëîåâ 𝜌 = ℎ2/ℎ1 è áåçðàçìåðíîé êî-

îðäèíàòû 𝑟/𝑟𝑖 äëÿ êîìïîçèòà íåàóêñåòèê-àóêñåòèê Ca-Sm0.75Tm0.25S (à) è êîìïîçèòà

íåàóêñåòèê-íåàóêñåòèê Li-Cr (á).



ГЛАВА 2. НАНО/МИКРОТРУБКИ ИЗ КРИСТАЛЛОВ 206

Ñèëüíîå âëèÿíèå íà çíàê êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà äâóõñëîéíûõ òðóáîê îêà-

çûâàåò ñîîòíîøåíèå òîëùèí ñîñòàâëÿþùèõ ñëîåâ. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ñ

îòíîøåíèåì 𝜌 = ℎ2/ℎ1, èçìåíÿþùèìñÿ îò 1 äî 10. ×èñëåííûé ðåçóëüòàò äëÿ êîìïî-

çèòà Ca-Sm0.75Tm0.25S ñ àóêñåòèêîì Sm0.75Tm0.25S âî âíåøíåì ñëîå 2 è íåàóêñåòèêîì

Ca âî âíóòðåííåì ïðåäñòàâëåí íà Ðèñ.2.40. Ðèñóíîê îòðàæàåò çàâèñèìîñòü ýôôåê-

òèâíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈1𝜙𝑧(𝑟) îò áåçðàçìåðíîé ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû

𝑟/𝑟𝑖 è îòíîøåíèÿ òîëùèí ñëîåâ 𝜌 âî âíóòðåííåì ñëîå. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïðè âñåõ

îòíîøåíèÿõ òîëùèí 1 < 𝜌 < 10 òàêîé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà îòðèöàòåëåí è ðàñòåò

ïî âåëè÷èíå ñ ðîñòîì 𝜌. Ïðè 𝜌 ≈ 10 îí äîñòèãàåò ≈ −3.5. Ýòî áîëüøå ÷åì â òðè

ðàçà ïðåâîñõîäèò ïî âåëè÷èíå ìèíèìàëüíîå òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåí-

òà Ïóàññîíà −1 äëÿ èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ, è ïî÷òè â âîñåìü ðàç êîýôôèöèåíò

Ïóàññîíà èñõîäíîãî àóêñåòèêà Sm0.75Tm0.25S.

Ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ïîâåäåíèå äâóõñëîéíûõ òðóáîê îêàçûâàåò íàðÿäó

ñ îòíîøåíèåì ìîäóëåé Þíãà ñîñòàâëÿþùèõ êðèñòàëëîâ îòíîøåíèå òîëùèí ñëîåâ

òðóáîê. Ïðèìåðû êîìïîçèòà íåàóêñåòèê-àóêñåòèê Ca-Sm0.75Tm0.25S è êîìïîçèòà èç

íåàóêñåòèêîâ Li-Cr îòðàæåíû íà Ðèñ.2.40. Ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ çäåñü èëëþñòðàöè-

åé çàâèñèìîñòåé ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà âî âíóòðåííåì ñëîå 𝜈1𝜙𝑧(𝑟)

îò îòíîøåíèÿ òîëùèí ñëîåâ 𝜌 = ℎ2/ℎ1 â èíòåðâàëå 1 ≤ 𝜌 ≤ 10 è áåçðàçìåðíîé

ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû 𝑟/𝑟𝑖 â èíòåðâàëå 1/10 ≤ 𝑟/𝑟𝑖 ≤ 1. Òàêîé êîýôôèöèåíò ó

êîìïîçèòà Ca-Sm0.75Tm0.25S ÿâëÿåòñÿ âñåãäà îòðèöàòåëüíûì, óáûâàåò ñ ðîñòîì 𝜌 è

äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ −3.44 ïðè 𝜌 = 10 ó âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè ïîëîé òðóáêè. Ýòî

áîëüøå ÷åì â òðè ðàçà ïðåâîñõîäèò ïî âåëè÷èíå ìèíèìàëüíîå òåîðåòè÷åñêîå çíà-

÷åíèå êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà äëÿ èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ, è ïî÷òè â âîñåìü ðàç

êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà èñõîäíîãî àóêñåòèêà Sm0.75Tm0.25S. Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà

ó êîìïîçèòà èç äâóõ íåàóêñåòèêîâ Li è Cr òàêæå áûñòðî äîñòèãàåò áîëüøîãî îòðè-

öàòåëüíîãî çíà÷åíèÿ −2.85 ïðè 𝜌 = 10 ó âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè òðóáêè. Òàêîå

ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå 𝜈1𝜙𝑧(𝑟) òàêæå ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäèò ìèíèìàëüíûé êîýô-

ôèöèåíò Ïóàññîíà äëÿ îäíîðîäíûõ èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ −1. Êàðòèíà èçìåíåíèÿ

ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà 𝜈1𝜙𝑧(𝑟) äëÿ äâóõ îáñóæäàåìûõ ðàçëè÷íûõ òèïîâ êîì-

ïîçèòîâ îêàçûâàåòñÿ íåîæèäàííî ïîõîæåé (Ðèñ.2.40).

2.10. Эффект Пойнтинга для цилиндрически - ани-

зотропных нано/микротрубок [31–33,36–38]

Áîëåå ñòà ëåò íàçàä Äæîí Ãåíðè Ïîéíòèíã ýêñïåðèìåíòàëüíî îáíàðóæèë, ÷òî

ïðè çàêðó÷èâàíèè ñòàëüíûõ, ìåäíûõ è ëàòóííûõ ïðîâîëîê ïðîèñõîäèò èõ óäëèíå-

íèå [162]. Ïðè ýòîì óäëèíåíèå áûëî ïðîïîðöèîíàëüíûì êâàäðàòó óãëà êðó÷åíèÿ.

Ïîäîáíûé òèï çàâèñèìîñòè, êàê îêàçàëîñü [164], ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ íåëèíåéíîé

èçîòðîïíîé óïðóãîñòè. Â ñëó÷àå ëèíåéíîé àíèçîòðîïíîé óïðóãîñòè âîçìîæåí àíàëî-

ãè÷íûé ëèíåéíûé ýôôåêò Ïîéíòèíãà. Íèæå ëèíåéíûé ïðÿìîé è îáðàòíûé ýôôåêò
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Ïîéíòèíãà äåòàëüíî îïèñàí äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ, è

áîëåå êðàòêî èçëîæåí äëÿ äðóãèõ òèïîâ êðèñòàëëîâ.

2.10.1. От кубических кристаллов с прямолинейной упругой
анизотропией к нано/микротрубкам с криволинейной
анизотропией

Óïðóãèå ñâîéñòâà àíèçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ ìîæíî

õàðàêòåðèçîâàòü òåíçîðîì ÷åòâåðòîãî ðàíãà êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè 𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙, ñâÿ-

çûâàþùèì òåíçîð äåôîðìàöèé ñ òåíçîðîì íàïðÿæåíèé ñîãëàñíî ëèíåéíîìó çàêîíó

Ãóêà

𝜀𝑖𝑗 = 𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙𝜎𝑘𝑙.

Âìåñòî òàêîé òåíçîðíîé çàïèñè â òðåõìåðíûõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ÷àñòî

èñïîëüçóþò ýêâèâàëåíòíóþ 6-ìåðíóþ ìàòðè÷íóþ çàïèñü ñ ìàòðè÷íûìè êîýôôèöè-

åíòàìè ïîäàòëèâîñòè 𝑠𝑚𝑛. Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî íåçàâèñèìûõ òàêèõ êîýôôèöèåíòîâ

ñîñòàâëÿåò òðè äëÿ êðèñòàëëîâ êóáè÷åñêîé ñèñòåìû.

Äëÿ êðèñòàëëîâ êóáè÷åñêîé ñèñòåìû ïðè âûáîðå äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîð-

äèíàò ñ îñÿìè, ñîâïàäàþùèìè ñ îñÿìè ñèììåòðèè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, òðåìÿ íåçà-

âèñèìûìè êîýôôèöèåíòàìè ïîäàòëèâîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü 𝑠1111, 𝑠1122, 𝑠1212, êîòîðûì

ñîîòâåòñòâóåò ìàòðè÷íàÿ çàïèñü [171]

‖𝑠𝑚𝑛‖ ≡

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑠11 𝑠12 𝑠12 0 0 0

𝑠12 𝑠11 𝑠12 0 0 0

𝑠12 𝑠12 𝑠11 0 0 0

0 0 0 𝑠66 0 0

0 0 0 0 𝑠66 0

0 0 0 0 0 𝑠66

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Â ñèëó òåíçîðíîãî õàðàêòåðà 𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙 ïðè ïîâîðîòå íà óãîë 𝜒 âîêðóã îñè 3 ýòè

êîìïîíåíòû â ïîâåðíóòîé øòðèõîâàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïîëó÷àþòñÿ èç èñõîä-

íûõ ñ ïîìîùüþ 3×3 ìàòðèöû ïîâîðîòà (𝑙𝑖𝑗)

𝑠′𝛼𝛽𝜇𝜈 = 𝑙𝛼𝑖𝑙𝛽𝑗𝑙𝜇𝑘𝑙𝜈𝑙𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙,

‖𝑙𝑖𝑗‖ ≡

⎛⎜⎝ cos𝜒 sin𝜒 0

− sin𝜒 cos𝜒 0

0 0 1

⎞⎟⎠ .

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè ‖𝑠𝑖𝑗‖ ïðåîáðàçóåòñÿ ïðè

ýòîì ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé äðóãîé ìàòðèöû 6×6 ‖𝑞𝑖𝑗‖, ñâÿçàííîé ñ ìàòðèöåé ïîâî-
ðîòà [161],



ГЛАВА 2. НАНО/МИКРОТРУБКИ ИЗ КРИСТАЛЛОВ 208

𝑠′𝑖𝑗 = 𝑞𝑖𝛼𝑞𝑗𝛽𝑠𝛼𝛽

è ïðèíèìàåò âèä

⃦⃦
𝑠′𝑖𝑗
⃦⃦

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑠′11 𝑠′12 𝑠′13 0 0 𝑠′16
𝑠′12 𝑠′11 𝑠′13 0 0 −𝑠′16
𝑠′13 𝑠′13 𝑠′33 0 0 0

0 0 0 𝑠′44 0 0

0 0 0 0 𝑠′44 0

𝑠′16 −𝑠′16 0 0 0 𝑠′66

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (2.67)

Çäåñü, øòðèõîâàííûå êîýôôèöèåíòû ïîäàòëèâîñòè 𝑠′𝑖𝑗 ñëåäóþùèì îáðàçîì çàâèñÿò

îò óãëà ïîâîðîòà 𝜒

𝑠′11 = 𝑠11 − 0.5∆ sin2 2𝜒, 𝑠′12 = 𝑠12 + 0.5∆ sin2 2𝜒,

𝑠′16 = −0.5∆ sin 4𝜒, 𝑠′66 = 𝑠66 + 2∆ sin2 2𝜒,

𝑠′13 = 𝑠12, 𝑠′33 = 𝑠11, 𝑠′44 = 𝑠66.

(2.68)

Ðàçìåðíàÿ êîìáèíàöèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè ∆ ≡ 𝑠11 − 𝑠12 − 0.5𝑠66
èçâåñòíà êàê ïàðàìåòð àíèçîòðîïèè. Èç ýòèõ ôîðìóë âèäíà ïåðèîäè÷íîñòü êîýô-

ôèöèåíòîâ 𝑠′11, 𝑠
′
12, 𝑠

′
16, 𝑠

′
66 ïî 𝜒 ñ ïåðèîäîì 𝜋/2. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî øòðèõîâàííûå

êîýôôèöèåíòû ïîäàòëèâîñòè 𝑠′11, 𝑠
′
12, 𝑠

′
66 ÿâëÿþòñÿ ÷åòíûìè ôóíêöèÿìè óãëà ïîâî-

ðîòà, à êîýôôèöèåíò 𝑠′16 ìåíÿåò çíàê ïðè çàìåíå 𝜒 → −𝜒 è â îêðåñòíîñòè òî÷êè

𝜋/4.

Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ èäåàëèçèðîâàííûì ïðåäñòàâëåíèåì î ñîîòâåòñòâèè ïðÿ-

ìîëèíåéíî - àíèçîòðîïíîé óïðóãîñòè ïëàñòèíêè è êðèâîëèíåéíî - àíèçîòðîïíîé

óïðóãîñòè îáðàçîâàííîé èç íåå íàíî/ìèêðîòðóáêè. Ïîëàãàåì, ÷òî íîðìàëü ê îñ-

íîâíîé ïëîñêîñòè ïëàñòèíû ñîâïàäàåò ñ êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîé îñüþ êóáè÷åñêîãî

êðèñòàëëà (îñüþ 3), à íîðìàëè ê äâóì áîêîâûì ïëîñêîñòÿì îòëè÷àþòñÿ îò êðè-

ñòàëëîãðàôè÷åñêèõ îñåé èç-çà ïîâîðîòà íà óãîë 𝜒 âîêðóã îñè 3. Òîãäà ïðè ñî-

îòâåòñòâèè ìåæäó ïîâåðíóòûì (øòðèõîâàííûì) áàçèñîì ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòè-

êè è ëîêàëüíûì öèëèíäðè÷åñêèì áàçèñîì òðóáêè ìîæíî çàïèñàòü çàêîí Ãóêà äëÿ

öèëèíäðè÷åñêè-àíèçîòðîïíîé íàíî/ìèêðîòðóáêè â âèäå

𝑢𝑧𝑧 = 𝑠′11𝜎𝑧𝑧 + 𝑠′12𝜎𝜙𝜙 + 𝑠′13𝜎𝑟𝑟 − 𝑠′16𝜎𝜙𝑧,

𝑢𝜙𝜙 = 𝑠′12𝜎𝑧𝑧 + 𝑠′11𝜎𝜙𝜙 + 𝑠′13𝜎𝑟𝑟 + 𝑠′16𝜎𝜙𝑧,

𝑢𝑟𝑟 = 𝑠′13𝜎𝑧𝑧 + 𝑠′13𝜎𝜙𝜙 + 𝑠′33𝜎𝑟𝑟,

2𝑢𝜙𝑧 = 𝑠′16(𝜎𝜙𝜙 − 𝜎𝑧𝑧) + 𝑠′66𝜎𝜙𝑧, 2𝑢𝑟𝑧 = 𝑠′44𝜎𝑟𝑧, 2𝑢𝑟𝜙 = 𝑠′44𝜎𝑟𝜙.

Âàæíàÿ îñîáåííîñòü ïîäîáíîé óïðóãîñòè â òîì, ÷òî ìåæäó íàïðàâëåíèåì îñè

òðóáêè è êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîé îñüþ èìååòñÿ óãîë 𝜒, èìåíóåìûé óãëîì õèðàëü-

íîñòè. Ýòîìó îáÿçàíà øòðèõîâêà êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè 𝑠′𝑖𝑗. Â ñèëó âûøå-
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óïîìÿíóòîãî ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà áóäåò îòñóòñòâîâàòü ïðÿìàÿ ñâÿçü õèðàëüíîñòè

ìíîãîñëîéíûõ è îäíîñëîéíûõ íàíîòðóáîê. Ïîñëåäíèå òðåáóþò ìîëåêóëÿðíîãî îïè-

ñàíèÿ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ðàñòÿæåíèè è êðó÷åíèè ïîëûõ öèëèíäðè÷åñêè - àíè-

çîòðîïíûõ íàíî/ìèêðîòðóáîê â îòñóòñòâèè íàïðÿæåíèé íà áîêîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ

ïîä äåéñòâèåì èíòåãðàëüíîé ñèëû è èíòåãðàëüíîãî ìîìåíòà, ïðèëîæåííûõ ê îñíî-

âàíèÿì òðóáîê

𝜎𝑟𝑖|𝑟=𝑟0 = 0, 𝜎𝑟𝑖|𝑟=𝑅0
= 0,∫︁

𝜎𝑧𝑧(𝑟)𝑑𝑆 = 𝑃𝑆,

∫︁
𝜎𝜙𝑧(𝑟)𝑟𝑑𝑆 = 𝑀.

Ðåøàåì çàäà÷ó ïîëóîáðàòíûì ìåòîäîì Ñåí-Âåíàíà. Ïðåäïîëàãàåì ðåøåíèå

îñåñèììåòðè÷íûì ðàäèàëüíî-íåîäíîðîäíûì. Òîãäà óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ âìåñòå ñ

êðàåâûìè óñëîâèÿìè íà áîêîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ òðóáîê ïðèâîäÿò ê ðàâåíñòâó íóëþ

äâóõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé 𝜎𝑟𝑧(𝑟), 𝜎𝑟𝜙(𝑟), è ñîîòíîøåíèÿ çàêîíà Ãóêà íåñêîëüêî

óïðîùàþòñÿ. Òðè íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèÿ 𝜎𝑟𝑟(𝑟), 𝜎𝜙𝜙(𝑟), 𝜎𝑧𝑧(𝑟) è îäíî êàñàòåëü-

íîå íàïðÿæåíèå 𝜎𝜙𝑧(𝑟) îáåñïå÷èâàþò ðàäèàëüíî-íåîäíîðîäíûå äåôîðìàöèè 𝑢𝑟𝑟(𝑟),

𝑢𝜙𝜙(𝑟), 𝑢𝑧𝑧(𝑟), 𝑢𝜙𝑧(𝑟). Òàêèå äåôîðìàöèè äàþò îäíîçíà÷íîå ïîëå ñìåùåíèé ïðè âû-

ïîëíåíèè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé (áîëåå äåòàëüíûé âûâîä ñìîòðè â ðàçäåëå

2.2)

𝑢𝑟𝑟(𝑟) =
𝑑

𝑑𝑟
[𝑟𝑢𝜙𝜙(𝑟)], 𝑢𝑧𝑧(𝑟) = 𝜀, 2𝑢𝜙𝑧(𝑟) = 𝜏𝑟,

𝜀 = const, 𝜏 = const.

Ïîëüçóÿñü ýòèìè îãðàíè÷åíèÿìè, ñîîòíîøåíèÿìè çàêîíà Ãóêà è óðàâíåíè-

ÿìè ðàâíîâåñèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ íîðìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ 𝜎𝑟𝑟(𝑟) óðàâíåíèå

âòîðîãî ïîðÿäêà

𝑎0
𝑑

𝑑𝑟

[︂
𝑟
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝜎𝑟𝑟)

]︂
+ 𝑎1𝜎𝑟𝑟 + 𝑎2𝜀+ 𝑎3𝑟𝜏 = 0,

𝑎0 ≡ (𝑠′11 + 𝑠′12)(𝑠
′
11𝑠

′
66 − 𝑠′12𝑠

′
66 − 2(𝑠′16)

2),

𝑎1 ≡ 𝑠′66(𝑠
′
13)

2 − 𝑠′11𝑠
′
33𝑠

′
66 + 𝑠′33(𝑠

′
16)

2, (2.69)

𝑎2 ≡ 𝑠′66𝑠
′
12 − 𝑠′13𝑠

′
66 + (𝑠′16)

2, 𝑎3 ≡ 𝑠′16(2𝑠
′
11 + 2𝑠′12 − 𝑠′13).

Ðåøàÿ ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå óäàåòñÿ íàéòè âèä êîìïîíåíò íàïðÿæå-

íèé. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ èíòåãðèðîâàíèé ïî ñå÷åíèþ íàíî/ìèêðîòðóáîê ïðèõîäèì

ê ñëåäóþùèì ñâÿçÿì óäåëüíîé ðàñòÿãèâàþùåé ñèëû 𝑃 è êðóòÿùåãî ìîìåíòà 𝑀 ñ

ïàðàìåòðàìè 𝜀, 𝜏 (︃
𝑃

𝑀

)︃
=

(︃
𝑚11 𝑚12

𝑚21 𝑚22

)︃(︃
𝜀

𝜏𝑟0

)︃
(2.70)
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Çäåñü äëÿ êîýôôèöèåíòíûõ ôóíêöèé 𝑚𝑖𝑗 ïîëó÷àþòñÿ âûðàæåíèÿ

𝑚11 =
2

(𝜌2 − 1)Σ0

[︂(︂
𝑠′66 +

𝑎2𝛼1

𝑎0 + 𝑎1

)︂
𝜌2 − 1

2
−

− 𝑎2𝛼𝑘
𝑎0 + 𝑎1

𝜌−𝜆− − 1

𝜌𝜆+−𝜆− − 1

𝜌𝜆++2 − 1

𝜆+ + 2
− 𝑎2𝛼−𝑘

𝑎0 + 𝑎1

𝜌−𝜆+ − 1

𝜌𝜆−−𝜆+ − 1

𝜌𝜆−+2 − 1

𝜆− + 2

]︂
,

𝑚12 =
2

(𝜌2 − 1)Σ0

[︂(︂
𝑠′16 +

𝑎3𝛼2

4𝑎0 + 𝑎1

)︂
𝜌3 − 1

3
−

− 𝑎3𝛼𝑘
4𝑎0 + 𝑎1

𝜌1−𝜆− − 1

𝜌𝜆+−𝜆− − 1

𝜌𝜆++2 − 1

𝜆+ + 2
− 𝑎3𝛼−𝑘

4𝑎0 + 𝑎1

𝜌1−𝜆+ − 1

𝜌𝜆−−𝜆+ − 1

𝜌𝜆−+2 − 1

𝜆− + 2

]︂
,

𝑚21 =
2𝜋𝑟30
Σ0

𝑠′16

[︂(︂
1 +

𝑎2𝛽1
𝑎0 + 𝑎1

)︂
𝜌3 − 1

3
−

− 𝑎2𝛽𝑘
𝑎0 + 𝑎1

𝜌−𝜆− − 1

𝜌𝜆+−𝜆− − 1

𝜌𝜆++3 − 1

𝜆+ + 3
− 𝑎2𝛽−𝑘
𝑎0 + 𝑎1

𝜌−𝜆+ − 1

𝜌𝜆−−𝜆+ − 1

𝜌𝜆−+3 − 1

𝜆− + 3

]︂
,

𝑚22 =
2𝜋𝑟30
Σ0

[︂(︂
𝑠′11 +

𝑎3𝛽2
4𝑎0 + 𝑎1

𝑠′16

)︂
𝜌4 − 1

4
−

−𝑠′16
(︂

𝑎3𝛽𝑘
4𝑎0 + 𝑎1

𝜌1−𝜆− − 1

𝜌𝜆+−𝜆− − 1

𝜌𝜆++3 − 1

𝜆+ + 3
+

𝑎3𝛽−𝑘
4𝑎0 + 𝑎1

𝜌1−𝜆+ − 1

𝜌𝜆−−𝜆+ − 1

𝜌𝜆−+3 − 1

𝜆− + 3

)︂]︂
,

Σ0 ≡ 𝑠′11𝑠
′
66 − (𝑠′16)

2, 𝜆± = −1 ± 𝑘, 𝑘 ≡
√︀

−𝑎1/𝑎0
𝛼𝑞 ≡ 𝑠′13𝑠

′
66 + 𝑞(𝑠′12𝑠

′
66 + (𝑠′16)

2), 𝛽𝑞 ≡ 𝑠′13 + 𝑞(𝑠′12 + 𝑠′11)

(𝑞 = 1, 2,±𝑘).

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðîäîëüíîãî ðàñòÿæåíèÿ íàíî/ìèêðîòðóáêè ïîä äåéñòâèåì

óäåëüíîé ñèëû 𝑃 â îòñóòñòâèå êðóòÿùåãî ìîìåíòà (𝑀 = 0) îòñþäà ñëåäóåò äëÿ

ìîäóëÿ Þíãà 𝐸 = 𝑃/𝜀 è óãëà êðó÷åíèÿ 𝜏

𝐸 =
det ‖𝑚𝑖𝑗‖
𝑚22

, 𝜏𝑟0 = Λ𝜀, Λ ≡ −𝑚21

𝑚22

. (2.71)

Òàêèì îáðàçîì, äàæå â îòñóòñòâèå êðóòÿùåãî ìîìåíòà ðàñòÿæåíèå íàíî/ìèê-

ðîòðóáêè èç êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ âûçûâàåò åå çàêðó÷èâàíèå (îáðàòíûé ýôôåêò

Ïîéíòèíãà).

Â îáðàòíîé ñèòóàöèè äåéñòâèÿ êðóòÿùåãî ìîìåíòà 𝑀 â îòñóòñòâèå ðàñòÿ-

ãèâàþùåãî óñèëèÿ (𝑃 = 0) ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå äëèíû íàíî/ìèêðîòðóáêè. Äëÿ

êðóòèëüíîé æåñòêîñòè 𝐶 = 𝑀/𝜏 è îòíîñèòåëüíîãî óäëèíåíèÿ 𝜀 èìååì

𝐶 =
det ‖𝑚𝑖𝑗‖
𝑚11

, 𝜀 = Γ𝜏𝑟0, Γ ≡ −𝑚12

𝑚11

. (2.72)

Òàêèìè ñîîòíîøåíèÿìè îïèñûâàåòñÿ ïðÿìîé ýôôåêò Ïîéíòèíãà, äëÿ êîòîðî-

ãî õàðàêòåðíî èçìåíåíèå äëèíû ïðè êðó÷åíèè â îòñóòñòâèå ðàñòÿãèâàþùèõ óñèëèé.

Îòìåòèì, ÷òî èç óêàçàííûõ îáùèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ìîäóëÿ Þíãà è êðó-

òèëüíîé æåñòêîñòè ïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíàÿ ñâÿçü ìåæäó íèìè ñëåäóþùåãî âèäà
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𝑚11𝐶 = 𝑚22𝐸

Êîýôôèöèåíò ýòîé ñâÿçè 𝑚22/𝑚11 íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé. Îí çàâèñèò îò

óïðóãèõ êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè 𝑠𝑖𝑗, óãëà õèðàëüíîñòè 𝜒, è âíåøíåãî è âíóò-

ðåííåãî ðàäèóñîâ íàíî/ìèêðîòðóáêè.

Ðèñ. 2.41: Ñðàâíåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ïîéíòèíãà Γ è Λ c èçìåíåíèåì óãëà õè-

ðàëüíîñòè 𝜒 è ïàðàìåòðà òîëùèíû 𝜌 äëÿ ñêðó÷èâàåìûõ è ðàñòÿãèâàåìûõ íà-

íî/ìèêðîòðóáîê èç êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ Al (à è á) è Cr (â è ã).

Â ïðåäåëå íóëåâîãî óãëà õèðàëüíîñòè è ïðè 𝜒 = 𝜋/4 èñ÷åçàåò îäèí øòðèõî-

âàííûé êîýôôèöèåíò ïîäàòëèâîñòè 𝑠′16 è êîýôôèöèåíò 𝑎3, ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèëó

ýòîãî íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû 𝑚12 è 𝑚21 âûøåïðèâåäåííîé ìàòðèöû ïðîïàäàþò,

à äèàãîíàëüíûå𝑚11,𝑚22 â íóëü íå îáðàùàþòñÿ. Â èòîãå ïðè íóëåâîì óãëå õèðàëüíî-

ñòè è ïðè 𝜒 = 𝜋/4 èìååì Γ = 0 è Λ = 0, ò.å. èñ÷åçàþò ïðÿìîé è îáðàòíûé ýôôåêòû

Ïîéíòèíãà. Êðîìå òîãî, â ñîîòâåòñòâèè ñ ÷åòíîñòüþ çàâèñèìîñòåé êîýôôèöèåíòîâ

𝑠′11, 𝑠
′
12, 𝑠

′
13, 𝑠

′
33, 𝑠

′
66, 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝛼𝑞, 𝛽𝑞, 𝜆±, 𝑘 è íå÷åòíîñòüþ çàâèñèìîñòåé 𝑠′16, 𝑎3 îò

óãëà õèðàëüíîñòè íàíî/ìèêðîòðóáîê çàâèñèìîñòü íåäèàãîíàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ
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𝑚12, 𝑚21 îêàçûâàåòñÿ íå÷åòíîé, à çàâèñèìîñòü äèàãîíàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ 𝑚11,

𝑚22 ÷åòíîé ôóíêöèåé óãëà 𝜒. Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìîé è îáðàòíûé ýôôåêòû Ïîéí-

òèíãà (Γ, Λ) äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ìåíÿþò çíàê ïðè

èçìåíåíèè çíàêà óãëà õèðàëüíîñòè. Íà Ðèñ.2.41 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå èçìåíåíèé

êîýôôèöèåíòîâ Γ è Λ ñ èçìåíåíèåì óãëà õèðàëüíîñòè 𝜒 è áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåò-

ðà òîëùèíû òðóáêè 𝜌 íà ïðèìåðå íàíî/ìèêðîòðóáîê èç êðèñòàëëîâ Al è Cr. Ïðè

ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè óãëà õèðàëüíîñòè âåëè÷èíà êîýôôèöèåíòà |Γ| ìîíîòîííî
ðàñòåò ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà 𝜌 äëÿ âñåõ êðèñòàëëîâ, à êîýôôèöèåíò |Λ| âåäåò ñåáÿ

ïðîòèâîïîëîæíûì îáðàçîì - ìîíîòîííî ïàäàåò. Ðèñ.2.41à,á è Ðèñ.2.41â,ã ÿâëÿþòñÿ

òèïè÷íûìè äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ñ ∆ > 0 è ∆ < 0, ñîîò-

âåòñòâåííî. Èç ðèñóíêîâ ÿñíî, ÷òî ïðè ïîëîæèòåëüíîì êîýôôèöèåíòå àíèçîòðîïèè

∆ ïîëîæèòåëüíûå ýôôåêòû Ïîéíòèíãà (ïðÿìîé è îáðàòíûé) äëÿ 0 < 𝜒 < 𝜋/4 ñìå-

íÿþòñÿ îòðèöàòåëüíûìè äëÿ 𝜋/4 < 𝜒 < 𝜋/2. Îáðàòíàÿ êàðòèíà ñïðàâåäëèâà ïðè

∆ < 0.

2.10.2. От тетрагональных кристаллов с прямолинейной упру-
гой анизотропией к нано/микротрубкам с криволиней-
ной анизотропией

А) Óïðóãèå ñâîéñòâà òåòðàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ õàðàêòåðèçóþòñÿ ìàòðèöåé

ìèíèìóì èç 6-òè ðàçëè÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè

‖𝑠𝑖𝑗‖ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑠11 𝑠12 𝑠13 0 0 0

𝑠12 𝑠11 𝑠13 0 0 0

𝑠13 𝑠13 𝑠33 0 0 0

0 0 0 𝑠44 0 0

0 0 0 0 𝑠44 0

0 0 0 0 0 𝑠66

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Ïðè ïîâîðîòå âîêðóã ãëàâíîé êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîé îñè (îñè 3) íà óãîë 𝜒 ýòà

ìàòðèöà ïåðåõîäèò â ìàòðèöó âèäà (2.67) ñ ñåìüþ íåçàâèñèìûìè øòðèõîâàííûìè

êîýôôèöèåíòàìè ïîäàòëèâîñòè, çàâèñÿùèìè îò èñõîäíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëè-

âîñòè 𝑠𝑖𝑗 è îò óãëà ïîâîðîòà âî ìíîãîì àíàëîãè÷íî (2.68),

𝑠′11 = 𝑠′22 = 𝑠11 − 0.5∆ sin2 2𝜒, 𝑠′12 = 𝑠12 + 0.5∆ sin2 2𝜒,

𝑠′66 = 𝑠66 + 2∆ sin2 2𝜒, 𝑠′16 = −𝑠′26 = −0.5∆ sin 4𝜒,

𝑠′13 = 𝑠′23 = 𝑠13, 𝑠′33 = 𝑠33, 𝑠′44 = 𝑠′55 = 𝑠44,

∆ ≡ 𝑠11 − 𝑠12 − 0.5𝑠66.

(2.73)

Çäåñü òàêæå êîýôôèöèåíòû 𝑠′11, 𝑠
′
12, 𝑠

′
66 ÿâëÿþòñÿ ÷åòíûìè ôóíêöèÿìè, à 𝑠

′
16 íå÷åò-

íîé ôóíêöèåé óãëà ïîâîðîòà. Ýòè øòðèõîâàííûå êîýôôèöèåíòû ïîäàòëèâîñòè ÿâ-

ëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè óãëà ñ ïåðèîäîì 𝜋/2. Êîýôôèöèåíòû 𝑠′16 è 𝑠
′
26

îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè 𝜒 = 0 è 𝜒 = 𝜋/4.
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Â èòîãå áóäåì èìåòü äëÿ ïîâåðíóòûõ 6-òè êîíñòàíòíûõ òåòðàãîíàëüíûõ êðè-

ñòàëëîâ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íîå ðàññìîòðåíèå çàäà÷è êðó÷åíèÿ - ðàñòÿæåíèÿ äëÿ

õèðàëüíûõ íàíî/ìèêðîòðóáîê. Êîíå÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ìàòðèöû ‖𝑚𝑖𝑗‖ áóäåò îäè-
íàêîâûì ñ ïîëó÷åííûì â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Â ñèëó îáùíîñòè (2.73) ñ (2.68) îí,

â ÷àñòíîñòè, òàêæå óêàçûâàåò íà íå÷åòíîñòü çàâèñèìîñòåé 𝑚12, 𝑚21 è ÷åòíîñòü 𝑚11,

𝑚22 îò óãëà õèðàëüíîñòè íàíî/ìèêðîòðóáîê 𝜒. Ýòî îçíà÷àåò ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì

ïðåäûäóùåãî ïîäðàçäåëà, ÷òî ïðÿìîé è îáðàòíûé ëèíåéíûå ýôôåêòû Ïîéíòèíãà

ìåíÿþò çíàê ïðè èçìåíåíèè çíàêà óãëà õèðàëüíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò

îòñóòñòâèå ýôôåêòîâ â îòñóòñòâèå õèðàëüíîñòè. Ýôôåêòû ïðîïàäàþò ïðè 𝜒 = 0, à

òàêæå ïðè 𝜒 = 𝜋/4.

Ðèñ. 2.42: Ñðàâíåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ïîéíòèíãà Γ è Λ c èçìåíåíèåì óãëà õè-

ðàëüíîñòè 𝜒 è ïàðàìåòðà òîëùèíû 𝜌 äëÿ ñêðó÷èâàåìûõ è ðàñòÿãèâàåìûõ íà-

íî/ìèêðîòðóáîê èç 6-òè êîíñòàíòíûõ òåòðàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ MoSi2 (à è á)

è FeGe2 (â è ã).

Äàëåå ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç 6-òè êîíñòàíòíûõ òåòðà-

ãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ ñäåëàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì óïðóãèõ êîýôôèöèåíòîâ èç [172].

Íà Ðèñ.2.42 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ Γ è Λ îò óãëà õèðàëüíîñòè 𝜒 è

áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà òîëùèíû òðóáêè 𝜌 äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç êðèñòàëëîâ
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MoSi2 è FeGe2. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç 6-òè êîíñòàíòíûõ òåò-

ðàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ, êàê è â ñëó÷àå íàíî/ìèêðîòðóáîê èç êóáè÷åñêèõ êðèñòàë-

ëîâ, âåëè÷èíà |Γ| ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè óãëà õèðàëüíîñòè ìîíîòîííî ðàñòåò

ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà òîëùèíû 𝜌, à êîýôôèöèåíò |Λ| � ìîíîòîííî ïàäàåò. Ðèñ.2.42à,á
è Ðèñ.2.42â,ã ÿâëÿþòñÿ òèïè÷íûìè äëÿ òðóáîê èç 6-òè êîíñòàíòíûõ êðèñòàëëîâ ñ

∆ > 0 è ∆ < 0, ñîîòâåòñòâåííî. Ýôôåêòû Ïîéíòèíãà äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç

òàêèõ êðèñòàëëîâ èìåþò îñöèëëèðóþùèé õàðàêòåð. Äëÿ êðèñòàëëîâ ñ ïîëîæèòåëü-

íûì êîýôôèöèåíòîì àíèçîòðîïèè ∆ óäëèíåíèå òðóáîê ïðè êðó÷åíèè (ïîëîæèòåëü-

íûé ïðÿìîé ýôôåêò Ïîéíòèíãà) ïðè 0 < 𝜒 < 𝜋/4 ñìåíÿåòñÿ èõ óêîðà÷èâàíèåì

(îòðèöàòåëüíûé ïðÿìîé ýôôåêò Ïîéíòèíãà) ïðè 𝜋/4 < 𝜒 < 𝜋/2. Â ñëó÷àå êðèñòàë-

ëîâ ñ ∆ < 0 èìååò ìåñòî îáðàòíûé ïîðÿäîê. Àíàëîãè÷íàÿ êàðòèíà ñïðàâåäëèâà è

äëÿ îáðàòíîãî ýôôåêòà Ïîéíòèíãà.

Б) Íåñêîëüêî èíàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò â ñëó÷àå 7-ìè êîíñòàíòíûõ òåòðà-

ãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ. Èñõîäíàÿ ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè âûãëÿäèò

ñëåäóþùèì îáðàçîì

‖𝑠𝑖𝑗‖ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑠11 𝑠12 𝑠13 0 0 𝑠16
𝑠12 𝑠11 𝑠13 0 0 −𝑠16
𝑠13 𝑠13 𝑠33 0 0 0

0 0 0 𝑠44 0 0

0 0 0 0 𝑠44 0

𝑠16 −𝑠16 0 0 0 𝑠66

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Ïðè ïîâîðîòå âîêðóã ãëàâíîé êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîé îñè 7-ìè êîíñòàíòíàÿ

ìàòðèöà òåòðàãîíàëüíîãî êðèñòàëëà ‖𝑠𝑖𝑗‖ íå ìåíÿåò îáùåãî âèäà 7-ìè êîíñòàíòíîé
ìàòðèöû è çàïèñûâàåòñÿ êàê (2.67) ñ ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè ïîäàòëèâîñòè

𝑠′𝑖𝑗, ëèíåéíî çàâèñÿùèìè îò 𝑠𝑖𝑗 è íåëèíåéíî îò óãëà ïîâîðîòà 𝜒 ñëåäóþùèì îáðàçîì

𝑠′11 = 𝑠11 − 0.5∆ sin2 2𝜒+ 0.5𝑠16 sin 4𝜒,

𝑠′12 = 𝑠12 + 0.5∆ sin2 2𝜒− 0.5𝑠16 sin 4𝜒,

𝑠′66 = 𝑠66 + 2∆ sin2 2𝜒− 2𝑠16 sin 4𝜒,

𝑠′16 = 𝑠16 cos 4𝜒− 0.5∆ sin 4𝜒,

𝑠′13 = 𝑠13, 𝑠′33 = 𝑠33, 𝑠′44 = 𝑠44,

∆ ≡ 𝑠11 − 𝑠12 − 0.5𝑠66.

(2.74)

Ýòè çàâèñèìîñòè îò óãëà îñòàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ñ ïðåæíèì ïåðèîäîì 𝜋/2,

íî ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò çàâèñèìîñòåé (2.68). Îäíàêî â ñèëó ïðåæíåãî ìàò-

ðè÷íîãî âèäà (2.67) îáùèé õîä ðåøåíèÿ çàäà÷è êðó÷åíèÿ-ðàñòÿæåíèÿ îñòàåòñÿ òà-

êèì æå, êàê â ðàçäåëå 2 äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç ïîâåðíóòûõ êóáè÷åñêèõ êðèñòàë-

ëîâ. Îñíîâíûå êîíå÷íûå ôîðìóëû (2.70)-(2.72) âìåñòå ñ âûðàæåíèÿìè äëÿ𝑚11,𝑚12,

𝑚21, 𝑚22 îñòàþòñÿ ïðåæíèìè. Èçìåíÿåòñÿ èõ èíòåðïðåòàöèÿ èç-çà îòëè÷èÿ (2.74)

îò (2.68).
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Â ñèëó ôîðìóë (2.74) øòðèõîâàííûé êîýôôèöèåíò ïîäàòëèâîñòè 𝑠′16 íå îá-

ðàùàåòñÿ â íóëü ïðè 𝜒 = 0, èç ÷åãî ñëåäóåò â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.70)-(2.72) íàëè÷èå

ýôôåêòîâ Ïîéíòèíãà äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç 7-ìè êîíñòàíòíûõ òåòðàãîíàëüíûõ

êðèñòàëëîâ ñ íóëåâîé õèðàëüíîñòüþ. Èñ÷åçíîâåíèå ýòîãî êîýôôèöèåíòà ïîäàòëèâî-

ñòè, à, ñëåäîâàòåëüíî, è îòñóòñòâèå ýôôåêòîâ Ïîéíòèíãà âîçìîæíî ïðè íåíóëåâûõ

çíà÷åíèÿõ óãëà õèðàëüíîñòè, îïðåäåëÿåìûõ èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ tg4𝜒 = 2𝑠16/∆ â

èíòåðâàëå îäíîãî ïåðèîäà â 𝜋/2.

Ðèñ. 2.43: Ñðàâíåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ïîéíòèíãà Γ è Λ c èçìåíåíèåì óãëà õè-

ðàëüíîñòè 𝜒 è ïàðàìåòðà òîëùèíû 𝜌 äëÿ ñêðó÷èâàåìûõ è ðàñòÿãèâàåìûõ íà-

íî/ìèêðîòðóáîê èç 7-òè êîíñòàíòíûõ òåòðàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ C14H8O4 (à è á)

è NaBi(MoO4)2 (â è ã).

×èñëåííûå ðàñ÷åòû äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç 7-ìè êîíñòàíòíûõ òåòðàãî-

íàëüíûõ êðèñòàëëîâ ñäåëàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì óïðóãèõ êîýôôèöèåíòîâ èç [172]. Íà

Ðèñ.2.43 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ Γ è Λ îò óãëà õèðàëüíîñòè 𝜒 è ïà-

ðàìåòðà òîëùèíû 𝜌 äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç êðèñòàëëîâ C14H8O4 è NaBi(MoO4)2.

Âåëè÷èíà |Γ| ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè óãëà õèðàëüíîñòè ìîíîòîííî ðàñòåò ñ

ðîñòîì ïàðàìåòðà òîëùèíû 𝜌, à êîýôôèöèåíò |Λ| � ìîíîòîííî ïàäàåò. Ýôôåêòû

Ïîéíòèíãà äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç 7-ìè êîíñòàíòíûõ òåòðàãîíàëüíûõ êðèñòàë-
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ëîâ èìåþò îñöèëëèðóþùèé õàðàêòåð. Â îòëè÷èå îò íàíî/ìèêðîòðóáîê èç êóáè-

÷åñêèõ è 6-òè êîíñòàíòíûõ òåòðàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç

C14H8O4 ïðÿìîé è îáðàòíûé ýôôåêòû Ïîéíòèíãà ïðîïàäàþò ïðè óãëàõ õèðàëüíî-

ñòè 𝜒 = 0.27 è 𝜒 = 1.05, à äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç NaBi(MoO4)2 ïðè 𝜒 = 0.47 è

𝜒 = 1.25.

2.10.3. От орторомбических кристаллов с прямолинейной
упругой анизотропией к нано/микротрубкам с криво-
линейной анизотропией

Ïðèâåäåì òåïåðü îñíîâíûå ôîðìóëû, ñâÿçàííûå ñ ðåøåíèåì çàäà÷è ðàñòÿæåíèå-

êðó÷åíèå õèðàëüíûõ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç îðòîðîìáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ. Ìàòðèöà

êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè òàêèõ êðèñòàëëîâ

‖𝑠𝑖𝑗‖ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑠11 𝑠12 𝑠13 0 0 0

𝑠12 𝑠22 𝑠23 0 0 0

𝑠13 𝑠23 𝑠33 0 0 0

0 0 0 𝑠44 0 0

0 0 0 0 𝑠55 0

0 0 0 0 0 𝑠66

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

ïðè ïîâîðîòå âîêðóã ãëàâíîé êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîé îñè íà óãîë 𝜒 ïðèíèìàåò âèä

⃦⃦
𝑠′𝑖𝑗
⃦⃦

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑠′11 𝑠′12 𝑠′13 0 0 𝑠′16
𝑠′12 𝑠′22 𝑠′23 0 0 𝑠′26
𝑠′13 𝑠′23 𝑠′33 0 0 𝑠′36
0 0 0 𝑠′44 𝑠′45 0

0 0 0 𝑠′45 𝑠′55 0

𝑠′16 𝑠′26 𝑠′36 0 0 𝑠′66

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Çäåñü òðèíàäöàòü êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè 𝑠′11, 𝑠
′
12, 𝑠

′
22, 𝑠

′
13, 𝑠

′
23, 𝑠

′
33, 𝑠

′
44, 𝑠

′
55, 𝑠

′
66,

𝑠′45, 𝑠
′
16, 𝑠

′
26, 𝑠

′
36 çàâèñÿò îò óãëà 𝜒 è èñõîäíûõ äåâÿòè êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè

𝑠𝑖𝑗 ñëåäóþùèì îáðàçîì

𝑠′11 = 𝑠11 + 𝛿 sin4 𝜒− 2∆ sin2 𝜒 cos2 𝜒, 𝑠′22 = 𝑠22 − 𝛿 sin4 𝜒− 2∆ sin2 𝜒 cos2 𝜒,

𝑠′33 = 𝑠33, 𝑠′12 = 𝑠12 + (2∆ + ∆1) sin2 𝜒 cos2 𝜒, 𝑠′13 = 𝑠13 + (𝑠23 − 𝑠13) sin2 𝜒

𝑠′23 = 𝑠23 + (𝑠13 − 𝑠23) sin2 𝜒, 𝑠′44 = 𝑠44 + (𝑠55 − 𝑠44) sin2 𝜒,

𝑠′55 = 𝑠55 + (𝑠44 − 𝑠55) sin2 𝜒, 2𝑠′45 = (𝑠44 − 𝑠55) sin 2𝜒, 𝑠′36 = (𝑠23 − 𝑠13) sin 2𝜒,

𝑠′16 = (−∆ cos 2𝜒+ ∆1 sin2 𝜒) sin 2𝜒,

𝑠′26 = (∆ cos 2𝜒+ ∆1 cos2 𝜒) sin 2𝜒, ∆1 ≡ 𝑠22 − 𝑠11
𝑠′66 = 𝑠66 + (2∆ + ∆1) sin2 2𝜒, 2∆ ≡ 2𝑠11 − 2𝑠12 − 𝑠66.

(2.75)
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Èç ýòèõ ôîðìóë î÷åâèäíà ïåðèîäè÷íîñòü 𝑠′11, 𝑠
′
22, 𝑠

′
13, 𝑠

′
16, 𝑠

′
26, 𝑠

′
36, 𝑠

′
23, 𝑠

′
44,

𝑠′55, 𝑠
′
45 ïî 𝜒 ñ ïåðèîäîì 𝜋 è ïåðèîäè÷íîñòü 𝑠′12, 𝑠

′
66 ñ ïåðèîäîì 𝜋/2. Êîýôôèöèåíòû

𝑠′11, 𝑠
′
22, 𝑠

′
13, 𝑠

′
12, 𝑠

′
23, 𝑠

′
66, 𝑠

′
44, 𝑠

′
55 îêàçûâàþòñÿ ÷åòíûìè ôóíêöèÿìè óãëà 𝜒, à ÷åòûðå

êîýôôèöèåíòà 𝑠′45, 𝑠
′
16, 𝑠

′
26, 𝑠

′
36 íå÷åòíûìè. Ýòè ÷åòûðå êîýôôèöèåíòà îáðàùàþòñÿ

â íóëü ïðè 𝜒 = 0 è 𝜒 = 𝜋/2.

Ïîñëå ñâîðà÷èâàíèÿ òîíêîé êðèñòàëëè÷åñêîé ïëàñòèíû ñ òàêèìè øòðèõîâàí-

íûìè óïðóãèìè êîýôôèöèåíòàìè ïîäàòëèâîñòè ïîëó÷àåì öèëèíäðè÷åñêè - àíèçî-

òðîïíóþ íàíî/ìèêðîòðóáêó ñ óïðóãîñòüþ, îïèñûâàåìîé çàêîíîì Ãóêà âèäà

𝑢𝑧𝑧 = 𝑠′11𝜎𝑧𝑧 + 𝑠′12 𝜎𝜙𝜙 + 𝑠′13𝜎𝑟𝑟 − 𝑠′16𝜎𝜙𝑧,

𝑢𝜙𝜙 = 𝑠′12𝜎𝑧𝑧 + 𝑠′22 𝜎𝜙𝜙 + 𝑠′23𝜎𝑟𝑟 − 𝑠′26𝜎𝜙𝑧,

𝑢𝑟𝑟 = 𝑠′13𝜎𝑧𝑧 + 𝑠′23𝜎𝜙𝜙 + 𝑠′33𝜎𝑟𝑟 − 𝑠′36𝜎𝜙𝑧,

2𝑢𝜙𝑧 = 𝑠′66𝜎𝜙𝑧 − 𝑠′16𝜎𝑧𝑧 − 𝑠′26 𝜎𝜙𝜙 − 𝑠′36𝜎𝑟𝑟,

2𝑢𝑟𝑧 = 𝑠′55𝜎𝑟𝑧 − 𝑠′45𝜎𝜙𝑟, 2𝑢𝑟𝜙 = −𝑠′45𝜎𝑟𝑧 + 𝑠′44𝜎𝜙𝑟.

Çàäà÷à î ðàñòÿæåíèè è êðó÷åíèè êðèâîëèíåéíî-àíèçîòðîïíîé ïîëîé íàíî/

ìèêðîòðóáêè èç îðòîðîìáè÷åñêîãî êðèñòàëëà â ïðèáëèæåíèè Ñåí-Âåíàíà ðåøàåòñÿ

òî÷íî òàê æå, êàê è â ñëó÷àå íàíî/ìèêðîòðóáêè èç êóáè÷åñêîãî êðèñòàëëà (ñì.

ïîäðàçäåë 2.10.1). Äëÿ íîðìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ 𝜎𝑧𝑧(𝑟) è êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ

𝜎𝜙𝑧(𝑟) ïîëó÷àåòñÿ

𝑡11𝜎𝑧𝑧(𝑟) = [1 − 𝑏1(𝑡12 + 𝑡13)]𝜀+

[︂
𝑠′16
𝑠′66

− 𝑏2(2𝑡12 + 𝑡13)

]︂
𝜏𝑟0

(︂
𝑟

𝑟0

)︂
−

−
∑︁
±

[𝑡13 + 𝑡12(1 + 𝜆±)]𝐴±

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆±
,

𝑠′66𝜎𝜙𝑧(𝑟) =

[︂
𝑠′16
𝑡11

+ 𝑏1

(︂
𝑠′26 + 𝑠′36 − 𝑠′16

𝑡12 + 𝑡13
𝑡11

)︂]︂
𝜀+

+

[︂
1 +

(𝑠′16)
2

𝑠′66𝑡11
+ 𝑏2

(︂
2𝑠′26 + 𝑠′36 − 𝑠′16

2𝑡12 + 𝑡13
𝑡11

)︂]︂
𝜏𝑟0

(︂
𝑟

𝑟0

)︂
+

+
∑︁
±

[︂
𝑠′36 − 𝑠′16

𝑡13
𝑡11

+

(︂
𝑠′26 − 𝑠′16

𝑡12
𝑡11

)︂
(1 + 𝜆±)

]︂
𝐴±

(︂
𝑟

𝑟0

)︂𝜆±
,

𝐴+ = 𝑏1
𝜌𝜆− − 1

𝜌𝜆+ − 𝜌𝜆−
𝜀+ 𝑏2

𝜌𝜆− − 𝜌

𝜌𝜆+ − 𝜌𝜆−
𝜏𝑟0, 𝐴− = 𝑏1

1 − 𝜌𝜆+

𝜌𝜆+ − 𝜌𝜆−
𝜀+ 𝑏2

𝜌− 𝜌𝜆+

𝜌𝜆+ − 𝜌𝜆−
𝜏𝑟0.

Çäåñü 𝑏0, 𝑏1, 𝑏2 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçëè÷íûå êîìáèíàöèè èç äåâÿòè ýôôåêòèâíûõ

êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè 𝑠′11, 𝑠
′
12, 𝑠

′
22, 𝑠

′
13, 𝑠

′
33, 𝑠

′
16, 𝑠

′
26, 𝑠

′
36, 𝑠

′
66
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𝑏0 ≡
𝑡11𝑡33 − 𝑡213
𝑡11𝑡22 − 𝑡212

, 𝑏1 ≡
𝑡13 − 𝑡12

𝑡11(𝑡22 − 𝑡33) + 𝑡213 − 𝑡212
,

𝑏2 ≡
1

𝑠′66

𝑠′16(𝑡13 − 2𝑡12) + (2𝑠′26 − 𝑠′36)𝑡11
𝑡11(4𝑡22 − 𝑡33) + 𝑡213 − 4𝑡212

, (2.76)

𝑡𝑚𝑛 ≡ 𝑠′𝑚𝑛 −
𝑠′𝑚6𝑠

′
𝑛6

𝑠′66
, 𝜆± = −1 ±

√︀
𝑏0.

Îñðåäíåíèå ýòèõ íàïðÿæåíèé (òî÷íåå 𝜎𝑧𝑧(𝑟) è 𝑟𝜎𝜙𝑧(𝑟)) ïî ñå÷åíèþ íàíî/ìèê-

ðîòðóáêè ïðèâîäèò ê îêîí÷àòåëüíîìó ðåçóëüòàòó

𝑚11 =
1

𝑡11
− 𝑏1
𝑡11

(𝑡12 + 𝑡13) −
2𝑏1
𝑡11

[︂
𝑡13 + 𝑡12(1 + 𝜆+)

𝜌2 − 1

𝜌𝜆− − 1

𝜌𝜆+ − 𝜌𝜆−
𝜌𝜆++2 − 1

𝜆+ + 2
+

+
𝑡13 + 𝑡12(1 + 𝜆−)

𝜌2 − 1

1 − 𝜌𝜆+

𝜌𝜆+ − 𝜌𝜆−
𝜌𝜆−+2 − 1

𝜆− + 2

]︂
𝑚12 =

[︂
𝑠′16
𝑠′66

− 𝑏2(2𝑡12 + 𝑡13)

]︂
2(𝜌3 − 1)

3𝑡11(𝜌2 − 1)
−

−2𝑏2
𝑡11

[︂
𝑡13 + 𝑡12(1 + 𝜆+)

𝜌2 − 1

𝜌𝜆− − 𝜌

𝜌𝜆+ − 𝜌𝜆−
𝜌𝜆++2 − 1

𝜆+ + 2
+

+
𝑡13 + 𝑡12(1 + 𝜆−)

𝜌2 − 1

𝜌− 𝜌𝜆+

𝜌𝜆+ − 𝜌𝜆−
𝜌𝜆−+2 − 1

𝜆− + 2

]︂
,

𝑚21 =
2𝜋𝑟30
𝑠′66

{︂[︂
𝑠′16
𝑡11

+ 𝑏1

(︂
𝑠′26 + 𝑠′36 − 𝑠′16

𝑡12 + 𝑡13
𝑡11

)︂]︂
𝜌3 − 1

3
+

+𝑏1

[︂
𝑠′36 − 𝑠′16

𝑡13
𝑡11

+

(︂
𝑠′26 − 𝑠′16

𝑡12
𝑡11

)︂
(1 + 𝜆+)

]︂
𝜌𝜆− − 1

𝜌𝜆+ − 𝜌𝜆−
𝜌𝜆++3 − 1

𝜆+ + 3
+

+ 𝑏1

[︂
𝑠′36 − 𝑠′16

𝑡13
𝑡11

+

(︂
𝑠′26 − 𝑠′16

𝑡12
𝑡11

)︂
(1 + 𝜆−)

]︂
1 − 𝜌𝜆+

𝜌𝜆+ − 𝜌𝜆−
𝜌𝜆−+3 − 1

𝜆− + 3

}︂
,

𝑚22 =
2𝜋𝑟30
𝑠′66

{︂[︂
1 +

(𝑠′16)
2

𝑠′66𝑡11
+ 𝑏2

(︂
2𝑠′26 + 𝑠′36 − 𝑠′16

2𝑡12 + 𝑡13
𝑡11

)︂]︂
𝜌4 − 1

4
+

+𝑏2

[︂
𝑠′36 − 𝑠′16

𝑡13
𝑡11

+

(︂
𝑠′26 − 𝑠′16

𝑡12
𝑡11

)︂
(1 + 𝜆+)

]︂
𝜌𝜆− − 𝜌

𝜌𝜆+ − 𝜌𝜆−
𝜌𝜆++3 − 1

𝜆+ + 3
+

+ 𝑏2

[︂
𝑠′36 − 𝑠′16

𝑡13
𝑡11

+

(︂
𝑠′26 − 𝑠′16

𝑡12
𝑡11

)︂
(1 + 𝜆−)

]︂
𝜌− 𝜌𝜆+

𝜌𝜆+ − 𝜌𝜆−
𝜌𝜆−+3 − 1

𝜆− + 3

}︂
.

Îáùàÿ ñâÿçü óäåëüíîé ðàñòÿãèâàþùåé ñèëû è êðóòÿùåãî ìîìåíòà ñ ïàðàìåò-

ðàìè 𝜀, 𝜏 èìååò ïðåæíèé âèä (2.70), íî ñîäåðæèò âûïèñàííûå çäåñü âûðàæåíèÿ äëÿ

êîýôôèöèåíòîâ𝑚11,𝑚12,𝑚21,𝑚22. Ïðè îãðàíè÷åíèè ñëó÷àåì ïðîäîëüíîãî ðàñòÿæå-

íèÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê ñâîáîäíûõ îò êðóòÿùåãî ìîìåíòà (𝑀 = 0) ïîëó÷àåì ëèíåé-

íóþ ñâÿçü (2.71) ìåæäó 𝜀 è 𝜏 . Çäåñü áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíî-

ñòè Λ, õàðàêòåðèçóþùèé îáðàòíûé ýôôåêò Ïîéíòèíãà, çàâèñèò îò îòíîñèòåëüíîé

òîëùèíû ñòåíêè òðóáêè (𝜌 − 1), áåçðàçìåðíûõ êîìáèíàöèé ñåìè êîýôôèöèåíòîâ
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ïîäàòëèâîñòè 𝑠11, 𝑠12, 𝑠22, 𝑠13, 𝑠23, 𝑠33, 𝑠66 è óãëà õèðàëüíîñòè 𝜒. Ïðè÷åì, ïðè 𝜒 = 0

è 𝜒 = 𝜋/2 ñâÿçü ìåæäó ïðîäîëüíîé äåôîðìàöèåé è óãëîì êðó÷åíèÿ èñ÷åçàåò.

Â ñëó÷àå êðó÷åíèÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê ïîä äåéñòâèåì êðóòÿùåãî ìîìåíòà 𝑀

â îòñóòñòâèå ïðîäîëüíîé ðàñòÿãèâàþùåé ñèëû (𝑃 = 0) íàõîäèì ñîîòíîøåíèå ñâÿçè

óãëà êðó÷åíèÿ 𝜏 è ïðîäîëüíîé äåôîðìàöèè 𝜀 âèäà (2.72). Áåçðàçìåðíûé êîýôôèöè-

åíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè Γ, õàðàêòåðèçóþùèé ïðÿìîé ýôôåêò Ïîéíòèíãà, çàâèñèò

îò îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ñòåíêè òðóáêè (𝜌 − 1), áåçðàçìåðíûõ êîìáèíàöèé ñå-

ìè êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè 𝑠11, 𝑠12, 𝑠22, 𝑠13, 𝑠23, 𝑠33, 𝑠66 è óãëà õèðàëüíîñòè

𝜒. Ïðè÷åì, ïðè 𝜒 = 0 è 𝜒 = 𝜋/2 ñâÿçü ìåæäó ïðîäîëüíîé äåôîðìàöèåé è óãëîì

êðó÷åíèÿ çäåñü òàêæå èñ÷åçàåò.

Ðèñ. 2.44: Ñðàâíåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ïîéíòèíãà Γ è Λ c èçìåíåíèåì óãëà õè-

ðàëüíîñòè 𝜒 è ïàðàìåòðà òîëùèíû 𝜌 äëÿ ñêðó÷èâàåìûõ è ðàñòÿãèâàåìûõ íà-

íî/ìèêðîòðóáîê èç îðòîðîìáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ZnSb (à è á) è Mn2SiO4 (â è ã).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ óêàçàííîé âûøå ÷åòíîñòüþ çàâèñèìîñòè îäíèõ øòðèõîâàí-

íûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè îò óãëà õèðàëüíîñòè è íå÷åòíîñòüþ çàâèñèìîñòè

îñòàëüíûõ (ñì. (2.74)) ÷åòíûìè îêàçûâàþòñÿ çàâèñèìîñòè îò óãëà 𝜒 êîýôôèöèåíòîâ
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𝑡11, 𝑡12, 𝑡22, 𝑡13, 𝑡33, 𝑏0, 𝑏1, 𝜆± è íå÷åòíîé çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà 𝑏2 (ñì. (2.76)).

Ýòèì îïðåäåëÿåòñÿ ÷åòíàÿ çàâèñèìîñòü îò óãëà õèðàëüíîñòè äèàãîíàëüíûõ êîýô-

ôèöèåíòîâ 𝑚11, 𝑚22 è íå÷åòíàÿ íåäèàãîíàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ 𝑚12, 𝑚21. Â èòîãå

íå÷åòíûìè îêàçûâàþòñÿ çàâèñèìîñòè îò óãëà õèðàëüíîñòè 𝜒 êîýôôèöèåíòîâ Λ è Γ,

òàê ÷òî çíàêè ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ýôôåêòîâ Ïîéíòèíãà äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç

îðòîðîìáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ìåíÿþòñÿ ïðè çàìåíå 𝜒→ −𝜒.
Ðàñ÷åòû êîýôôèöèåíòà Γ ñ èñïîëüçîâàíèåì ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ èç

[172] ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðÿìîé ýôôåêò Ïîéíòèíãà ìîæåò áûòü ðàçíûõ çíàêîâ. Ïðè

êðó÷åíèè íàíî/ìèêðîòðóáîê îíè ìîãóò, êàê óâåëè÷èâàòü, òàê è óìåíüøàòü ñâîþ

äëèíó. Áîëåå òîãî çíàê ýôôåêòà ìîæåò èçìåíÿòüñÿ ðàçëè÷íîå ÷èñëî ðàç ñ èçìåíå-

íèåì óãëà õèðàëüíîñòè äëÿ ðàçíûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ. Íåêîòîðûå ïðè-

ìåðû òàêîãî îñöèëëèðóþùåãî ïîâåäåíèÿ ïðèâåäåíû íà Ðèñ.2.44à è Ðèñ.2.44â. Íà

íèõ ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè ýôôåêòà îò óãëà õèðàëüíîñòè è îò îòíîøåíèÿ ðàäèóñîâ

âíåøíåé è âíóòðåííåé ñòåíîê òðóáîê èç ZnSb è Mn2SiO4.

Ðèñ. 2.45: Ñðàâíåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ïîéíòèíãà Γ è Λ c èçìåíåíèåì óãëà õè-

ðàëüíîñòè 𝜒 è ïàðàìåòðà òîëùèíû 𝜌 äëÿ ñêðó÷èâàåìûõ è ðàñòÿãèâàåìûõ íà-

íî/ìèêðîòðóáîê èç îðòîðîìáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ Na2SO4 (à è á).

Àíàëîãè÷íîå îñöèëëèðóþùåå ïîâåäåíèå îáíàðóæåíî äëÿ êîýôôèöèåíòà îá-

ðàòíîãî ýôôåêòà Ïîéíòèíãà Λ â ñëó÷àå íàíî/ìèêðîòðóáîê èç îðòîðîìáè÷åñêèõ êðè-

ñòàëëîâ. Ýòî ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ïðèìåðàõ ñ êðèñòàëëàìè ZnSb è Mn2SiO4 íà

Ðèñ.2.44á è Ðèñ.2.44ã. Îáà ýôôåêòà Ïîéíòèíãà ïðîïàäàþò ïðè íóëåâîì óãëå õèðàëü-

íîñòè, ïðè 𝜒 = 𝜋/2 è óãëå õèðàëüíîñòè ðàâíîì 𝜋 â ñèëó ïåðèîäè÷åñêîé çàâèñèìîñòè

îò óãëà. Îáà ýôôåêòà Ïîéíòèíãà îêàçûâàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè ïðè 0 < 𝜒 < 𝜋/2

è îòðèöàòåëüíûìè ïðè 𝜋/2 < 𝜒 < 𝜋 äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç îðòîðîìáè÷åñêèõ

êðèñòàëëîâ ñ ïîëîæèòåëüíûì ïàðàìåòðîì àíèçîòðîïèè ∆. Îáðàòíàÿ êàðòèíà èìå-

åò ìåñòî ïðè ∆ < 0. Èç Ðèñ.2.44 òàêæå âèäíî, ÷òî â òî âðåìÿ êàê êîýôôèöèåíò

|Γ| ðàñòåò äëÿ ZnSb è Mn2SiO4 ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà 𝜌, âåëè÷èíà êîýôôèöèåíòà |Λ|
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óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì ýòîãî ïàðàìåòðà. Óãëîâûå îñöèëëÿöèè êîýôôèöèåíòîâ Ïîéí-

òèíãà Γ è Λ äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç îðòîðîìáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ìîãóò áûòü

÷àñòûìè, êàê ýòî âèäíî íà ïðèìåðå êðèñòàëëà Na2SO4 (Ðèñ.2.45).

2.10.4. От кубических кристаллов с прямолинейной упругой
анизотропией к нано/микротрубкам с криволинейной
анизотропией, полученных сворачиванием кристал-
лографических плоскостей (011)

Ðàññìîòðèì íèæå ïðÿìîé ýôôåêò Ïîéíòèíãà (ñëó÷àé êðó÷åíèÿ íàíî/ ìèê-

ðîòðóáîê ïîä äåéñòâèåì êðóòÿùåãî ìîìåíòà 𝑀𝑧 â îòñóòñòâèå ïðîäîëüíîé ðàñòÿãè-

âàþùåé ñèëû (𝑃𝑧 = 0)) íàíî/ìèêðîòðóáîê èç êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ, ïîëó÷åííûõ

ñâîðà÷èâàíèåì êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèõ ïëîñêîñòåé (011), íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ðàç-

äåëà 2.7 (ñòð.180).

Êðó÷åíèå íàíî/ìèêðîòðóáîê èç êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ, ïîëó÷åííûõ ñâîðà-

÷èâàíèåì êðèñòàëëè÷åñêèõ ïëîñêîñòåé (011) â òðóáêó, â îòñóòñòâèå ïðîäîëüíîé ðàñ-

òÿãèâàþùåé ñèëû âûçûâàåò èõ ðàñòÿæåíèå. Äàííûé ýôôåêò íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì

ýôôåêòîì Ïîéíòèíãà [162], è â ðàáîòàõ Ïîéíòèíãà îí ÿâëÿëñÿ íåëèíåéíûì.

Ðèñ. 2.46: Çàâèñèìîñòè Γ îò óãëà õèðàëüíîñòè 𝜒 è ïàðàìåòðà òîëùèíû 𝜌 äëÿ íà-

íî/ìèêðîòðóáîê èç êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ Tm0.99Se (à) è Cu (á).

Ýôôåêò Ïîéíòèíãà èìååò ìåñòî òîëüêî äëÿ õèðàëüíûõ íàíî/ ìèêðîòðóáîê

èç êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ, è èñ÷åçàþò ïðè óãëàõ õèðàëüíîñòè, ðàâíûõ 0 è 𝜋/2.

Ðàñ÷åòû êîýôôèöèåíòà Γ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðÿìîé ýôôåêò Ïîéíòèíãà ìîæåò áûòü

ðàçíûõ çíàêîâ. Ïðè êðó÷åíèè íàíî/ìèêðîòðóáîê îíè ìîãóò êàê óâåëè÷èâàòü, òàê

è óìåíüøàòü ñâîþ äëèíó. Íà Ðèñ.2.46 ïðèâåäåíû ïðèìåðû îñöèëëèðóþùåãî ïîâå-

äåíèÿ êîýôôèöèåíòà Γ â çàâèñèìîñòè îò óãëà õèðàëüíîñòè è ïàðàìåòðà òîëùèíû

äëÿ òðóáîê èç êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ Tm0.99Se c îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì

àíèçîòðîïèè ∆ < 0 è Cu ñ ïîëîæèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì àíèçîòðîïèè ∆ > 0.
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Ðèñ. 2.47: Çàâèñèìîñòè Γ îò óãëà õèðàëüíîñòè 𝜒 è ïàðàìåòðà òîëùèíû 𝜌 äëÿ íà-

íî/ìèêðîòðóáîê èç êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ Tm0.99Se (à) è Cu (á). Ñïëîøíàÿ ëè-

íèÿ � íàíî/ìèêðîòðóáêà èç ìåäè ñ ïëîñêîñòüþ (001), ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ - íà-

íî/ìèêðîòðóáêà èç ìåäè ñ ïëîñêîñòüþ (011), øòðèõîâàÿ ëèíèÿ - íàíî/ìèêðîòðóáêà

èç Tm0.99Se ñ ïëîñêîñòüþ (001), øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � íàíî/ìèêðîòðóáêà èç

Tm0.99Se ñ ïëîñêîñòüþ (011).

Ñëåäóåò îòìåòèòü ðàçëè÷èÿ ìåæäó íàíî/ìèêðîòðóáêàìè, ïîëó÷åííûìè ñâî-

ðà÷èâàíèåì êðèñòàëëè÷åñêèõ ïëîñêîñòåé (001) è (011) (ñì. ðàçäåëû 2.2 è 2.7). Íà

Ðèñ.2.47 äàíî ñðàâíåíèå áåçðàçìåðíî êîýôôèöèåíòà Γ äëÿ íàíî/ ìèêðîòðóáîê, ïî-

ëó÷åííûõ ñâîðà÷èâàíèåì êðèñòàëëè÷åñêèõ ïëîñêîñòåé (001) è (011) èç êóáè÷åñêèõ

êðèñòàëëîâ Tm0.99Se (c îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì àíèçîòðîïèè) è Cu (c ïî-

ëîæèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì àíèçîòðîïèè). Íà ýòîì ðèñóíêå ñïëîøíîé è ïóíê-

òèðíîé ëèíèÿì ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ Γ äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáêè èç ìåäè, ïîëó-

÷åííîé ñâîðà÷èâàíèåì êðèñòàëëè÷åñêîé ïëîñêîñòè (001) è (011) ñîîòâåòñòâåííî, à

ïóíêòèðíîé è øòðèõ-ïóíêòèðíîé ëèíèÿì ñîîòâåòñòâóþò Γ äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáêè

èç Tm0.99Se. Èç Ðèñ.2.47 âèäíî, ÷òî áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò Γ áîëåå ñèëüíî

ìåíÿåòñÿ äëÿ òîíêîñòåííûõ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç Cu, ïîëó÷åííûõ ñâîðà÷èâàíè-

åì êðèñòàëëè÷åñêèõ ïëîñêîñòåé (001), ÷åì äëÿ òðóáîê, ïîëó÷åííûõ ñâîðà÷èâàíèåì

êðèñòàëëè÷åñêèõ ïëîñêîñòåé (011). Â ñëó÷àå òîíêîñòåííûõ òðóáîê èç Tm0.99Se èìå-

åò ìåñòî îáðàòíàÿ ñèòóàöèÿ. Àíàëèç, ïðîâåäåííûé äëÿ äðóãèõ íàíî/ìèêðîòðóáîê

èç êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â Òàáë.Ï.17 (ñòð.350), ïîêàçûâàåò àíà-

ëîãè÷íîå ïîâåäåíèå êîýôôèöèåíòà Γ äëÿ òðóáîê, ïîëó÷åííûõ ñâîðà÷èâàíèåì êðè-

ñòàëëè÷åñêèõ ïëîñêîñòåé (001) è (011), â çàâèñèìîñòè îò çíàêà êîýôôèöèåíòà àíè-

çîòðîïèè.
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2.10.5. От гексагональных кристаллов с прямолинейной упру-
гой анизотропией к нано/микротрубкам с криволиней-
ной анизотропией

Ðàññìîòðèì ýôôåêò Ïîéíòèíãà äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê ñ ãåêñàãîíàëüíîé êðè-

âîëèíåéíîé àíèçîòðîïèåé íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ðàçäåëà 2.8 (ñòð.182). Âûðàæåíèÿ

äëÿ óäåëüíîé ðàñòÿãèâàþùåé ñèëû 𝑃 è êðóòÿùåãî ìîìåíòà 𝑀 îò ïàðàìåòðîâ 𝜀 è 𝜏

èìåþò âèä

𝑃 = 𝑚11𝜀+𝑚12𝑟0𝜏,

𝑀 = 𝑚21𝜀+𝑚22𝑟0𝜏.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû îáùèå ëèíåéíûå ñâÿçè äåôîðìàöèè ðàñòÿæåíèÿ 𝜀 è

óãîë êðó÷åíèÿ 𝜏 ñ ðàñòÿãèâàþùèì óñèëèåì 𝑃 è êðóòÿùèì ìîìåíòîì𝑀 , ïðèëîæåí-

íûìè ê òðóáêå. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ðàñòÿãèâàþùåãî óñèëèÿ (𝑃 = 0), òåì

íå ìåíåå, ïðîèñõîäèò íàðÿäó ñ êðó÷åíèåì èçìåíåíèå äëèíû òðóáêè â ñîîòâåòñòâèè

ñ ëèíåéíîé ñâÿçüþ âèäà

𝜀 = Γ𝑟0𝜏, Γ = −𝑚12

𝑚11

. (2.77)

Ïîäîáíûé ýôôåêò óäëèíåíèÿ (óêîðî÷åíèÿ) ñòåðæíåé ïðè êðó÷åíèè ïîëó÷èë

íàçâàíèå ýôôåêòà Ïîéíòèíãà, âïåðâûå íàáëþäàâøåì åãî äëÿ ñòàëüíûõ, ìåäíûõ è

ëàòóííûõ ïðîâîëîê [162,163].

Â îòñóòñòâèå êðóòÿùåãî ìîìåíòà (𝑀 = 0) íå èñ÷åçàåò óãîë êðó÷åíèÿ 𝜏 , êî-

òîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ïî äåôîðìàöèè ðàñòÿæåíèÿ

𝑟0𝜏 = Λ𝜀, Λ = −𝑚21

𝑚22

. (2.78)

Òåì ñàìûì ñóùåñòâóåò îáðàòíûé ýôôåêò Ïîéíòèíãà. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè

èçìåíåíèè çíàêà óãëà õèðàëüíîñòè 𝜒 êîýôôèöèåíòû𝑚12,𝑚21 ìåíÿþò çíàê, à äðóãàÿ

ïàðà êîýôôèöèåíòîâ𝑚11,𝑚22 çíàêà íå ìåíÿåò. Â èòîãå ïðÿìîé è îáðàòíûé ýôôåêòû

Ïîéíòèíãà äîëæíû èçìåíÿòü çíàê.

Ðàñ÷åòû ïî ôîðìóëàì (2.77) è (2.78) ïîêàçûâàþò, ÷òî êîýôôèöèåíòíûå ôóíê-

öèè ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ýôôåêòà Ïîéíòèíãà Γ(𝜒, 𝜌) è Λ(𝜒, 𝜌) ñèëüíî èçìåíÿþòñÿ

ñ èçìåíåíèåì óãëà õèðàëüíîñòè è áåçðàçìåðíîãî ìàñøòàáíîãî ïàðàìåòðà. Ïðèìåðû

òàêèõ èçìåíåíèé â äèàïàçîíàõ 0 < 𝜒 < 𝜋, 1 < 𝜌 < 10 äëÿ òðóáîê èç êðèñòàë-

ëîâ MnAs è GaN ïðèâåäåíû íà Ðèñ.2.48 è Ðèñ.2.49. Ýòè ðèñóíêè äåìîíñòðèðóþò

âàæíóþ îñîáåííîñòü çàâèñèìîñòåé îáñóæäàåìûõ êîýôôèöèåíòíûõ ôóíêöèé îò óã-

ëà õèðàëüíîñòè. À èìåííî, îíè â óêàçàííîì äèàïàçîíå óãëîâ õèðàëüíîñòè îäèí èëè

òðè ðàçà ìåíÿþò çíàê. Èçìåíåíèå çíàêà êîýôôèöèåíòíûõ ôóíêöèé îçíà÷àåò ñìåíó

óäëèíåíèÿ è óêîðî÷åíèÿ òðóáîê â ñëó÷àå ïðÿìîãî ýôôåêòà Ïîéíòèíãà è èçìåíåíèå

íàïðàâëåíèÿ çàêðó÷èâàíèÿ òðóáîê ïðè îáðàòíîì ýôôåêòå Ïîéíòèíãà. Ýôôåêòû

Ïîéíòèíãà èñ÷åçàþò ïðè íóëåâîì óãëå õèðàëüíîñòè è ïðîèñõîäèò äîïîëíèòåëüíàÿ
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Ðèñ. 2.48: Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòíûõ ôóíêöèé ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ýôôåêòîâ

Ïîéíòèíãà Γ(𝜒, 𝜌) è Λ(𝜒, 𝜌) îò óãëà õèðàëüíîñòè 𝜒 è îòíîøåíèÿ âíåøíåãî è âíóò-

ðåííåãî ðàäèóñîâ òðóáîê èç êðèñòàëëà MnAs.

Ðèñ. 2.49: Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòíûõ ôóíêöèé ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ýôôåêòîâ

Ïîéíòèíãà Γ(𝜒, 𝜌) è Λ(𝜒, 𝜌) îò óãëà õèðàëüíîñòè 𝜒 è îòíîøåíèÿ âíåøíåãî è âíóò-

ðåííåãî ðàäèóñîâ òðóáîê èç êðèñòàëëà GaN.

ñìåíà çíàêîâ â ñèëó íå÷åòíîé çàâèñèìîñòè îò óãëà õèðàëüíîñòè êîýôôèöèåíòíûõ

ôóíêöèé, ïåðèîäè÷åñêèõ ñ ïåðèîäîì 𝜋 ïî óãëó õèðàëüíîñòè.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè íàíî/ìèêðîòðóáîê, ñâåðíóòûõ èç êðèñòàë-

ëè÷åñêèõ ïëîñêîñòåé (001) ñ ãåêñàãîíàëüíîé êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû, êàê ïðåä-

ñòàâëåíî íà Ðèñ.2.6, ýôôåêò Ïîéíòèíãà íå íàáëþäàåòñÿ.

2.11. Заключение

Âûøå îáñóæäàëèñü â ðàìêàõ ïîäõîäà Ñåí-Âåíàíà ðåøåíèÿ çàäà÷ êðó÷åíèÿ è

ðàñòÿæåíèÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê ñ öèëèíäðè÷åñêîé àíèçîòðîïèåé. Â ðåçóëüòàòå âû-

ïîëíåííîãî àíàëèçà óïðóãîãî ðàñòÿæåíèÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç ðàçëè÷íûõ êóáè-

÷åñêèõ, ãåêñàãîíàëüíûõ, ðîìáîýäðè÷åñêèõ (òðèãîíàëüíûõ), òåòðàãîíàëüíûõ è îð-
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òîðîìáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ íàéäåíî, ÷òî â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îíè

ïðîÿâëÿþò ñâîéñòâà ÷àñòè÷íûõ àóêñåòèêîâ. Â íåìíîãèõ äðóãèõ ñëó÷àÿõ ýòî óòâåð-

æäàòü çàòðóäíèòåëüíî èç-çà áîëüøîãî ðàçáðîñà äàííûõ ïî ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðå-

äåëåííûì óïðóãèì êîíñòàíòàì êðèñòàëëîâ. Íàéäåíî, ÷òî íà îòðèöàòåëüíîñòü êîýô-

ôèöèåíòîâ Ïóàññîíà ñèëüíîå âëèÿíèå îêàçûâàåò òîëùèíà ñòåíîê íàíî/ìèêðîòðóáîê

è âåëè÷èíà óãëà õèðàëüíîñòè, ò.å. îðèåíòàöèÿ êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû îòíîñè-

òåëüíî îñè òðóáîê. Ðàäèàëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 íà âíóòðåííåé ïîâåðõíî-

ñòè íàíî/ìèêðîòðóáîê ÷àñòî ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì ïðè ïðåâûøåíèè êðèòè÷å-

ñêèõ òîëùèí òðóáîê. Â áîëüøåì ÷èñëå ñëó÷àåâ îòðèöàòåëüíûì îêàçûâàåòñÿ òàêæå

êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈𝜙𝑧. Íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè òðóáîê îí ÷àñòî îòðèöà-

òåëåí äëÿ ðÿäà êðèñòàëëîâ ïðè òîëùèíàõ, ïðåâîñõîäÿùèõ êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè âñåì ðàçíîîáðàçèè èçìåíåíèé çíàêà äâóõ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàñ-

ñîíà 𝜈𝑟𝑧, 𝜈𝜙𝑧 äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê îíè íå áûâàþò îòðèöàòåëüíûìè îäíîâðåìåííî.

Ñòðóêòóðíàÿ àíèçîòðîïèÿ äâóõñëîéíûõ òðóáîê ïðèâîäèò ê äåëåíèþ ýôôåê-

òèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà íà ðàäèàëüíûå è óãëîâûå, à ñòðóêòóðíàÿ ðàäèàëü-

íàÿ íåîäíîðîäíîñòü îòðàæàåòñÿ íà áîëüøîì ðàçëè÷èè èõ ïîâåäåíèÿ âî âíåøíåì è

âíóòðåííåì ñëîÿõ òðóáîê. Ïðèâåäåííûé òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç ïîçâîëèë âûÿñíèòü,

÷òî â ñëó÷àå êîìïîçèòà èç êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ àóêñåòèê-íåàóêñåòèê çàïîëíå-

íèå àóêñåòèêîì âíåøíåãî ñëîÿ îêàçûâàåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíûì äëÿ îòðèöàòåëüíî-

ñòè ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà. Áûñòðûé ðîñò îòðèöàòåëüíîãî âëèÿ-

íèÿ ïðîèñõîäèò ïðè óâåëè÷åíèè îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû âíåøíåãî ñëîÿ. Â èòîãå

îòðèöàòåëüíîñòü ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà ìîæåò ñèëüíî ïðåâîñõî-

äèòü îòðèöàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà èñõîäíûõ àóêñåòèêîâ è èçâåñòíóþ

òåîðåòè÷åñêóþ ãðàíèöó äëÿ èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ. Â ÷àñòíîñòè, ýòî óêàçûâàåò

íà íåâîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ¾ïðàâèëà ñìåñåé¿ äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Ïîäàâëÿþùåå âëèÿíèå íà îòðèöàòåëüíîñòü ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà

Ïóàññîíà îêàçûâàåò âåëè÷èíà ìîäóëÿ Þíãà íåàóêñåòèêîâ, çàïîëíÿþùèõ âíóòðåí-

íèé ñëîé òðóáêè. Íàèáîëüøåå âëèÿíèå óñòàíîâëåíî äëÿ êóáè÷åñêîãî êðèñòàëëà

âîëüôðàìà, èìåþùåãî áîëüøîé ìîäóëü Þíãà. Ýôôåêòèâíûå ìîäóëè Þíãà äâóõ-

ñëîéíûõ òðóáîê ñ ðàâíûìè îáúåìàìè âíåøíåãî è âíóòðåííåãî ñëîåâ ïðè àóêñåòèêå

âî âíåøíèõ ñëîÿõ è íàáîðå íåàóêñåòèêîâ âî âíóòðåííèõ ñëîÿõ áûëè îöåíåíû ÷èñëåí-

íî. Ñðàâíåíèå ñ ïðåäñêàçàíèÿìè ¾ïðàâèëà ñìåñåé¿ ïîêàçàëî áîëüøèå îòêëîíåíèÿ

îò ïîñëåäíèõ, áûñòðî ðàñòóùèå ñ óâåëè÷åíèåì ìîäóëåé Þíãà íåàóêñåòèêîâ.

Îòðèöàòåëüíûå ýôôåêòèâíûå êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà äëÿ äâóõñëîéíûõ òðó-

áîê âîçìîæíû è â ñëó÷àå êîìïîçèòîâ òèïà íåàóêñåòèê-íåàóêñåòèê. Ïðèìåðû ðàñ-

ñìîòðåííûõ êîìïîçèòîâ Ca-Eu0.2Ba0.8S, Ca-W, Ca-Mo, Li-Cr ïîäòâåðæäàþò ýòî. Â

÷àñòíîñòè, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îäèí èç ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà äëÿ

äâóõñëîéíîé òðóáêè ñ áîëüøèì îòíîøåíèåì òîëùèí âíåøíåãî ñëîÿ ê âíóòðåííåìó

ñëîþ õàðàêòåðèçóåòñÿ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì, ñóùåñòâåííî âûõîäÿùèì çà

òåîðåòè÷åñêóþ ãðàíèöó êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ. Âûïîë-

íåííûé àíàëèç êîìïîçèòîâ â âèäå ñëîèñòûõ òðóáîê äåìîíñòðèðóåò âîçìîæíîñòè
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ðàñøèðåíèÿ òèïîâ ïðèêëàäíûõ ìàòåðèàëîâ ñ àíîìàëüíûìè óïðóãèìè ñâîéñòâàìè,

â ÷àñòíîñòè, ìàòåðèàëîâ ñ àóêñåòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè.

Êðó÷åíèå õèðàëüíûõ íàíî/ìèêðîòðóáîê äàæå â îòñóòñòâèå ðàñòÿãèâàþùèõ

óñèëèé ñîïðîâîæäàåòñÿ èçìåíåíèåì èõ äëèíû (ïðÿìîé ýôôåêò Ïîéíòèíãà). Çíàê

ýôôåêòà (óäëèíåíèå èëè óêîðî÷åíèå òðóáîê) ìåíÿåòñÿ ïðè ýòîì ñ èçìåíåíèåì âå-

ëè÷èíû è çíàêà óãëà õèðàëüíîñòè äëÿ íàíî/ìèêðîòðóáîê èç êóáè÷åñêèõ, 6-òè êîí-

ñòàíòíûõ òåòðàãîíàëüíûõ è îðòîðîìáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ. Îñîáûìè ÿâëÿþòñÿ õè-

ðàëüíûå íàíî/ìèêðîòðóáêè èç 7-ìè êîíñòàíòíûõ òåòðàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ, ó

êîòîðûõ ýôôåêò Ïîéíòèíãà íå èñ÷åçàåò ïðè íóëåâîì óãëå õèðàëüíîñòè. Â ïðî-

òèâîïîëîæíîé ñèòóàöèè ïðîäîëüíîãî ðàñòÿæåíèÿ èìååò ìåñòî çàêðó÷èâàíèå íà-

íî/ìèêðîòðóáîê èç îðòîðîìáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ, ò.å. îáðàòíûé ýôôåêò Ïîéíòèíãà.

Ïðè÷åì, â çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû è çíàêà óãëà õèðàëüíîñòè çàêðó÷èâàíèå ìîæåò

ìåíÿòü íàïðàâëåíèå.

Íàðÿäó ñ ëèíåéíûì ýôôåêòîì Ïîéíòèíãà êðèñòàëëè÷åñêèå íàíî/ìèêðîòðóá-

êè ÷àñòî îáíàðóæèâàþò îòðèöàòåëüíûå êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà, îêàçûâàþòñÿ àóê-

ñåòèêàìè. Ñî÷åòàíèå äâóõ ýôôåêòîâ ìîæåò äàâàòü âàæíîå äëÿ ïðèëîæåíèé ðàçíî-

îáðàçèå ðåæèìîâ äåôîðìèðîâàíèÿ òðóáîê. Ïðè ïîëîæèòåëüíîì (îòðèöàòåëüíîì)

ýôôåêòå Ïîéíòèíãà, êîãäà êðó÷åíèå âûçûâàåò óäëèíåíèå (óêîðî÷åíèå) íàíî/ìèê-

ðîòðóáîê, â îòñóòñòâèå àóêñåòè÷íîñòè áóäåò ïðîèñõîäèòü ïîïåðå÷íîå ñæàòèå (ðàñ-

øèðåíèå), è íàîáîðîò â ñëó÷àå àóêñåòè÷íîñòè.



Глава 3.

Слоистые композиты, содержащие

ауксетики

Íèæå áóäåò ðàññìîòðåíî óïðóãîå ïðîäîëüíîå ðàñòÿæåíèå òîíêîé äâóõñëîé-

íîé ïëàñòèíû èç èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ, èç êóáè÷åñêèõ è ãåêñàãîíàëüíûõ êðè-

ñòàëëîâ è òðåõñëîéíîé ïëàñòèíû èç êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè è

îòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè Ïóàññîíà. Áóäóò ïðîàíàëèçèðîâàíû îñîáåííîñòè

êàê ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà, òàê è êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà òàêèõ ñëîèñòûõ

ïëàñòèí. Òàêæå ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïðè ðàñòÿæåíèè è èçãèáå ýôôåê-

òèâíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà òðåõñëîéíîé ïëàñòèíû èç êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ

ñ ïîëîæèòåëüíûìè è îòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè Ïóàññîíà.

3.1. Тонкие двухслойные пластины из гексагональ-

ных кристаллов [39]

3.1.1. Продольное растяжение двухслойной пластины из гек-
сагональных кристаллов

Ïóñòü ïëàñòèíà ñîñòîèò èç íèæíåãî ñëîÿ 1 òîëùèíû ℎ1 è âåðõíåãî ñëîÿ 2

òîëùèíû ℎ2, çàïîëíåííûõ îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàííûìè ãåêñàãîíàëüíûìè êðèñòàë-

ëàìè, è ðàñòÿãèâàåòñÿ â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè âäîëü îñè 𝑥 (Ðèñ.3.1). Ëèíåéíàÿ

óïðóãîñòü 𝑘-ãî ñëîÿ (𝑘 = 1, 2) òîíêîé ïðÿìîóãîëüíîé äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû èç ãåê-

ñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ, ãëàâíîå êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîå íàïðàâëåíèå ñ îñüþ ñèì-

ìåòðèè 6-ãî ïîðÿäêà êîòîðûõ îðòîãîíàëüíî ïëîñêîñòè ïëàñòèíû, õàðàêòåðèçóåòñÿ

ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè ñ ïÿòüþ íåçàâèñèìûìè êîýôôèöèåíòàìè

𝑠𝑘11, 𝑠
𝑘
12, 𝑠

𝑘
13, 𝑠

𝑘
33, 𝑠

𝑘
44

227
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Ðèñ. 3.1: Ðàñòÿæåíèå ïðîäîëüíîé ñèëîé 𝑃𝑥 ïëàñòèíû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ñëîåâ 1 è

2 òîëùèíîé ℎ1 è ℎ2.

⃦⃦
𝑠𝑘𝑖𝑗
⃦⃦

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑠𝑘11 𝑠𝑘12 𝑠𝑘13 0 0 0

𝑠𝑘12 𝑠𝑘11 𝑠𝑘13 0 0 0

𝑠𝑘13 𝑠𝑘13 𝑠𝑘33 0 0 0

0 0 0 𝑠𝑘44 0 0

0 0 0 0 𝑠𝑘44 0

0 0 0 0 0 𝑠𝑘66

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑠𝑘66 = 2(𝑠𝑘11 − 𝑠𝑘12).

Çäåñü è äàëåå âåðõíèé èíäåêñ óêàçûâàåò íîìåð ñëîÿ. Äâå îñè ïðÿìîóãîëüíîé ñè-

ñòåìû êîîðäèíàò 1 è 2 ëåæàò â ïëîñêîñòè ïëàñòèíû, à îñü 3 ïåðïåíäèêóëÿðíà åé.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè îáñóæäàåìîé çäåñü è äàëåå ÷àñòíîé îðèåíòàöèè èç ãåêñà-

ãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ òîëüêî äâà îêàçûâàþòñÿ àóêñåòèêàìè (MoS2, Zn), â òî âðåìÿ

êàê ïðè ïðîèçâîëüíîé îðèåíòàöèè èõ ÷èñëî âîçðàñòàåò äî ñåìè (MoS2, Zn, C7H12,

MnAs, TiB2, Be, BeCu (2.4 at. % Cu).

Â ïðåäïîëîæåíèè îäíîðîäíîñòè äåôîðìàöèé êàæäîãî èç ñëîåâ òîíêîé ïëà-

ñòèíû â îòñóòñòâèå ñèë íà ïîâåðõíîñòÿõ ïëàñòèíû (𝜎𝑥𝑧 = 𝜎𝑦𝑧 = 𝜎𝑧𝑧 = 0) è ïðîäîëü-

íîãî åå êðó÷åíèÿ çàêîí Ãóêà îïðåäåëÿåò ñâÿçè íîðìàëüíûõ äåôîðìàöèé ñ íîðìàëü-

íûìè íàïðÿæåíèÿìè â ñëîÿõ âèäà

𝜀𝑘𝑥 = 𝑠𝑘11𝜎
𝑘
𝑥 + 𝑠𝑘12𝜎

𝑘
𝑦

𝜀𝑘𝑦 = 𝑠𝑘12𝜎
𝑘
𝑥 + 𝑠𝑘11𝜎

𝑘
𝑦 , (𝑘 = 1, 2) (3.1)

𝜀𝑘𝑧 = 𝑠𝑘13(𝜎
𝑘
𝑥 + 𝜎𝑘𝑦)

Ïðîäîëüíîå ðàñòÿæåíèå òîíêîé äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû â íàïðàâëåíèè îñè

𝑥 óäåëüíîé ñèëîé 𝑃 â îòñóòñòâèå ñèëû â îðòîãîíàëüíîì íàïðàâëåíèè â ïëîñêîñòè

ïëàñòèíû (ïðè âûáîðå åäèíè÷íîé øèðèíû ïëàñòèíû â ýòîì íàïðàâëåíèè) ïîçâîëÿåò

íàïèñàòü óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì
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ℎ1𝜎
1
𝑥 + ℎ2𝜎

2
𝑥 = 𝑃, ℎ1𝜎

1
𝑦 + ℎ2𝜎

2
𝑦 = 0. (3.2)

Ïðè æåñòêîì êîíòàêòå ñëîåâ â äâóõñëîéíîé ïëàñòèíå èìååì ðàâåíñòâî íîðìàëüíûõ

äåôîðìàöèé â ïëîñêîñòè ïëàñòèíû 𝜀1𝑥 = 𝜀2𝑥, 𝜀
1
𝑦 = 𝜀2𝑦 íà ïëîñêîñòè êîíòàêòà, òàê ÷òî

𝑠111𝜎
1
𝑥 + 𝑠112𝜎

1
𝑦 = 𝑠211𝜎

2
𝑥 + 𝑠212𝜎

2
𝑦, (3.3)

𝑠112𝜎
1
𝑥 + 𝑠111𝜎

1
𝑦 = 𝑠212𝜎

2
𝑥 + 𝑠211𝜎

2
𝑦. (3.4)

Óäîáíî ñíà÷àëà ïåðåïèñàòü ïîñëåäíþþ ñèñòåìó ÷åòûðåõ óðàâíåíèé â âèäå

óðàâíåíèé äëÿ ñóìì è ðàçíîñòåé 𝜎1
𝑥 ± 𝜎1

𝑦 , 𝜎
2
𝑥 ± 𝜎2

𝑦 , à çàòåì ïîëó÷èòü îòäåëüíûå

âûðàæåíèÿ äëÿ íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé 𝜎1
𝑥, 𝜎

1
𝑦 , 𝜎

2
𝑥, 𝜎

2
𝑦

𝜎𝑘𝑥 =
𝑃

2

(︂
1

(𝑠𝑘11 + 𝑠𝑘12)𝑆+

+
1

(𝑠𝑘11 − 𝑠𝑘12)𝑆−

)︂
,

𝜎𝑘𝑦 =
𝑃

2

(︂
1

(𝑠𝑘11 + 𝑠𝑘12)𝑆+

− 1

(𝑠𝑘11 − 𝑠𝑘12)𝑆−

)︂
,

𝑆+ ≡
2∑︁

𝑘=1

ℎ𝑘
𝑠𝑘11 + 𝑠𝑘12

, 𝑆− ≡
2∑︁

𝑘=1

ℎ𝑘
𝑠𝑘11 − 𝑠𝑘12

.

Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòè ôîðìóëû äëÿ äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû èç ãåêñàãî-

íàëüíûõ êðèñòàëëîâ íå îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìóë äëÿ ïëàñòèíû èç

êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ (ñì. ðàçäåë 3.2). Áîëåå òîãî âûðàæåíèÿ äëÿ íîðìàëüíûõ

äåôîðìàöèé 𝜀1𝑥 = 𝜀2𝑥, 𝜀
1
𝑦 = 𝜀2𝑦, ïîëó÷àåìûå ñîãëàñíî çàêîíó Ãóêà,

𝜀1𝑥 = 𝜀2𝑥 = 𝑃
𝑆+ + 𝑆−

2𝑆+𝑆−
, 𝜀1𝑦 = 𝜀2𝑦 = 𝑃

𝑆+ − 𝑆−

2𝑆+𝑆−
(3.5)

ÿâëÿþòñÿ îäèíàêîâûìè äëÿ ãåêñàãîíàëüíûõ è êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ. Ðàçëè÷èÿ

âîçíèêàþò òîëüêî äëÿ äåôîðìàöèé 𝜀𝑘𝑧 . Ïî çàêîíó Ãóêà â ñëó÷àå äâóõñëîéíîé ïëà-

ñòèíû èç ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ èìååì

𝜀𝑘𝑧 = 𝑠𝑘13(𝜎
𝑘
𝑥 + 𝜎𝑘𝑦) =

2𝑠𝑘13
𝑠𝑘11 + 𝑠𝑘12

𝑃

𝑆+

. (3.6)

Âûðàæåíèå äëÿ ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû èç ãåê-

ñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ ïðèíèìàåò ïðè ýòîì âèä

𝐸eff =
𝑃

(ℎ1 + ℎ2)𝜀1𝑥
=

1

ℎ1 + ℎ2

2𝑆+𝑆−

𝑆+ + 𝑆−
. (3.7)

Ýôôåêòèâíûå êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà ìîæíî çàïèñàòü êàê

𝜈eff𝑥𝑦 ≡ 𝜈1 eff
𝑥𝑦 = −

𝜀1𝑦
𝜀1𝑥

= 𝜈2 eff
𝑥𝑦 = −

𝜀2𝑦
𝜀1𝑥

=
𝑆+ − 𝑆−

𝑆+ + 𝑆−
, (3.8)

𝜈𝑘 eff
𝑥𝑧 = −𝜀

𝑘
𝑧

𝜀1𝑥
= − 𝑠𝑘13

𝑠𝑘11 + 𝑠𝑘12

2𝑆−

𝑆+ + 𝑆−
. (3.9)
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Â ÷àñòíîì ñëó÷àå äâóõñëîéíûõ ïëàñòèíîê ñî ñëîÿìè îäèíàêîâîé òîëùèíû

ℎ = ℎ1 = ℎ2 ýôôåêòèâíûå êîýôôèöèåíòû íå áóäóò çàâèñåòü îò òîëùèíû ïëàñòèíû

𝐸eff =
𝑇+𝑇−
𝑇+ + 𝑇−

, (3.10)

𝜈eff𝑥𝑦 =
𝑇+ − 𝑇−
𝑇+ + 𝑇−

, 𝜈𝑘 eff
𝑥𝑧 = − 𝑠𝑘13

𝑠𝑘11 + 𝑠𝑘12

2𝑇−
𝑇+ + 𝑇−

. (3.11)

Çäåñü ââåäåíî ñëåäóþùåå ñîêðàùåííîå îáîçíà÷åíèå

𝑇+ ≡
2∑︁

𝑘=1

1

𝑠𝑘11 + 𝑠𝑘12
, 𝑇− ≡

2∑︁
𝑘=1

1

𝑠𝑘11 − 𝑠𝑘12
. (3.12)

3.1.2. Эффективные модули Юнга и коэффициенты Пуас-
сона двухслойных пластин для различных гексагональ-
ных кристаллов (ауксетиков и неауксетиков)

Äëÿ èñõîäíûõ îäíîñëîéíûõ ïëàñòèí èç ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ, èç êîòî-

ðûõ îáðàçóþòñÿ äâóõñëîéíûå ïëàñòèíû, ìîäóëè Þíãà è êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà

îïðåäåëÿþòñÿ áîëåå ïðîñòûìè âûðàæåíèÿìè ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ïîäàòëèâîñòè

𝐸𝑘 =
1

𝑠𝑘11
, 𝜈𝑘𝑥𝑦 = −𝑠

𝑘
12

𝑠𝑘11
, 𝜈𝑘𝑥𝑧 = −𝑠

𝑘
13

𝑠𝑘11
(3.13)

Èñïîëüçóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, ôîðìóëó äëÿ ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà äâóõñëîé-

íîé ïëàñòèíû èç ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî ïåðåïèñàòü â

ñëåäóþùåì óäîáíîì âèäå

𝐸eff = 𝛼⟨𝐸⟩, ⟨𝐸⟩ ≡ ℎ1𝐸
1 + ℎ2𝐸

2

ℎ1 + ℎ2
, (3.14)

𝛼 ≡ 1 +
𝜆

1 + 𝜆

(𝜈1𝑥𝑦 − 𝜈2𝑥𝑦)
2

𝜆[1 − (𝜈2𝑥𝑦)
2] + [1 − (𝜈1𝑥𝑦)

2]
, 𝜆 ≡ ℎ1𝐸

1

ℎ2𝐸2
. (3.15)

Â èçâåñòíîì ¾ïðàâèëå ñìåñåé¿ ñ îáúåìíûì îñðåäíåíèåì Ôîéãòà äëÿ ïðîäîëü-

íîé äâóõñëîéíîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû 𝑋 · 𝑌 èìååì

⟨𝐸⟩ =
𝐸1𝑉1 + 𝐸2𝑉2
𝑉1 + 𝑉2

=
𝐸1ℎ1 + 𝐸2ℎ2
ℎ1 + ℎ2

, 𝑉𝑘 = ℎ𝑘𝑋𝑌. (3.16)

òàê ÷òî ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà äëÿ ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà (3.14) â îáùåì ñëó-

÷àå ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ íå ñëåäóåò ïðàâèëó ñìåñåé. Áîëåå òîãî îí âñåãäà

ïðåâîñõîäèò ïðåäñêàçàíèÿ ïî ýòîìó ïðàâèëó. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî òðåáîâàíèþ

êðèñòàëëè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òàêèõ êðèñòàëëîâ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå

îãðàíè÷åíèÿ íà êîýôôèöèåíòû ïîäàòëèâîñòè
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𝑠11 > 0, 𝑠11 > 𝑠12 > −𝑠11, 𝑠44 > 0, 𝑠33(𝑠11 + 𝑠12) > 2𝑠213. (3.17)

÷òî ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâàì äëÿ ìîäóëåé Þíãà è êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà

𝐸𝑘 > 0, (𝜈𝑘𝑥𝑦)
2 < 1. (3.18)

Ýòè íåðàâåíñòâà ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òî êîýôôèöèåíò 𝛼, âõîäÿùèé ìíîæèòå-

ëåì â ôîðìóëó äëÿ ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà, áóäåò âñåãäà áîëüøå åäèíèöû, çà

èñêëþ÷åíèåì ïðåäåëüíîãî ñëó÷àÿ 𝜈1𝑥𝑦 = 𝜈2𝑥𝑦. Èç ïîëó÷åííîé ôîðìóëû (3.15) ìîæíî

âèäåòü, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà 𝜆 ýòîò ìíîæèòåëü âîçðàñòàåò

ñ óâåëè÷åíèåì ðàçíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà ñëîåâ äëÿ ïàðû

íåàóêñåòèêîâ è äëÿ êîìáèíàöèè àóêñåòèê-íåàóêñåòèê. Âìåñòå ñ òåì ïðè íåáîëüøèõ

ðàçëè÷èÿõ ïàð èñõîäíûõ êðèñòàëëîâ ïî ìîäóëÿì Þíãà è êîýôôèöèåíòàì Ïóàññîíà

òî÷íîñòü ïðåäñêàçàíèÿ ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà ïî ïðàâèëó ñìåñåé îêàçûâàåòñÿ

âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíîé.

Ýôôåêòèâíûå êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà 𝜈eff𝑥𝑦 , 𝜈
1 eff
𝑥𝑧 , 𝜈2 eff

𝑥𝑧 ìîæíî çàïèñàòü â âè-

äå ñëåäóþùåé çàâèñèìîñòè îò êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè è òîëùèí, ñîñòàâëÿþ-

ùèõ äâóõñëîéíóþ ïëàñòèíó ãåêñàãîíàëüíûõ ñëîåâ,

𝜈eff𝑥𝑦 = − ℎ1𝑠
1
12 [(𝑠211)

2 − (𝑠212)
2] + ℎ2𝑠

2
12 [(𝑠111)

2 − (𝑠112)
2]

ℎ1𝑠111 [(𝑠211)
2 − (𝑠212)

2] + ℎ2𝑠211[(𝑠
1
11)

2 − (𝑠112)
2]
, (3.19)

𝜈1 eff
𝑥𝑧 = −𝑠113

(𝑠211 + 𝑠212)[ℎ1(𝑠
2
11 − 𝑠212) + ℎ2(𝑠

1
11 − 𝑠112)]

ℎ1𝑠111[(𝑠
2
11)

2 − (𝑠212)
2] + ℎ2𝑠211[(𝑠

1
11)

2 − (𝑠112)
2]
, (3.20)

𝜈2 eff
𝑥𝑧 = −𝑠213

(𝑠111 + 𝑠112)[ℎ1(𝑠
2
11 − 𝑠212) + ℎ2(𝑠

1
11 − 𝑠112)]

ℎ1𝑠111[(𝑠
2
11)

2 − (𝑠212)
2] + ℎ2𝑠211[(𝑠

1
11)

2 − (𝑠112)
2]
, (3.21)

èëè êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà èñõîäíûõ ãåêñàãîíàëüíûõ ñëîåâ 𝜈1𝑥𝑦, 𝜈
2
𝑥𝑦 è áåçðàçìåð-

íîãî êîìïëåêñà 𝜆, ñîñòàâëåííîãî èç îòíîøåíèé òîëùèí è ìîäóëåé Þíãà ñëîåâ

𝜈eff𝑥𝑦 =
𝜈1𝑥𝑦𝜆[1 − (𝜈2𝑥𝑦)

2] + 𝜈2𝑥𝑦[1 − (𝜈1𝑥𝑦)
2]

𝜆[1 − (𝜈2𝑥𝑦)
2] + 1 − (𝜈1𝑥𝑦)

2
, (3.22)

𝜈1 eff
𝑥𝑧 = 𝜈1𝑥𝑧(1 − 𝜈2𝑥𝑦)

𝜆(1 + 𝜈2𝑥𝑦) + 1 + 𝜈1𝑥𝑦
𝜆[1 − (𝜈1𝑥𝑦)

2] + 1 − (𝜈2𝑥𝑦)
2
, (3.23)

𝜈2 eff
𝑥𝑧 = 𝜈2𝑥𝑧(1 − 𝜈1𝑥𝑦)

𝜆(1 + 𝜈2𝑥𝑦) + 1 + 𝜈1𝑥𝑦
𝜆[1 − (𝜈1𝑥𝑦)

2] + 1 − (𝜈2𝑥𝑦)
2
. (3.24)

Ñèììåòðèÿ ïîëó÷åííûõ çäåñü ôîðìóë (3.22), (3.23), (3.24) ñîñòîèò â ñîâîêóïíîñòè

çàìåí 𝜆↔ 1/𝜆, 𝜈1𝑥𝑦 ↔ 𝜈2𝑥𝑦, 𝜈
1
𝑥𝑧 ↔ 𝜈2𝑥𝑧, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îáìåíå ìåñòàìè ñëîåâ 1 è 2.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå îäèíàêîâûõ òîëùèí ñëîåâ (ℎ1 = ℎ2) è îäèíàêîâûõ ìîäó-

ëåé Þíãà â ñëîÿõ 𝐸1 = 𝐸2) ïàðàìåòð 𝜆 ðàâåí åäèíèöå è ôîðìóëà (3.22) äëÿ 𝜈eff𝑥𝑦
óïðîùàåòñÿ



ГЛАВА 3. СЛОИСТЫЕ КОМПОЗИТЫ, СОДЕРЖАЩИЕ АУКСЕТИКИ 232

𝜈eff𝑥𝑦 = 𝛽0
𝜈1𝑥𝑦 + 𝜈2𝑥𝑦

2
, 𝛽0 ≡

1 − 𝜈1𝑥𝑦𝜈
2
𝑥𝑦

1 − 0.5 [(𝜈2𝑥𝑦)
2 + (𝜈1𝑥𝑦)

2]
. (3.25)

Ïîñêîëüêó î÷åâèäíî 𝛽0 > 1, òî ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈eff𝑥𝑦 ïðåâîñ-

õîäèò ïðåäñêàçàíèå ïðàâèëà ñìåñåé Ôîéãòà äëÿ äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû ñ ðàâíû-

ìè òîëùèíàìè ñëîåâ. Ýòî ïðåâîñõîäñòâî íàèáîëåå ñóùåñòâåííî äëÿ ïëàñòèí òèïà

àóêñåòèê-íåàóêñåòèê, êàê ÿñíî èç âèäà êîýôôèöèåíòà 𝛽0.

Ïðè îäèíàêîâûõ òîëùèíàõ ñëîåâ, íî ðàçëè÷íûõ ìîäóëÿõ Þíãà äëÿ êðèñòàë-

ëîâ â äâóõ ñëîÿõ, 𝜆 = 𝐸1/𝐸2 ̸= 1 è ôîðìóëà äëÿ 𝜈eff𝑥𝑦 ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â áîëåå

îáùåì âèäå

𝜈eff𝑥𝑦 = 𝐵0

𝜈1𝑥𝑦 + 𝜈2𝑥𝑦
2

, (3.26)

𝐵0 ≡
1 − 𝜈1𝑥𝑦𝜈

2
𝑥𝑦 + (𝜆− 1)𝜈1𝑥𝑦[1 − (𝜈2𝑥𝑦)

2]/(𝜈1𝑥𝑦 + 𝜈2𝑥𝑦)

1 − 0.5 [(𝜈2𝑥𝑦)
2 + (𝜈1𝑥𝑦)

2] + 0.5(𝜆− 1)[1 − (𝜈2𝑥𝑦)
2]
. (3.27)

Òàáëèöà 3.1: Ïðèìåðû äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí ñ îäèíàêîâûìè òîëùèíàìè ñëîåâ è ãåê-

ñàãîíàëüíûì íåàóêñåòèêîì Mg (𝐸1 = 45.5 ÃÏà, 𝜈1𝑥𝑦 = 0.355) â ïåðâîì ñëîå, êîòîðûå

õàðàêòåðèçóþòñÿ áîëüøèìè îòêëîíåíèÿìè çíà÷åíèÿìè ýôôåêòèâíîãî ïðîäîëüíîãî

êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈eff𝑥𝑦 îò çíà÷åíèé ïðåäñêàçàííûõ ïðàâèëîì ñìåñåé.

Ãåêñàãîíàëüíûå êðèñòàëëû 𝐸2, 𝜈2𝑥𝑦 𝐸eff , 𝛼 𝜈eff𝑥𝑦 𝐵0

âî 2-ì ñëîå ÃÏà ÃÏà

BN3 138 0.548 92.4 1.008 0.508 1.125

RbNiCl3 28.1 0.115 37.3 1.014 0.270 1.149

Cd 80.6 0.097 64.1 1.017 0.197 0.874

UPt3 200 0.195 123 1.004 0.227 0.826

SiC 481 0.178 264 1.003 0.195 0.731

ZrO at 24% O 159 0.095 103 1.013 0.159 0.706

C (ãðàôèò) 1020 0.163 534 1.002 0.172 0.666

Be 290 0.081 169 1.010 0.123 0.562

Zn 122 −0.073 86.9 1.098 0.055 0.387

MoS2 209 −0.282 136 1.067 −0.164 −4.54

Òåïåðü íîâûé êîýôôèöèåíò 𝐵0 íå îáÿçàòåëüíî ïðåâîñõîäèò åäèíèöó. Îäíàêî, äëÿ

ìíîãèõ ïàð ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè Ïóàñ-

ñîíà ìíîæèòåëü 𝐵0 äàæå ïðè íåðàâíûõ ìîäóëÿõ Þíãà ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò åäèíèöû

è ïðàâèëî ñìåñåé Ôîéãòà âûïîëíÿåòñÿ ñ óäîâëåòâîðèòåëüíîé òî÷íîñòüþ. Íàïðèìåð,

äëÿ äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí ñ êðèñòàëëîì Mg (𝐸1 = 45.5 ÃÏà, 𝜈1𝑥𝑦 = 0.219) â îäíîì
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Òàáëèöà 3.2: Ïðèìåðû äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí ñ îäèíàêîâûìè òîëùèíàìè ñëîåâ è ãåê-

ñàãîíàëüíûì íåàóêñåòèêîì Ti (𝐸1 = 103.2 ÃÏà, 𝜈2𝑥𝑦 = 0.486) â ïåðâîì ñëîå, êîòîðûå

õàðàêòåðèçóþòñÿ áîëüøèìè îòêëîíåíèÿìè çíà÷åíèÿìè ýôôåêòèâíîãî ïðîäîëüíîãî

êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈eff𝑥𝑦 îò çíà÷åíèé ïðåäñêàçàííûõ ïðàâèëîì ñìåñåé.

Ãåêñàãîíàëüíûå êðèñòàëëû 𝐸2, 𝜈2𝑥𝑦 𝐸eff , 𝛼 𝜈eff𝑥𝑦 𝐵0

âî 2-ì ñëîå ÃÏà ÃÏà

MoS2 209 −0.282 181 1.16 0.004 0.04

C (ãðàôèò) 1020 0.163 568 1.01 0.200 0.616

SiC 480 0.178 297 1.02 0.244 0.734

Be 290 0.081 204 1.04 0.209 0.738

WC 595 0.280 352 1.01 0.316 0.824

CaMg2 49.8 0.234 77.7 1.02 0.420 1.15

Hf 58.3 0.145 83.1 1.03 0.382 1.21

MnAs 38.5 0.077 72.2 1.02 0.419 1.235

RbNiCl3 28.9 0.115 67.3 1.03 0.422 1.40

CdMg at. 14.01% Mg 47.8 0.005 79.6 1.05 0.360 1.47

ñëîå è äëÿ êàêîãî-ëèáî èç 170 íåàóêñåòè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ, óêàçàííûõ â ñïðàâî÷-

íèêå [172], âî âòîðîì ñëîå êîýôôèöèåíò 𝐵0 îòëè÷àåòñÿ îò åäèíèöû ìåíåå, ÷åì íà

äåñÿòü ïðîöåíòîâ, â áîëåå ñòà òðèäöàòè ñëó÷àÿõ. Òîëüêî â òðåõ ñëó÷àÿõ 𝐵0 > 1.1,

à â îñòàëüíûõ òðèäöàòè - 𝐵0 < 0.9. Â Òàáë.3.1 ïðèâåäåíû ïðèìåðû äâóõñëîéíûõ

ïëàñòèí ñ Mg â 1-îì ñëîå è êðèñòàëëàìè èç âòîðîãî ñëîÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè 𝐵0, îò-

ëè÷àþùèìèñÿ îò åäèíèöû áîëåå, ÷åì íà äåñÿòü ïðîöåíòîâ. Ñðåäè íèõ âûäåëÿþòñÿ

äâóõñëîéíûå ïëàñòèíû ñ êðèñòàëëàìè Zn, MoS2 âî âòîðîì ñëîå, èìåþùèìè îòðè-

öàòåëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà. Àíàëîãè÷íî â ñëó÷àå ïëàñòèí c êðèñòàëëîì Ti

(𝐸1 = 103.2 ÃÏà, 𝜈1𝑥𝑦 = 0.486) ñ áîëüøèì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà â îäíîì ñëîå

è îêîëî ñîðîêà ðàçëè÷íûõ êðèñòàëëîâ â äðóãîì ñëîå êîýôôèöèåíò 𝐵0 îòëè÷àåòñÿ

îò åäèíèöû áîëüøå, ÷åì íà äåñÿòü ïðîöåíòîâ. Íåðàâåíñòâî 𝐵0 > 1.1 âûïîëíÿåò-

ñÿ òîãäà ïðèìåðíî â ïîëîâèíå ñëó÷àåâ. Ïðèìåðû òàêèõ ïëàñòèí, ñîäåðæàùèõ Ti

ñî çíà÷èòåëüíûì îòëè÷èåì êîýôôèöèåíòà 𝐵0 îò åäèíèöû, ïðèâåäåíû â Òàáë.3.2.

Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå 𝐵0 = 0.04 ñîîòâåòñòâóåò ïëàñòèíå ñ äèñóëüôèäîì ìîëèáäåíà

âî âòîðîì ñëîå, îáëàäàþùèì îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà. Îêîëî 120

äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí èç ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ, â êîòîðûõ ïåðâûé ñëîé çàïîë-

íåí êðèñòàëëîì InN, êîýôôèöèåíò 𝐵0 îòëè÷àåòñÿ îò åäèíèöû ìåíåå, ÷åì íà äåñÿòü

ïðîöåíòîâ. Ëèøü â ïÿòíàäöàòè ñëó÷àÿõ 𝐵0 > 1.1, è â òðèäöàòè âîñüìè 𝐵0 < 0.9.

Ïðèíöèïèàëüíî èíàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî äëÿ äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí ïðè

ðàâíûõ òîëùèíàõ ñëîåâ ñ àóêñåòèêîì MoS2 â ïåðâîì ñëîå (𝐸1 = 209 ÃÏà, 𝜈2𝑥𝑦 =

−0.282) è ðàçíîîáðàçíûìè íåàóêñåòèêàìè âî âòîðîì. Âûÿñíèëîñü, ÷òî â ýòîì ñëó-

÷àå âñå 170 èññëåäîâàííûõ ïëàñòèí èìåþò êîýôôèöèåíò 𝐵0, îòëè÷íûé îò åäèíè-
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Òàáëèöà 3.3: Ïðèìåðû äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí ñ îäèíàêîâûìè òîëùèíàìè ñëîåâ è ãåê-

ñàãîíàëüíûì àóêñåòèêîì MoS2 (𝐸
1 = 209 ÃÏà, 𝜈2𝑥𝑦 = −0.282) â ïåðâîì ñëîå, êîòîðûå

õàðàêòåðèçóþòñÿ áîëüøèìè îòêëîíåíèÿìè çíà÷åíèÿìè ýôôåêòèâíîãî ïëîñêîñòíîãî

êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈eff𝑥𝑦 îò çíà÷åíèé ïðåäñêàçàííûõ ïðàâèëîì ñìåñåé.

Ãåêñàãîíàëüíûå êðèñòàëëû 𝐸2, 𝜈2𝑥𝑦 𝐸eff , 𝛼 𝜈eff𝑥𝑦 𝐵0

âî 2-ì ñëîå ÃÏà ÃÏà

Ho 65.4 0.281 146 1.06 −0.148 215

ZrO at 7% O 110 0.275 172 1.08 −0.091 23.7

GaSe 95.2 0.257 163 1.07 −0.115 9.12

CaMg2 49.8 0.134 135 1.04 −0.185 7.63

GaS 111 0.256 172 1.16 −0.097 7.39

RbMnCl3 35.3 0.318 128 1.05 −0.194 −10.9
Ru 479 0.278 369 1.07 0.107 −43.5
Dy 62.5 0.288 144 1.06 −0.151 −59.5
Tb-50% Ho 61.0 0.287 143 1.06 −0.154 −73.9
WC 595 0.28 429 1.07 0.133 −100

öû áîëåå, ÷åì íà äåñÿòü ïðîöåíòîâ. Äëÿ ïÿòèäåñÿòè ïëàñòèí íàéäåíî 𝐵0 > 1.1,

à äëÿ îñòàëüíûõ ñòà äâàäöàòè îêàçàëîñü 𝐵0 < 0.9 (ñ îòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿ-

ìè, â ÷àñòíîñòè). Îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè íåêîòîðûõ òàêèõ ïëàñòèí ñ áîëüøèìè

çíà÷åíèÿìè |𝐵0| ïðèâåäåíû â Òàáë.3.3. Áîëüøèíñòâî äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí ñ àóêñå-

òèêîì MoS2 â îäíîì èç ñëîåâ îêàçûâàþòñÿ àóêñåòèêàìè. Îêîëî ñòà ñîðîêà ïëàñòèí

èìåþò îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈eff𝑥𝑦 . Äåñÿòîê òàêèõ äâóõñëîéíûõ ïëà-

ñòèí èìåþò ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà, ïðåâîñõîäÿùèé ìîäóëè Þíãà êðèñòàëëîâ

â îáîèõ ñëîÿõ (𝐸eff > 𝐸1, 𝐸2), ÷òî çàâåäîìî íåâîçìîæíî ïðè ñïðàâåäëèâîñòè ïðà-

âèëà ñìåñåé ïî Ôîéãòó. Äâóõñëîéíûå ïëàñòèíû ñ áîëåå ñëàáûì àóêñåòèêîì Zn â

ïåðâîì ñëîå (𝐸1 = 121.7 ÃÏà, 𝜈1𝑥𝑦 = −0.073) èìåþò ëèøü â äâàäöàòè ñëó÷àÿõ îòðè-

öàòåëüíûé ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈eff𝑥𝑦 . ×òî êàñàåòñÿ êîýôôèöèåíòà

𝐵0, òî îí îòëè÷àåòñÿ îò åäèíèöû áîëüøå, ÷åì íà äåñÿòü ïðîöåíòîâ â ñòà ïÿòèäåñÿòè

ñëó÷àÿõ. Â äåâÿíîñòî ñëó÷àÿõ îòëè÷èå ïðåâîñõîäèò äâàäöàòü ïðîöåíòîâ.

Âñå ïðåäûäóùèå ÷èñëåííûå îöåíêè êàñàëèñü ïëàñòèí ñ îäèíàêîâîé òîëùè-

íîé ñëîåâ. Îáñóäèì òåïåðü èçìåí÷èâîñòü ýôôåêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê äâóõñëîéíûõ

ïëàñòèí ïðè íåêîòîðûõ âûáîðàõ ïàð ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ ñ èçìåíåíèåì îòíî-

øåíèÿ òîëùèí ñëîåâ ℎ1/ℎ2, è òåì ñàìûì èçìåíåíèåì ïàðàìåòðà 𝜆 = (𝐸1/𝐸2)ℎ1/ℎ2.

Â ÷àñòíîñòè, ñîâìåùåíèå àóêñåòèêîâ è íåàóêñåòèêîâ â äâóõñëîéíûõ ïëàñòèíàõ ïîç-

âîëÿåò óïðàâëÿòü ïîëó÷åíèåì ïëàñòèí ñ êîíòðîëèðóåìûìè îòðèöàòåëüíûìè êîýô-

ôèöèåíòàìè Ïóàññîíà ñ ïîìîùüþ ïîäáîðà ñëîåâ ñ ðàçëè÷íûì îòíîøåíèåì òîëùèí.

Ïðîàíàëèçèðóåì îñîáåííîñòè óïðóãîãî ïîâåäåíèÿ äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí ñ

àóêñåòèêîì MoS2 â ïåðâîì ñëîå. Ïðèìåð äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû âèäà MoS2-GaN
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Ðèñ. 3.2: Çàâèñèìîñòè ýôôåêòèâíîãî ïðîäîëüíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈eff𝑥𝑦 (a)

è ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà 𝐸eff (á) îò îòíîøåíèÿ òîëùèí ñëîåâ äâóõñëîéíîé

ïëàñòèíû MoS2-GaN ñ íà÷àëüíûìè óïðóãèìè õàðàêòåðèñòèêàìè êðèñòàëëîâ 𝜈1𝑥𝑦,

𝐸1, 𝜈2𝑥𝑦, 𝐸
2.

ïîêàçûâàåò, ÷òî ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ïëàñòèíû 𝜈eff𝑥𝑦 áûñòðî ïàäàåò

ñ ðîñòîì îòíîøåíèÿ òîëùèí ñëîåâ, ìåíÿÿ çíàê óæå ïðè ℎ1/ℎ2 = 0.57 (Ðèñ.3.2à).

Ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà äëÿ òàêîé ïëàñòèíû ïðè ℎ1/ℎ2 > 0.39 ïðåâîñõîäèò ìî-

äóëè Þíãà èñõîäíûõ êðèñòàëëîâ 𝐸1 = 209 ÃÏà, 𝐸2 = 196 ÃÏà. Ïðè ℎ1/ℎ2 = 1.72 îí

äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå Max𝐸eff = 215 ÃÏà (Ðèñ.3.2á). ×òî êàñàåòñÿ ýô-

ôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈1 eff
𝑥𝑧 , 𝜈2 eff

𝑥𝑧 , òî îíè ïîëîæèòåëüíû è ìîíîòîííî

ðàñòóò. Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà 𝜈2 eff

𝑥𝑧 > 𝜈2𝑥𝑧 = 0.478 > 𝜈2𝑥𝑦 > 𝜈1𝑥𝑦. Ýôôåê-

òèâíûå êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà è ìîäóëü Þíãà äëÿ äðóãîé äâóõñëîéíîé ïëàñòè-

íû MoS2-Co, ñîäåðæàùåé òîò æå àóêñåòèê MoS2 è äðóãîé íåàóêñåòèê Co, âåäóò

ñåáÿ âïîëíå àíàëîãè÷íî. Ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò 𝜈eff𝑥𝑦 áûñòðî ïàäàåò ñ ðîñòîì

îòíîøåíèÿ ℎ1/ℎ2 è ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì ïðè ℎ1/ℎ2 > 1.80, à êîýôôèöèåíòû

𝜈1 eff

𝑥𝑧 , 𝜈2 eff

𝑥𝑧 âñåãäà ïîëîæèòåëüíû è ðàñòóò. Ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà ïðåâîñõîäèò

ïðè ℎ1/ℎ2 > 0.12 ìîäóëè Þíãà îáîèõ èñõîäíûõ êðèñòàëëîâ è äîñòèãàåò ìàêñèìóìà

Max𝐸eff = 236 ÃÏà ïðè ℎ1/ℎ2 = 1.10. Ëèøü êîëè÷åñòâåííûå îòëè÷èÿ îò ïðåäûäó-

ùåãî èìåþò ìåñòî è â ñëó÷àå äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû MoS2-BN3, ýôôåêòèâíûé êî-

ýôôèöèåíò Ïóàññîíà êîòîðîé 𝜈eff𝑥𝑦 ìîíîòîííî ïàäàåò è ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì

ïðè ℎ1/ℎ2 > 1.68. Ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà ïðè ℎ1/ℎ2 > 0.96 ïðåâîñõîäèò ìîäó-

ëè Þíãà îáîèõ èñõîäíûõ êðèñòàëëîâ è äîñòèãàåò ìàêñèìóìà Max𝐸eff = 1.58𝐸2 ïðè

ℎ1/ℎ2 = 2.85. Ýôôåêòèâíûå êîýôôèöèåíòû 𝜈1 eff
𝑥𝑧 , 𝜈2 eff

𝑥𝑧 ïîëîæèòåëüíû è ìîíîòîííî

ðàñòóò. Ïðè ℎ1/ℎ2 > 0.55 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà 𝜈2 eff
𝑥𝑧 > 𝜈2𝑥𝑧 = 0.497 > 𝜈2𝑥𝑦 > 𝜈1𝑥𝑦.

Äëÿ äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû MoS2-Mg ñ òåì æå àóêñåòèêîì MoS2 è íåàêñåòèêîì Mg

èìåþòñÿ íåêîòîðûå êîëè÷åñòâåííûå è êà÷åñòâåííûå îòëè÷èÿ îò ïðåäûäóùèõ ïðèìå-

ðîâ. Ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈eff𝑥𝑦 , áûñòðî ïàäàÿ, óæå ïðè ℎ1/ℎ2 > 0.29

ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì, à ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà ìîíîòîííî ðàñòåò ñ ðî-
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ñòîì îòíîøåíèÿ ℎ1/ℎ2. Äðóãèå ýôôåêòèâíûå êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà 𝜈1 eff
𝑥𝑧 , 𝜈2 eff

𝑥𝑧

îáà ïîëîæèòåëüíû. Ïåðâûé ïàäàåò è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè áîëüøèõ îòíîøåíèÿõ

ℎ1/ℎ2, à âòîðîé ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì ýòîãî ïàðàìåòðà è ïðè ℎ1/ℎ2 > 0.30 âûïîë-

íÿþòñÿ íåðàâåíñòâà 𝜈2 eff

𝑥𝑧 > 𝜈2𝑥𝑦 = 0.355 > 𝜈2𝑥𝑧 > 𝜈1𝑥𝑦. Â ñëó÷àå äâóõñëîéíîé ïëà-

ñòèíû MoS2-C (ãðàôèò) ñ æåñòêèì íåàóêñåòèêîì âî âòîðîì ñëîå ðàçëè÷èå ìåæäó

ýôôåêòèâíûì ìîäóëåì Þíãà 𝐸eff è ìîäóëåì ⟨𝐸⟩, ðàññ÷èòàííûì ïî ïðàâèëó ñìåñåé,

îêàçûâàåòñÿ ìàëûì (𝛼 ≡ 𝐸eff/⟨𝐸⟩ < 1.055). Ðàçëè÷èå ìåæäó ýôôåêòèâíûì êîýô-

ôèöèåíòîì Ïóàññîíà 𝜈eff𝑥𝑦 , ìåíÿþùèì çíàê ïðè ℎ1/ℎ2 = 2.67, è < 𝜈𝑥𝑦 >, ìåíÿþùèì

çíàê ïðè ℎ1/ℎ2 = 0.58, ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíûì. Äðóãîé ýôôåêòèâíûé êîýôôè-

öèåíò Ïóàññîíà 𝜈1 eff

𝑥 ïîä÷èíÿåòñÿ íåðàâåíñòâàì 𝜈1 eff

𝑥𝑧 ≥ 𝜈1𝑥𝑧 = 0.584 > 𝜈2𝑥𝑦 > 𝜈1𝑥𝑦 ïðè

ℎ1/ℎ2 ≥ 0.07 è áûñòðî ðàñòåò, äîñòèãàÿ áîëüøîãî çíà÷åíèÿ 9 ïðè ℎ1/ℎ2 = 10.

Ðèñ. 3.3: Çàâèñèìîñòè ýôôåêòèâíîãî ïðîäîëüíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈eff𝑥𝑦 (a)

è ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà 𝐸eff (á) îò îòíîøåíèÿ òîëùèí ñëîåâ äâóõñëîéíîé

ïëàñòèíû MoS2-Zn ñ íà÷àëüíûìè óïðóãèìè õàðàêòåðèñòèêàìè êðèñòàëëîâ 𝜈1𝑥𝑦, 𝐸
1,

𝜈2𝑥𝑦, 𝐸
2.

Ñëó÷àé äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû ñ ïàðîé àóêñåòèêîâ MoS2-Zn çíà÷èòåëüíî îò-

ëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùèõ ïðèìåðîâ äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí ñ îäíèì àóêñåòèêîì. Â

ýòîì ñëó÷àå 𝜈eff𝑥𝑦 áûñòðî ïàäàåò ñ ðîñòîì ℎ1/ℎ2, îñòàâàÿñü âñåãäà îòðèöàòåëüíûì

(Ðèñ. 3.3a). Ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà ìîíîòîííî ðàñòåò, îñòàâàÿñü ìåíüøå ìîäó-

ëÿ Þíãà 𝐸1 = 209 ÃÏà äëÿ êðèñòàëëà MoS2 (Ðèñ. 3.3á). Ýôôåêòèâíûé êîýôôèöè-

åíò 𝜈1 eff
𝑥𝑧 ïàäàåò, à 𝜈2 eff

𝑥𝑧 ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì îòíîøåíèÿ òîëùèí ñëîåâ ℎ1/ℎ2, ïðè

ýòîì 𝜈2 eff
𝑥𝑧 > 𝜈2𝑥𝑧 > 𝜈2𝑥𝑦 > 𝜈1𝑥𝑦.

Äâà ïðèìåðà àóêñåòè÷åñêèõ ïëàñòèí ñ áîëåå ñëàáûì àóêñåòèêîì Zn è íåàóê-

ñåòèêàìè äàþò äâóõñëîéíûå ïëàñòèíû Zn-Co è Zn-Ti. Òàêèå ïëàñòèíû ïðèîáðåòàþò

îòðèöàòåëüíûé ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈eff𝑥𝑦 ëèøü ïðè áîëüøèõ çíà÷å-

íèÿõ îòíîøåíèÿ ℎ1/ℎ2 (13.0 â ïåðâîì ñëó÷àå è 7.4 âî âòîðîì). Ýôôåêòèâíûé ìîäóëü

Þíãà ìîíîòîííî ñïàäàåò îò 196 ÃÏà= 𝐸2 äî 122 ÃÏà= 𝐸1 äëÿ Zn-Co, è äîñòèãàåò

ìàêñèìóìà Max𝐸eff = 125 ÃÏà ïðè ℎ1/ℎ2 = 2.27 äëÿ Zn-Ti.
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Äâóõñëîéíûå ïëàñòèíû ñ ðàçëè÷íûìè òîëùèíàìè ñëîåâ, îáðàçîâàííûå èç

ïàð íåàêñåòèêîâ, ÷àñòî îáëàäàþò ýôôåêòèâíûìè óïðóãèìè ñâîéñòâàìè, óäîâëåòâî-

ðèòåëüíî îïèñûâàåìûìè ïðîñòûìè ïðàâèëàìè ñìåñåé. Óäîáíî äëÿ îöåíêè ýòîãî

ïîëüçîâàòüñÿ êîýôôèöèåíòîì 𝛼 äëÿ ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà, îïðåäåëÿåìûì

ïî îáùèì ôîðìóëàì (3.14), (3.15), è êîýôôèöèåíòîì 𝐵 äëÿ ýôôåêòèâíîãî êîýôôè-

öèåíòà Ïóàññîíà, îïðåäåëÿåìûì â îáùåì ñëó÷àå ñëåäóþùèì îáðàçîì (𝜈eff𝑥𝑦 çàäàåòñÿ

ôîðìóëîé (3.22))

𝜈eff𝑥𝑦 = 𝐵⟨𝜈𝑥𝑦⟩, ⟨𝜈𝑥𝑦⟩ ≡
ℎ1𝜈

1
𝑥𝑦 + ℎ2𝜈

2
𝑥𝑦

ℎ1 + ℎ2
. (3.28)

Ðèñ. 3.4: Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà 𝐵 äëÿ ýôôåêòèâíîãî ïëîñêîñòíîãî êîýôôè-

öèåíòà Ïóàññîíà è êîýôôèöèåíòà 𝛼 äëÿ ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà îò îòíîøåíèÿ

òîëùèí ñëîåâ äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû Bi2Ge3O9-BN3 (𝛼 and 𝐵 ïðåäñòàâëåíû ôîðìó-

ëàìè (3.15) è (3.28)).

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí ñ îäèíàêîâîé òîëùèíîé ñëîåâ ýòà

ôîðìóëà ïåðåõîäèò â (3.26), (3.27). Ïðèìåðû äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí InN-GaN è InN-

Ti ñ ðàçëè÷íûìè òîëùèíàìè ñëîåâ è îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèìè îòëè÷èÿìè óïðóãèõ

ñâîéñòâ èñõîäíûõ êðèñòàëëîâ (InN: 𝐸 = 104 ÃÏà, 𝜈𝑥𝑦 = 0.219; GaN: 𝐸 = 196 ÃÏà,

𝜈𝑥𝑦 = 0.180; Ti: 𝐸 = 103 ÃÏà, 𝜈𝑥𝑦 = 0.486) äåìîíñòðèðóþò íè÷òîæíûå îòëè÷èÿ

îò åäèíèöû êîýôôèöèåíòîâ 𝛼 è 𝐵. Íàéäåíî, ÷òî 1 < 𝛼 < 1.0004, 0.970 < 𝐵 < 1

ó ïëàñòèíû InN-GaN è 1 < 𝛼 < 1.022, 1 < 𝐵 < 1.043 ó ïëàñòèíû InN-Ti, ò.å.

ïðîñòîå ïðàâèëî ñìåñåé õîðîøî ðàáîòàåò â ýòèõ ñëó÷àÿõ. Ïðèìåð äâóõñëîéíîé ïëà-

ñòèíû Ba(NO2)2H2O-BaFe12O19 äåìîíñòðèðóåò, ÷òî äàæå ïðè áîëüøîì îòíîøåíèè

ìîäóëåé Þíãà äâóõ èñõîäíûõ êðèñòàëëîâ (𝐸1 = 37.0 ÃÏà, 𝐸2 = 234 ÃÏà) ïðè ìà-

ëîì ðàçëè÷èè êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà (𝜈1𝑥𝑦 = 0.39, 𝜈2𝑥𝑦 = 0.36) êîýôôèöèåíòû 𝛼

è 𝐵 ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò åäèíèöû ïðè âñåõ îòíîøåíèÿõ ℎ1/ℎ2 (1 < 𝛼 < 1.0003,

0.965 < 𝐵 < 1). Ìîæíî âèäåòü èç îáùèõ ôîðìóë (3.15), (3.22), (3.28), ÷òî ïðå-

äåëüíûé ðåçóëüòàò 𝛼 = 𝐵 = 1 ïîëó÷àåòñÿ ïðè 𝜈1𝑥𝑦 → 𝜈2𝑥𝑦 äëÿ ëþáîé âåëè÷èíû
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ïàðàìåòðà 𝜆 = ℎ1𝐸
1/ℎ2𝐸

2. Äâóõñëîéíàÿ ïëàñòèíà In2Bi-RbNiCl3 ñ îòíîñèòåëüíî

íåáîëüøèì ðàçëè÷èåì ìîäóëåé Þíãà èñõîäíûõ êðèñòàëëîâ è áîëüøèì ðàçëè÷èåì

êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà (In2Bi: 𝐸
1 = 16.4 ÃÏà, 𝜈1𝑥𝑦 = 0.716; RbNiCl3: 𝐸

2 = 28.1

ÃÏà, 𝜈2𝑥𝑦 = 0.115) õàðàêòåðèçóåòñÿ íåñêîëüêî áîëüøèìè äèàïàçîíàìè èçìåíåíèÿ

óêàçàííûõ êîýôôèöèåíòîâ: 1 < 𝛼 < 1.12, 1 < 𝐵 < 1.075, íî âñå åùå íåáîëüøèìè îò-

êëîíåíèÿìè îò ïðåäñêàçàíèé ïðàâèë ñìåñåé. Áëèçêèå óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè äâóõ

èñõîäíûõ êðèñòàëëîâ â äâóõñëîéíîé ïëàñòèíå CuCl-Al(IO3)3·2HIO3·6H2O îòðàæà-

þòñÿ â àíàëîãè÷íîì ïîâåäåíèè îáñóæäàåìûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ïîëîæåíèå ìåíÿåòñÿ

â ñëó÷àå ïëàñòèíû In2Bi-SiC ñ ñèëüíûì ðàçëè÷èåì èñõîäíûõ ìîäóëåé Þíãà è çíà-

÷èòåëüíûì ðàçëè÷èåì êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà (In2Bi: 𝐸 = 16.5 ÃÏà, 𝜈𝑥𝑦 = 0.716;

SiC: 𝐸 = 481 ÃÏà, 𝜈𝑥𝑦 = 0.178). Êîýôôèöèåíò 𝐵 èçìåíÿåòñÿ òîãäà â ãîðàçäî áî-

ëåå øèðîêîì äèàïàçîíå îò 0.45 äî åäèíèöû, ò.å. èìåþòñÿ áîëüøèå îòêëîíåíèÿ îò

ïðàâèëà ñìåñåé äëÿ ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈eff𝑥𝑦 , â òî âðåìÿ êàê äëÿ

êîýôôèöèåíòà 𝛼 ïîëó÷àåòñÿ 1 < 𝛼 < 1.10. Àíîìàëüíî áîëüøèõ âåëè÷èí ìîæåò

äîñòèãàòü ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò óïðóãîñòè 𝜈1 eff
𝑥𝑧 ñ ðîñòîì îòíîøåíèÿ ℎ1/ℎ2

(27 ïðè ℎ1/ℎ2 = 10). Â ñèòóàöèè ñ äâóõñëîéíîé ïëàñòèíîé Bi2Ge3O9-BN3, ó êîòî-

ðîé ìîäóëü Þíãà êðèñòàëëà âòîðîãî ñëîÿ 𝐸2 = 138 ÃÏà íåñêîëüêî ïðåâîñõîäèò

ìîäóëü Þíãà êðèñòàëëà ïåðâîãî ñëîÿ 𝐸1 = 98.0 ÃÏà è ðàçëè÷èå êîýôôèöèåíòîâ

Ïóàññîíà 𝜈𝑘𝑥𝑦 âåëèêî (𝜈2𝑥𝑦/𝜈
1
𝑥𝑦 ≈ 7), îòêëîíåíèå êîýôôèöèåíòà 𝛼 äëÿ ýôôåêòèâíî-

ãî ìîäóëÿ Þíãà îò åäèíèöû ìàëî (ìåíüøå 6.6 %), à îòêëîíåíèå êîýôôèöèåíòà 𝐵

äëÿ ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà îò åäèíèöû ìîæåò äîñòèãàòü 36 % ïðè

ℎ1/ℎ2 ≈ 3.74 (Ðèñ.3.4). Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷àþòñÿ äëÿ äâóõñëîéíîé ïëà-

ñòèíû Cd-BN3. ×òî êàñàåòñÿ ýôôåêòèâíûõ ïîïåðå÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà,

òî îíè âñåãäà ïîëîæèòåëüíû.

3.2. Продольное растяжение двухслойных пластин из

изотропных ауксетиков-неауксетиков и из куби-

ческих кристаллов [40]

3.2.1. Двухслойные пластины из кубических кристаллов

Ïóñòü ïëàñòèíà ñîñòîèò èç íèæíåãî ñëîÿ 1 òîëùèíû ℎ1 è âåðõíåãî ñëîÿ 2 òîë-

ùèíû ℎ2, çàïîëíåííûõ îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàííûìè êóáè÷åñêèìè êðèñòàëëàìè, è

ðàñòÿãèâàåòñÿ â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè âäîëü îñè 𝑥 (Ðèñ.3.1, ñòð.228). Óïðóãèå

ñâîéñòâà êàæäîãî èç êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ñ 𝑘 = 1 è 𝑘 = 2 îïðåäåëÿþòñÿ òðîéêàìè

íåçàâèñèìûõ ìàòðè÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè 𝑠𝑘11, 𝑠
𝑘
12, 𝑠

𝑘
44 (𝑘 = 1, 2). Îä-

íàêî ïðè ïðîäîëüíîì ðàñòÿæåíèè òîíêîé ïëàñòèíû ñ îäíîðîäíûì ïëîñêèì íàïðÿ-

æåííûì ñîñòîÿíèåì 𝜎1
𝑧 = 𝜎2

𝑧 = 0 ëèíåéíûé çàêîí Ãóêà äëÿ îáîèõ ñëîåâ ïðèíèìàåò

óïðîùåííûé âèä
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𝜀𝑘𝑥 = 𝑠𝑘11𝜎
𝑘
𝑥 + 𝑠𝑘12𝜎

𝑘
𝑦 ,

𝜀𝑘𝑦 = 𝑠𝑘11𝜎
𝑘
𝑦 + 𝑠𝑘12𝜎

𝑘
𝑥, (𝑘 = 1, 2) (3.29)

𝜀𝑘𝑧 = 𝑠𝑘12(𝜎
𝑘
𝑥 + 𝜎𝑘𝑦).

Óñëîâèÿ ñîâìåñòíîãî ðàñòÿæåíèÿ ïëàñòèí 1 è 2, óñëîâèÿ ðàâåíñòâà äåôîðìàöèé

𝜀1𝑥 = 𝜀2𝑥, 𝜀
1
𝑦 = 𝜀2𝑦 ìîæíî áëàãîäàðÿ çàêîíó Ãóêà ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

(𝑠111 ± 𝑠112)(𝜎
1
𝑥 ± 𝜎1

𝑦) = (𝑠211 ± 𝑠212)(𝜎
2
𝑥 ± 𝜎2

𝑦). (3.30)

Óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðè ðàñòÿæåíèè â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè 𝑥 ñèëîé 𝑃𝑥 äàþò

åùå äâà ñîîòíîøåíèÿ

ℎ1𝜎
1
𝑥 + ℎ2𝜎

2
𝑥 = 𝑃𝑥, ℎ1𝜎

1
𝑦 + ℎ2𝜎

2
𝑦 = 0. (3.31)

Çäåñü è äàëåå ïîïåðå÷íóþ ñòîðîíó ïëàñòèíû â íàïðàâëåíèè 𝑦 âûáèðàåì çà åäèíè÷-

íóþ äëèíó.

Èç ñèñòåìû ñîîòíîøåíèé (3.30), (3.31) äëÿ êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé â îáîèõ

ñëîÿõ ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ îòäåëüíûõ êîìïîíåíò. Â ÷àñòíîñòè, íàõîäèì

äëÿ ñëîÿ 1

𝜎1
𝑥 = 𝑃𝑥

ℎ2(𝑠
1
11𝑠

2
11 − 𝑠112𝑠

2
12) + ℎ1[(𝑠

2
11)

2 − (𝑠212)
2]

(ℎ2𝑠111 + ℎ1𝑠211)
2 − (ℎ2𝑠112 + ℎ1𝑠212)

2
, (3.32)

𝜎1
𝑦 = 𝑃𝑥

ℎ2(𝑠
1
11𝑠

2
12 − 𝑠211𝑠

1
12)

(ℎ2𝑠111 + ℎ1𝑠211)
2 − (ℎ2𝑠112 + ℎ1𝑠212)

2
. (3.33)

Ïðè ýòîì â ñèëó çàêîíà Ãóêà äëÿ êîìïîíåíòû äåôîðìàöèè 𝜀1𝑥 ñëîÿ 1, ðàâíîé êîì-

ïîíåíòå 𝜀2𝑥 äëÿ ñëîÿ 2, èìååì

𝜀1𝑥 = 𝜀2𝑥 = 𝑃𝑥𝛼, (3.34)

𝛼 =
ℎ2𝑠

2
11[(𝑠

1
11)

2 − (𝑠112)
2] + ℎ1𝑠

1
11[(𝑠

2
11)

2 − (𝑠212)
2]

(ℎ2𝑠111 + ℎ1𝑠211)
2 − (ℎ2𝑠112 + ℎ1𝑠212)

2
. (3.35)

Ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà äëÿ äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû 𝐸eff îïðåäåëÿåòñÿ

îòíîøåíèåì óäåëüíîé ðàñòÿãèâàþùåé ñèëû 𝑃𝑥/(ℎ1 + ℎ2) ê óêàçàííîé äåôîðìàöèè

(3.34)

𝐸eff =
1

𝛼(ℎ1 + ℎ2)
. (3.36)

Ýòîò ðåçóëüòàò â ÷àñòíîì ñëó÷àå äâóõ èçîòðîïíûõ ñðåä ñ ìîäóëÿìè Þíãà 𝐸𝑘 è êî-

ýôôèöèåíòàìè Ïóàññîíà 𝜈𝑘, ò.å. â ïðåäåëå 𝑠𝑘11 → 1/𝐸𝑘, 𝑠𝑘12 → −𝜈𝑘/𝐸𝑘, ñîîòâåòñòâóåò

ðåçóëüòàòó ðàáîòû [126].
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Çàêîí Ãóêà (3.29) è ôîðìóëû (3.32), (3.33) äëÿ êîìïîíåíò íàïðÿæåíèÿ â

ïåðâîì ñëîå ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ êîìïîíåíòû äåôîðìàöèè 𝜀1𝑦 â ýòîì

ñëîå, ðàâíîé òàêîé æå êîìïîíåíòå â ñëîå 2,

𝜀1𝑦 = 𝜀2𝑦 = 𝑃𝑥
ℎ2𝑠

2
12[(𝑠

1
11)

2 − (𝑠112)
2] + ℎ1𝑠

1
12[(𝑠

2
11)

2 − (𝑠212)
2]

(ℎ2𝑠111 + ℎ1𝑠211)
2 − (ℎ2𝑠112 + ℎ1𝑠212)

2
. (3.37)

Íàïðÿæåíèÿ â ñëîå 2 íàõîäÿòñÿ ïî íàïðÿæåíèÿì â ñëîå 1 ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé

(3.31)-(3.33)

𝜎2
𝑥 = 𝑃𝑥

ℎ2[(𝑠
1
11)

2 − (𝑠112)
2] + ℎ1(𝑠

1
11𝑠

2
11 − 𝑠112𝑠

2
12)

(ℎ2𝑠111 + ℎ1𝑠211)
2 − (ℎ2𝑠112 + ℎ1𝑠212)

2
, (3.38)

𝜎2
𝑦 = −𝑃𝑥

ℎ1(𝑠
1
11𝑠

2
12 − 𝑠211𝑠

1
12)

(ℎ2𝑠111 + ℎ1𝑠211)
2 − (ℎ2𝑠112 + ℎ1𝑠212)

2
. (3.39)

Íàêîíåö, ñ ïîìîùüþ (3.32), (3.33), (3.38), (3.39) è çàêîíà Ãóêà (3.29) ïîëó÷àåì ñëå-

äóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò äåôîðìàöèè 𝜀𝑧 â îáîèõ ñëîÿõ

𝜀1𝑧 = 𝑠112𝑃𝑥
ℎ2(𝑠

1
11 − 𝑠112)(𝑠

2
11 + 𝑠212) + ℎ1[(𝑠

2
11)

2 − (𝑠212)
2]

(ℎ2𝑠111 + ℎ1𝑠211)
2 − (ℎ2𝑠112 + ℎ1𝑠212)

2
, (3.40)

𝜀2𝑧 = 𝑠212𝑃𝑥
ℎ2[(𝑠

1
11)

2 − (𝑠112)
2] + ℎ1(𝑠

1
11 + 𝑠112)(𝑠

2
11 − 𝑠212)

(ℎ2𝑠111 + ℎ1𝑠211)
2 − (ℎ2𝑠112 + ℎ1𝑠212)

2
. (3.41)

Ñîîòâåòñòâóþùèå íàïðÿæåíèÿ 𝜎1
𝑧 , 𝜎

2
𝑧 ïðè ýòîì îòñóòñòâóþò.

Ïî äåôîðìàöèÿì ñëîåâ äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû îïðåäåëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû

Ïóàññîíà äëÿ íèõ

𝜈1𝑥𝑦 = −
𝜀1𝑦
𝜀1𝑥

= −
𝜀2𝑦
𝜀2𝑥

= 𝜈2𝑥𝑦, 𝜈1𝑥𝑧 = −𝜀
1
𝑧

𝜀1𝑥
, 𝜈2𝑥𝑧 = −𝜀

2
𝑧

𝜀2𝑥
= −𝜀

2
𝑧

𝜀1𝑥
.

𝜈1𝑥𝑦 = 𝜈2𝑥𝑦 = −ℎ2𝑠
2
12[(𝑠

1
11)

2 − (𝑠112)
2] + ℎ1𝑠

1
12[(𝑠

2
11)

2 − (𝑠212)
2]

ℎ2𝑠211[(𝑠
1
11)

2 − (𝑠112)
2] + ℎ1𝑠111[(𝑠

2
11)

2 − (𝑠212)
2]
, (3.42)

𝜈1𝑥𝑧 = − 𝑠112
ℎ2(𝑠

1
11 − 𝑠112)(𝑠

2
11 + 𝑠212) + ℎ1[(𝑠

2
11)

2 − (𝑠212)
2]

ℎ2𝑠211[(𝑠
1
11)

2 − (𝑠112)
2] + ℎ1𝑠111[(𝑠

2
11)

2 − (𝑠212)
2]
, (3.43)

𝜈2𝑥𝑧 = − 𝑠212
ℎ2[(𝑠

1
11)

2 − (𝑠112)
2] + ℎ1(𝑠

1
11 + 𝑠112)(𝑠

2
11 − 𝑠212)

ℎ2𝑠211[(𝑠
1
11)

2 − (𝑠112)
2] + ℎ1𝑠111[(𝑠

2
11)

2 − (𝑠212)
2]
. (3.44)

3.2.2. Двухслойные пластины из изотропных ауксетиков - неа-
уксетиков

Â ïðåäåëå èçîòðîïíûõ ñðåä èìååì 𝑠𝑘11 → 1/𝐸𝑘, 𝑠𝑘12 → −𝜈𝑘/𝐸𝑘 è âûðàæåíèÿ

äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà ìîæíî çàïèñàòü â áåçðàçìåðíîì âèäå òðåõïàðàìåò-

ðè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé îò 𝜈1, 𝜈2, 𝜆
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𝜈1𝑥𝑦 =
𝜈2[1 − (𝜈1)2] + 𝜆𝜈1[1 − (𝜈2)2]

1 − (𝜈1)2 + 𝜆[1 − (𝜈2)2]
= 𝜈2𝑥𝑦, (3.45)

𝜈1𝑥𝑧 = 𝜈1(1 − 𝜈2)
1 + 𝜈1 + 𝜆(1 + 𝜈2)

1 − (𝜈1)2 + 𝜆[1 − (𝜈2)2]
, (3.46)

𝜈2𝑥𝑧 = 𝜈2(1 − 𝜈1)
1 + 𝜈1 + 𝜆(1 + 𝜈2)

1 − (𝜈1)2 + 𝜆[1 − (𝜈2)2]
. (3.47)

Çäåñü áåçðàçìåðíûé êîìïëåêñ 𝜆 îáúåäèíÿåò îòíîøåíèå òîëùèí ñëîåâ è îòíîøåíèå

ìîäóëåé Þíãà äâóõ èçîòðîïíûõ ñðåä, çàïîëíÿþùèõ ñëîè,

𝜆 ≡ ℎ1𝐸
1

ℎ2𝐸2
. (3.48)

Ôîðìóëû (3.45)-(3.47) äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà â ñëó÷àå èçîòðîïíûõ èñõîäíûõ

ñðåä îáëàäàþò ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî îäíîâðåìåííîé çàìåíû 𝜈1 ↔ 𝜈2, 𝜆→ 𝜆−1.

Â ïðåäåëå 𝜆 = 0 êîýôôèöèåíòû 𝜈𝑥𝑦 è 𝜈
2
𝑥𝑧 ñîâïàäàþò è ðàâíû 𝜈2. Ïðè 𝜆 → ∞ êî-

ýôôèöèåíòû 𝜈𝑥𝑦 è 𝜈1𝑥𝑧 ñòðåìÿòñÿ ê 𝜈1. Â ñëó÷àå îáñóæäàåìîé çäåñü êîìáèíàöèè

àóêñåòèê-íåàóêñåòèê (𝜈1 < 0, 𝜈2 > 0) âñåãäà áóäåò 𝜈1𝑥𝑧 < 0, 𝜈2𝑥𝑧 > 0, à 𝜈𝑥𝑦 ìåíÿåò

çíàê ñ ïîëîæèòåëüíîãî íà îòðèöàòåëüíûé ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà 𝜆. Áëàãîäàðÿ èçâåñò-

íîìó òåðìîäèíàìè÷åñêîìó îãðàíè÷åíèþ −1 ≤ 𝜈1, 𝜈2 ≤ 0.5 äëÿ èçîòðîïíûõ ñðåä

ïðîèçâîäíûå êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈1𝑥𝑦 = 𝜈2𝑥𝑦, 𝜈
2
𝑥𝑧 ïî 𝜈

2 è 𝜈1𝑥𝑧 ïî 𝜈
1 äëÿ òðóáîê

îêàçûâàþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè, è èìååò ìåñòî ìîíîòîííûé ðîñò ýòèõ êîýôôèöè-

åíòîâ â äèàïàçîíàõ

−1 ≤ 𝜈1𝑥𝑦 = 𝜈2𝑥𝑦 ≤ 0.5
1 − (𝜈1)2 + 1.5𝜆𝜈1

1 − (𝜈1)2 + 0.75𝜆
≤ 0.5, (3.49)

−1 ≤ 𝜈1𝑥𝑧 ≤ 0.5(1 − 𝜈2)
1.5 + 𝜆(1 + 𝜈2)

0.75 + 𝜆[1 − (𝜈2)2]
≤ 2, (3.50)

−1 ≤ 𝜈2𝑥𝑧 ≤ 0.5(1 − 𝜈1)
1 + 𝜈1 + 1.5𝜆

1 − (𝜈1)2 + 0.75𝜆
≤ 2. (3.51)

Â èòîãå, âåðõíÿÿ ãðàíèöà êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈1𝑥𝑦, 𝜈
2
𝑥𝑦 äëÿ îáîèõ ñëîåâ äâóõ-

ñëîéíûõ òðóáîê îñòàåòñÿ ðàâíîé 1/2, ò.å. òàêîé æå, êàê ó èñõîäíûõ èçîòðîïíûõ ìà-

òåðèàëîâ, â òî âðåìÿ êàê âåðõíÿÿ ãðàíèöà äëÿ êîýôôèöèåíòîâ 𝜈1𝑥𝑧, 𝜈
2
𝑥𝑧 îêàçûâàåòñÿ

â ÷åòûðå ðàçà áîëüøåé, ÷åì ó èñõîäíûõ ìàòåðèàëîâ. Íèæíÿÿ ãðàíèöà −1 â ïðå-

äåëüíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå äëÿ îäíîãî èç çàïîëíÿþùèõ ñëîè èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ

ñ 𝜈1 = −1 (èëè 𝜈2 = −1) äîñòèãàåòñÿ äëÿ îáîèõ ñëîåâ äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû. Êðîìå

òîãî, â ñëîå, êîòîðûé çàïîëíÿåòñÿ ìàòåðèàëîì ñ 𝜈 = −1, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈𝑥𝑧
îñòàåòñÿ ðàâíûì −1. Òîãäà â äðóãîì ñëîå áóäåò 𝜈2𝑥𝑧 = 2𝜈2/(1 − 𝜈2) ïðè 𝜈1 = −1, è

𝜈1𝑥𝑧 = 2𝜈1/(1− 𝜈1) ïðè 𝜈2 = −1. Âåðõíÿÿ ãðàíèöà ýòèõ âûðàæåíèé, ðàâíàÿ 2, äîñòè-

ãàåòñÿ ïðè 𝜈2 = 1/2 èëè 𝜈1 = 1/2, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì â ñëîå (2, íàïðèìåð),

çàïîëíåííîì íåàóêñåòèêîì êîýôôèöèåíò 𝜈𝑥𝑧 ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì 𝜈2 îò íóëÿ äî
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2 íåçàâèñèìî îò âåëè÷èíû ïàðàìåòðà 𝜆, ò.å. íå çàâèñèìî îò òîëùèíû ñëîåâ è èõ

ìîäóëåé Þíãà.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå îäíîãî àóêñåòè÷åñêîãî ñ 𝜈1 = −0.5 è äðóãîãî íåñæèìàåìîãî

ñ 𝜈2 = 0.5 èñõîäíûõ èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ ïîëó÷àåì äëÿ êîýôôèöèåíòîâ 𝜈1𝑥𝑦, 𝜈
2
𝑥𝑦

𝜈1𝑥𝑦 = 𝜈2𝑥𝑦 = 0.5
1 − 𝜆

1 + 𝜆
. (3.52)

Âåëè÷èíà è çíàê ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû çàâèñÿò îò

âåëè÷èíû ïàðàìåòðà 𝜆. Îíè îêàçûâàþòñÿ îòðèöàòåëüíûìè ïðè 𝜆 > 1, îáðàùàþòñÿ

â íóëü ïðè 𝜆 = 1, è îñòàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè ïðè 1 > 𝜆 > 0. Äëÿ äâóõ äðóãèõ

êîýôôèöèåíòîâ 𝜈1𝑥𝑧, 𝜈
2
𝑥𝑧 èìååì

𝜈1𝑥𝑧 = − 𝜆

1 + 𝜆
< 0, 𝜈2𝑥𝑧 = 1.5

𝜆

1 + 𝜆
> 0, (3.53)

òàê ÷òî îäèí èç íèõ îòðèöàòåëüíûé, à äðóãîé ïîëîæèòåëüíûé íå çàâèñèìî îò âå-

ëè÷èíû ïàðàìåòðà 𝜆.

Ïðè 𝜈1 = 0

𝜈1𝑥𝑦 = 𝜈2𝑥𝑦 =
𝜈2

1 + 𝜆[1 − (𝜈2)2]
, (3.54)

𝜈1𝑥𝑧 = 0, 𝜈2𝑥𝑧 = 𝜈2
1 + 𝜆(1 + 𝜈2)

1 + 𝜆[1 − (𝜈2)2]
, (3.55)

è, ñëåäîâàòåëüíî, çíàê òðåõ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈1𝑥𝑦, 𝜈
2
𝑥𝑦 è 𝜈2𝑥𝑧 ñîâïàäàåò ñî

çíàêîì 𝜈2, à êîýôôèöèåíò 𝜈1𝑥𝑧 â ñëîå 1 îáðàùàåòñÿ â íóëü â ñîîòâåòñòâèè ñ 𝜈1 = 0

äëÿ èñõîäíîãî ìàòåðèàëà.

Ðàçëè÷èå íåñêîëüêèõ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈𝑥𝑦, 𝜈
1
𝑥𝑧, 𝜈

2
𝑥𝑧 îòðàæàåò îòñóò-

ñòâèå èçîòðîïèè äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû, ñîñòàâëåííîé èç èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ,

è óæå ïîýòîìó íåâîçìîæíîñòü ïðîñòûõ ¾ïðàâèë ñóìì¿. Â ÷àñòíîñòè, íà ýòî æå óêà-

çûâàåò ïðåâîñõîäñòâî âåðõíåé ãðàíèöû äëÿ 𝜈𝑥𝑧 â ÷åòûðå ðàçà íàä âåðõíåé ãðàíèöåé

êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà äëÿ èñõîäíûõ èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ.

Âûáèðàÿ äëÿ èëëþñòðàöèè òèïè÷íîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà èçî-

òðîïíîãî íåàóêñåòèêà 𝜈2 = 1/3, ïðåäñòàâëÿåì íà Ðèñ.3.5 âèä çàâèñèìîñòåé òðåõ

êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈𝑥𝑦 ≡ 𝜈1𝑥𝑦 = 𝜈2𝑥𝑦, 𝜈
1
𝑥𝑧, 𝜈

2
𝑥𝑧 îò êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà èñ-

õîäíîãî èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà 𝜈1 è ïàðàìåòðà 𝜆 ≡ ℎ1𝐸
1/ℎ2𝐸

2. Êîýôôèöèåíò 𝜈𝑥𝑦
ìåíÿåò çíàê ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ 𝜈1 (â ÷àñòíîñòè, ïðè 𝜈1 = −1/3, 𝜆 = 1)

è äîñòèãàåò −1 ïðè 𝜈1 = −1 è ëþáûõ 𝜆 (Ðèñ.3.5a). Êîýôôèöèåíò 𝜈1𝑥𝑧 îòðèöàòåëåí

ïðè ëþáûõ îòðèöàòåëüíûõ 𝜈1 è óáûâàåò ñ ðîñòîì
⃒⃒
𝜈1
⃒⃒
âïëîòü äî −1 ïðè 𝜈1 = −1

(Ðèñ.3.5á). Êîýôôèöèåíò 𝜈2𝑥𝑧 îêàçûâàåòñÿ â äèàïàçîíå 10 > 𝜆 > 1 ïîëîæèòåëüíûì

è òåì áîëüøèì, ÷åì ìåíüøå 𝜈1. Ïðè 𝜈1 = −1 äîñòèãàåòñÿ 𝜈2𝑥𝑧 = 1 íåçàâèñèìî îò

âåëè÷èíû 𝜆 (Ðèñ.3.5â). Ýòà åäèíè÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà ñâÿçàíà çäåñü ñ ÷àñòíûì

âûáîðîì 𝜈2 = 1/3 äëÿ íåàóêñåòè÷åñêîãî íàïîëíèòåëÿ ñëîÿ 2.
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Ðèñ. 3.5: Çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû à) 𝜈𝑥𝑦 ≡
𝜈1𝑥𝑦 = 𝜈2𝑥𝑦, á) 𝜈

1
𝑥𝑧 è â) 𝜈

2
𝑥𝑧 îò èñõîäíîãî êîýôôèöèåíòà 𝜈

1 è ñîñòàâíîãî áåçðàçìåðíîãî

ïàðàìåòðà 𝜆 ≡ ℎ1𝐸
1/ℎ2𝐸

2 ïðè 𝜈2 = 1/3 â íåóêñåòè÷åñêîì èñõîäíîì ñëîå.

Ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.35),

(3.36) â èçîòðîïíîì ïðåäåëå çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

𝐸eff

𝐸2
=

1

1 + ℎ1/ℎ2

(1 + 𝜆)2 − (𝜈1 + 𝜆𝜈2)2

1 − (𝜈1)2 + 𝜆[1 − (𝜈2)2]
. (3.56)

Ðèñ. 3.6: Çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíîãî îòíîøåíèÿ ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà è èñ-

õîäíîãî ìîäóëÿ 𝐸eff/𝐸
2 ïëàñòèíû ñî ñëîÿìè ðàâíîé òîëùèíû ïðè 𝜈2 = 1/3 îò õà-

ðàêòåðèñòèêè 𝜈1 è îòíîøåíèÿ èñõîäíûõ ìîäóëåé Þíãà êðèñòàëëîâ, îáðàçóþùèõ

äâà ñëîÿ, 𝜆 = 𝐸1/𝐸2.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïëàñòèíû ñî ñëîÿìè îäèíàêîâîé òîëùèíû (ℎ1 = ℎ2) è ïðè ÷àñòíîì

çíà÷åíèè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà äëÿ íåàóêñåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà âòîðîãî ñëîÿ

𝜈2 = 1/3 çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíîãî îòíîøåíèÿ 𝐸eff/𝐸
2 îò 𝜈1 è ïàðàìåòðà 𝜆, êîòî-

ðûé ñâîäèòñÿ â ýòîì ñëó÷àå ê îòíîøåíèþ ìîäóëåé Þíãà äëÿ äâóõ ñëîåâ, îòðàæàåò

Ðèñ.3.6. Ñ ðîñòîì 𝜆 = 𝐸1/𝐸2ðàñòåò îòíîøåíèå 𝐸eff/𝐸
2 ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ 𝜈1.
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3.2.3. Частная ориентация кубических кристаллов

Ïðè îãðàíè÷åíèè ÷àñòíîé îðèåíòàöèåé êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ𝑂𝑥 ‖[100] ,𝑂𝑦 ‖[010]

âûðàæåíèÿ äëÿ èõ ìîäóëÿ Þíãà è êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà â ñëó÷àå ðàñòÿæåíèÿ

âäîëü îñè 𝑂𝑥 ïðèíèìàþò ïðîñòîé âèä

𝐸 =
1

𝑠11
, 𝜈 = −𝑠12

𝑠11
, (3.57)

ñîâïàäàþùèé ñ âûðàæåíèÿìè äëÿ èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà. Îòðèöàòåëüíûå êîýô-

ôèöèåíòû Ïóàññîíà ïðè òàêîé îðèåíòàöèè êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ïîëó÷àþòñÿ â

îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîì ÷èñëå ñëó÷àåâ, êîãäà 𝑠12 > 0. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå

ïî óïðóãèì êîýôôèöèåíòàì äëÿ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ, ñîáðàííûå â îáøèðíîì

ñïðàâî÷íèêå [172] è â ðàáîòå [175], ïîçâîëÿþò âûäåëèòü âîçìîæíûå àóêñåòèêè ïðè

òàêîé îðèåíòàöèè (Òàáë.3.4). Ïðè ýòîì çàêëþ÷åíèå îá àóêñåòè÷íîñòè ñëåäóþùèõ

êðèñòàëëîâ Ba, FeS2, ReO3, USb, USe áàçèðóåòñÿ íà ïðîòèâîðå÷èâûõ äàííûõ. Ëèøü

îñòàëüíûå 14 êðèñòàëëîâ èç òàáëèöû îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóþòñÿ êàê àóêñåòèêè.

Ðèñ. 3.7: Çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈𝑥𝑦, 𝜈
1
𝑥𝑧, 𝜈

2
𝑥𝑧 äëÿ äâóõñëîéíîé ïëà-

ñòèíû èç a) àóêñåòè÷åñêîãî êðèñòàëëà TmSe è íåàóêñåòèêà Al è á) òîãî æå àóêñåòèêà

TmSe è áîëåå æåñòêîãî íåàóêñåòèêà W îò îòíîøåíèÿ òîëùèí ñëîåâ ℎ1/ℎ2.

Â ñëó÷àå äâóõñëîéíîé êðèñòàëëè÷åñêîé ïëàñòèíû TmSe-Al èìååì èñõîäíûå

óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè 𝜈1 = −0.54, 𝐸1 = 115 ÃÏà äëÿ àóêñåòè÷åñêîãî êðèñòàë-

ëà TmSe è 𝜈2 = 0.36, 𝐸2 = 62.5 ÃÏà äëÿ íåàóêñåòè÷åñêîãî êðèñòàëëà Al. Òîãäà

åäèíñòâåííûì ïåðåìåííûì ïàðàìåòðîì, îïðåäåëÿþùèì èçìåíåíèå êîýôôèöèåíòîâ

Ïóàññîíà 𝜈𝑥𝑦, 𝜈
1
𝑥𝑧, 𝜈

2
𝑥𝑧, ñòàíîâèòñÿ 𝜆 = 1.84ℎ1/ℎ2, ïðîïîðöèîíàëüíûé îòíîøåíèþ

òîëùèí ñëîåâ (Ðèñ.3.7à). Â ïðåäåëå î÷åíü òîíêîãî àóêñåòè÷åñêîãî ñëîÿ êîýôôèöè-

åíòû 𝜈𝑥𝑦 è 𝜈
2
𝑥𝑧 áëèçêè äðóã äðóãó è ê 𝜈2 = 0.36. Â ïðåäåëå îòíîñèòåëüíî òîëñòîãî

àóêñåòè÷åñêîãî ñëîÿ 𝜈𝑥𝑦 è 𝜈1𝑥𝑧 ñáëèæàþòñÿ è ñòðåìÿòñÿ ê 𝜈1 = −0.54. Èç ôîðìóë

(3.45)-(3.47) è èç ðèñóíêà ìîæíî âèäåòü, ÷òî 𝜈1𝑥𝑧 < 0, 𝜈2𝑥𝑧 > 0 ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ

ïàðàìåòðà 𝜆, à 𝜈𝑥𝑦 ìåíÿåò çíàê ñ ïîëîæèòåëüíîãî íà îòðèöàòåëüíûé ñ ðîñòîì 𝜆
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Òàáëèöà 3.4: Êîýôôèöèåíòû ïîäàòëèâîñòè, êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà è ìîäóëè Þí-

ãà äëÿ êóáè÷åñêèõ àóêñåòèêîâ ïðè ðàñòÿæåíèè â íàïðàâëåíèè 𝑂𝑥‖[100].

Êðèñòàëëû 𝑠11, 𝑠44, 𝑠12, 𝜈 𝐸,

ÒÏà−1 ÒÏà−1 ÒÏà−1 ÃÏà

Ba [172] 123.7 98.9 6.01 -0.05 8.08

157 105 −61 0.39 6.37

GeTe-SnTe 20 mole % GeTe [172] 9.7 8.6 0.1 −0.01 103

Sm0.9La0.1𝑆 [175] 8.14 41.6 1.25 −0.15 123

Sm0.75La0.25S [175] 14.3 35.7 5.7 −0.40 69.9

Sm0.65La0.35S [175] 19.7 27.8 6.84 −0.34 50.8

Sm0.85Tm0.75S [175] 9.45 38.5 0.28 −0.03 106

Sm0.75Tm0.25S [175] 15.3 27.0 7.05 −0.46 65.4

Sm0.75Y0.25S [172] 10.2 33.3 4.3 −0.42 98.0

18.0 33.3 12.1 −0.67 55.6

Sm0.7Y0.3S [172] 10.75 32.3 5.26 −0.49 93.0

Sm0.58Y0.42S [172] 8.12 28.8 2.44 −0.30 123

Sm0.576Y0.424S [172] 7.41 32 1.98 −0.27 135

FeS2 [172] 2.78 9.38 −0.24 0.09 360

2.56 8.79 0.31 −0.12 391

ReO3 [172] 2.09 16.4 0.03 −0.01 478

1.75 14.7 −0.02 0.01 571

SmB6 [172] 2.41 12.82 0.04 −0.02 415

Tm0.99Se [172] 7.95 37.0 3.71 −0.47 126

TmSe [172] 8.72 38.5 4.73 −0.54 115

SnTe( N[1020 cm−3] = 1.01) [172] 10.2 81.0 0.90 −0.09 98.0

USb [172] 5.16 56.2 −0.28 0.02 194

5.16 56.2 0.28 −0.02 194

6.27 50.0 -0.26 0.04 159

USe [172] 4.25 67.6 0.35 −0.08 235

5.16 62.5 0 0 194

UTe [172] 6.97 83.3 0.10 −0.01 143

ïðè îòíîñèòåëüíî òîíêîì àóêñåòè÷åñêîì ñëîå (ïðè ℎ1 = 0.29ℎ2 èëè 𝜆 = 0.53). Ýòèì

æå ïàðàìåòðîì îïðåäåëÿåòñÿ è âåëè÷èíà ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà äâóõñëîéíîé

ïëàñòèíû (Ðèñ.3.8à)

𝐸eff = 62.5 ÃÏà
1

1 + 𝜆/1.84

(1 + 𝜆)2 − (0.36𝜆− 0.54)2

1 − (0.54)2 + 𝜆[1 − (0.36)2]
. (3.58)

Ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà 𝐸eff áûñòðî ðàñòåò îò 𝐸
2 = 62.5 ÃÏà äî 𝐸1 = 1.84𝐸2 =
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Ðèñ. 3.8: Çàâèñèìîñòè îòíîøåíèé ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà äâóõñëîéíîé ïëà-

ñòèíû ê ìîäóëÿì Þíãà íåàóêñåòèêîâ (à) Al è (á) W îò îòíîøåíèÿ òîëùèí ñëîåâ

ℎ1/ℎ2.

115 ÃÏà ñ ðîñòîì îòíîøåíèÿ òîëùèí ñëîåâ ℎ1/ℎ2.

Äëÿ äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû TmSe-W ñ òåì æå àóêñåòèêîì TmSe (𝜈1 = −0.54,

𝐸1 = 115 ÃÏà) è ãîðàçäî áîëåå æåñòêèì íåàóêñåòèêîì W (𝜈2 = 0.28, 𝐸2 = 408

ÃÏà) ïàðàìåòð 𝜆 = 0.28ℎ1/ℎ2, ïðîïîðöèîíàëüíûé îòíîøåíèþ òîëùèí ñëîåâ, ñèëüíî

èçìåíÿåòñÿ. Ýòî îòðàæàåòñÿ íà çàìåäëåíèè èçìåíåíèé êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà ñ

èçìåíåíèåì òîëùèí ñëîåâ (Ðèñ.3.7á), è êîýôôèöèåíòû 𝜈1𝑥𝑦 = 𝜈2𝑥𝑦 òåïåðü ìåíÿþò çíàê

òîëüêî ïðè àóêñåòè÷åñêîì ñëîå áîëåå òîëñòîì, ÷åì ñëîé ñ íåàóêñåòèêîì, à èìåííî,

ïðè ℎ1/ℎ2 = 1.43. Äëÿ òàêîé äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû ñ âîëüôðàìîì ýôôåêòèâíûé

ìîäóëü Þíãà áûñòðî ïàäàåò îò 𝐸2 = 408 ÃÏà äî 𝐸1 = 0.28𝐸2 = 115 ÃÏà ñ ðîñòîì

îòíîøåíèÿ òîëùèí ñëîåâ ℎ1/ℎ2 (Ðèñ.3.8á).

Ïðè çàìåíå àóêñåòèêà TmSe íà àóêñåòèê Sm0.58Y0.42S ñ õàðàêòåðèñòèêàìè

𝜈1 = −0.30, 𝐸1 = 123 ÃÏà è òåõ æå íåàóêñåòèêàõ ðåçóëüòàòû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ

Ïóàññîíà äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí êà÷åñòâåííî ìàëî èçìåíÿþòñÿ.

Âàæíûå èçìåíåíèÿ ïîâåäåíèÿ ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà îáíàðóæèâàþòñÿ

â ñëó÷àå äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû Sm0.65La0.35S-Ag. Ìîäóëü Þíãà äëÿ îáîèõ ñîñòàâ-

ëÿþùèõ ïëàñòèíó êðèñòàëëîâ íåâûñîê. Äëÿ àóêñåòè÷åñêîãî êðèñòàëëà Sm0.65La0.35S

èìååì 𝜈1 = −0.34, 𝐸1 = 50.8 ÃÏà, à äëÿ êðèñòàëëà Ag èìååì óïðóãèå õàðàêòåðèñòè-

êè 𝜈2 = 0.43, 𝐸2 = 43.5 ÃÏà. Â òàêîì ñëó÷àå 𝜆 = 1.17ℎ1/ℎ2 è 𝐸eff ïðåâîñõîäèò ìîäó-

ëè Þíãà îáîèõ èñõîäíûõ ìàòåðèàëîâ 𝐸1 è 𝐸2 äëÿ ëþáûõ òîëùèí ñëîåâ (Ðèñ.3.9).

Ñíà÷àëà (ïðè ìàëûõ ℎ1/ℎ2) ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà áûñòðî ðàñòåò îò 𝐸2 äî

1.28𝐸2 (ïðè ℎ1/ℎ2 = 1.58), à çàòåì ìåäëåííî àñèìïòîòè÷åñêè ñïàäàåò ê çíà÷åíèþ

𝐸1 = 1.17𝐸2. Ñõîäíûé íåìîíîòîííûé õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ

Þíãà ñ èçìåíåíèåì îòíîñèòåëüíîé øèðèíû ñëîåâ ïëàñòèíû Sm0.65La0.35S-Th èìååò

ìåñòî äëÿ íåàóêñåòèêà Th ñ 𝜈2 = 0.39, 𝐸2 = 43.5 ÃÏà. Òàêîå ïîâåäåíèå ñíîâà ïîä-

òâåðæäàåò íåâîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ êàêèõ-ëèáî ïðàâèë ñìåñè äëÿ íàõîæäåíèÿ

ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû ñ àóêñåòèêîì.
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Ðèñ. 3.9: Çàâèñèìîñòè îòíîøåíèé ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà äâóõñëîéíîé ïëà-

ñòèíû èç a) àóêñåòè÷åñêîãî êðèñòàëëà Sm0.65La0.35S è íåàóêñåòèêà Ag è á) òîãî æå

àóêñåòèêà Sm0.65La0.35S è íåàóêñåòèêà Th îò îòíîøåíèÿ òîëùèí ñëîåâ ℎ1/ℎ2.

Ðèñ. 3.10: Çàâèñèìîñòü 𝐸eff/𝐸
2 îò à) îòíîøåíèÿ òîëùèí äâóõ ñëîåâ ñ áëèçêèìè

ìîäóëÿìè Þíãà 𝐸1 è 𝐸2 â ñëó÷àå íàïîëíÿþùèõ èõ àóêñåòèêà Sm0.65La0.35S è íåà-

óêñåòèêà ZnS, è îò á) îòíîøåíèÿ ℎ1/ℎ2 è èçìåíÿþùåãîñÿ ìîäóëÿ Þíãà 𝐸2 ÃÏà

ïðè 𝐸1 = 50.8 ÃÏà, 𝜈1 = −0.34 (Sm0.65La0.35S) â ïðåäïîëîæåíèè 𝜈2 = 0.39. Æèð-

íîé êðèâîé íà ïðîñòðàíñòâåííîì ðèñóíêå âûäåëåí ðåçóëüòàò äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ

äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû Sm0.65La0.35S-ZnS.

Âûáèðàÿ â ïàðó ê àóêñåòèêó Sm0.65La0.35S (𝜈1 = −0.34, 𝐸1 = 50.8 ÃÏà) êðè-

ñòàëë ZnS ñ áëèçêèì ìîäóëåì Þíãà (𝜈2 = 0.39, 𝐸2 = 51.3 ÃÏà), íàõîäèì, ÷òî ýô-

ôåêòèâíûé ìîäóëüÞíãà äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû Sm0.65La0.35S-ZnS â 1.15 ðàç ïðåâîñ-

õîäèò 𝐸1 è 𝐸2 ≈ 𝐸1 ïðè ℎ1 = 0.99ℎ2 (Ðèñ.3.10à). Áëèçêèé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ äëÿ

äðóãîé äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû Sm0.65La0.35S-CeSn3 c 𝐸
2 = 51.8 ÃÏà, 𝜈2 =

⃒⃒
𝜈1
⃒⃒

= 0.34

äëÿ íåàóêñåòèêà CeSn3. Íà Ðèñ.3.10á ïðåäñòàâëåíà áîëåå îáùàÿ ñèòóàöèÿ ñ çàïîë-

íåíèåì ñëîÿ 1 òàêèì æå àóêñåòèêîì, ò.å. ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ 𝜈1 = −0.34,

𝐸1 = 50.8 ÃÏà, è ñëîÿ 2 íåàóêñåòèêàìè ñ ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì êîýôôèöèåíòà
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Ïóàññîíà 𝜈1 = 0.39 è ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ìîäóëÿ Þíãà 𝐸2. Èç ýòîãî ðèñóí-

êà ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïðè 𝐸2 ≤ 30 ÃÏà ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà 𝐸eff ñ ðîñòîì

îòíîøåíèÿ ℎ1/ℎ2 ìîíîòîííî ðàñòåò îò 𝐸2äî 𝐸1, äëÿ íåàóêñåòèêîâ ñ 𝐸2 ≥ 80 ÃÏà

ïðîèñõîäèò ïàäåíèå 𝐸eff îò 𝐸2 äî 𝐸1, à â ïðîìåæóòî÷íîì äèàïàçîíå äîñòèãàåòñÿ

ìàêñèìóì ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ℎ1/ℎ2. Æèðíîé ëèíèåé íà Ðèñ.3.10á ïîêàçàíà

êðèâàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çíà÷åíèþ 𝐸2 = 51.3 ÃÏà, 𝜈2 = 0.39 (êðèñòàëë ZnS) è

îòðàæåííàÿ íà Ðèñ.3.10à.

3.3. Тонкие однородные двухслойные пластины из

кубических кристаллов с различной ориентаци-

ей слоев [41]

3.3.1. Продольное растяжение двухслойной пластины из ку-
бических кристаллов с различной ориентацией слоев

Ëèíåéíàÿ óïðóãîñòü ñëîÿ 1 òîíêîé ïðÿìîóãîëüíîé äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû èç

êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ, êîòîðûé îðèåíòèðîâàí ïî ãëàâíûì êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèì

íàïðàâëåíèÿì 1, 2, 3, îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè âèäà

⃦⃦
𝑠1𝑖𝑗
⃦⃦

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑠111 𝑠112 𝑠112 0 0 0

𝑠112 𝑠111 𝑠112 0 0 0

𝑠112 𝑠112 𝑠111 0 0 0

0 0 0 𝑠144 0 0

0 0 0 0 𝑠144 0

0 0 0 0 0 𝑠144

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Çäåñü è äàëåå âåðõíèé èíäåêñ óêàçûâàåò íîìåð ñëîÿ.

Åñëè 2-îé ñëîé ïîâåðíóò îòíîñèòåëüíî êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîé ñèñòåìû êîîð-

äèíàò â ïëîñêîñòè îñåé 1 è 2 íà óãîë 𝜒, è òåì ñàìûì îòíîñèòåëüíî 1-ãî ñëîÿ, òî

çàêîí Ãóêà áóäåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ ïðåîáðàçîâàííîé çà ñ÷åò ïîâîðîòà ìàòðèöåé

êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè

⃦⃦
𝑠2𝑖𝑗
⃦⃦

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑠211 𝑠212 𝑠213 0 0 𝑠216
𝑠212 𝑠211 𝑠213 0 0 −𝑠216
𝑠213 𝑠213 𝑠233 0 0 0

0 0 0 𝑠244 0 0

0 0 0 0 𝑠244 0

𝑠216 −𝑠216 0 0 0 𝑠266

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Ïðåîáðàçîâàííûå êîýôôèöèåíòû ïîäàòëèâîñòè 𝑠2𝑖𝑗, îòìå÷åííûå ÷åðòîé ñâåðõó, ñëå-

äóþùèì îáðàçîì çàâèñÿò îò óãëà ïîâîðîòà 𝜒 è èñõîäíûõ êîýôôèöèåíòîâ êðèñòàëëîâ

2-ãî ñëîÿ 𝑠2𝑖𝑗
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𝑠211 = 𝑠211 − 0.5∆ sin2 2𝜒, 𝑠212 = 𝑠212 + 0.5∆ sin2 2𝜒,

𝑠216 = −0.5∆ sin 4𝜒, 𝑠266 = 𝑠244 + 2∆ sin2 2𝜒, (3.59)

𝑠213 = 𝑠212, 𝑠233 = 𝑠211, 𝑠244 = 𝑠244, ∆ = 𝑠211 − 𝑠212 − 0.5𝑠244.

Ïðîäîëüíîå ðàñòÿæåíèå òîíêîé äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû ðàçëè÷íûì îáðàçîì

îðèåíòèðîâàííûõ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ óïðîùàåò ïðè îòñóòñòâèè ñèë íà âíåøíèõ

ãîðèçîíòàëüíûõ ïîâåðõíîñòÿõ íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå â îáúåìå ñëîåâ

𝜎1
13 = 𝜎1

23 = 𝜎1
33 = 0, 𝜎2

13 = 𝜎2
23 = 𝜎2

33 = 0.

Â òàêîì ñëó÷àå â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè çàêîí Ãóêà äëÿ ïðîäîëüíî

ðàñòÿãèâàåìîãî ñëîÿ 1 è ñëîÿ 2, ðàñòÿãèâàåìîãî ïîä óãëîì 𝜒 ïî îòíîøåíèþ ê êðè-

ñòàëëîãðàôè÷åñêîé îðèåíòàöèè êóáè÷åñêîãî êðèñòàëëà, ïîçâîëÿåò çàïèñàòü

𝑢111 = 𝑠111𝜎
1
11 + 𝑠112𝜎

1
22, 𝑢122 = 𝑠112𝜎

1
11 + 𝑠111𝜎

1
22,

𝑢133 = 𝑠112𝜎
1
11 + 𝑠112𝜎

1
22, 2𝑢112 = 𝑠144𝜎

1
12, 𝑢113 = 𝑢123 = 0.

𝑢211 = 𝑠211𝜎
2
11 + 𝑠212𝜎

2
22 + 𝑠216𝜎

2
12, 𝑢222 = 𝑠212𝜎

2
11 + 𝑠211𝜎

2
22 − 𝑠216𝜎

2
12,

𝑢233 = 𝑠213𝜎
2
11 + 𝑠213𝜎

2
22, 2𝑢212 = 𝑠216(𝜎

2
11 − 𝜎2

22) + 𝑠266𝜎
2
12, 𝑢213 = 𝑢223 = 0.

Çäåñü 𝑢1𝑖𝑗, 𝑢
2
𝑖𝑗 - äåôîðìàöèè äâóõ ñëîåâ. Óñëîâèÿ ñîâìåñòíîãî ðàñòÿæåíèÿ ñëîåâ äâóõ-

ñëîéíîé ïëàñòèíû 𝑢111 = 𝑢211, 𝑢
1
22 = 𝑢222, 𝑢

1
12 = 𝑢212 ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç êîìïîíåíòû

íàïðÿæåíèé

𝑠111𝜎
1
11 + 𝑠112𝜎

1
22 = 𝑠211𝜎

2
11 + 𝑠212𝜎

2
22 + 𝑠216𝜎

2
12,

𝑠112𝜎
1
11 + 𝑠111𝜎

1
22 = 𝑠212𝜎

2
11 + 𝑠211𝜎

2
22 − 𝑠216𝜎

2
12, (3.60)

𝑠144𝜎
1
12 = 𝑠216(𝜎

2
11 − 𝜎2

22) + 𝑠266𝜎
2
12.

Óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðè ðàñòÿæåíèè ñèëîé 𝑃 â íàïðàâëåíèè 1 ïðè âûáîðå åäèíè÷-

íîé øèðèíû ïëàñòèíû â íàïðàâëåíèè 2 çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

ℎ1𝜎
1
11 + ℎ2𝜎

2
11 = 𝑃, ℎ1𝜎

1
22 + ℎ2𝜎

2
22 = 0.

Çàìûêàþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ íàïðÿæåíèé ïîëó÷àåòñÿ èç îòñóòñòâèÿ êðóòÿùåãî

ìîìåíòà, ñâÿçàííîãî ñî ñäâèãîâûìè íàïðÿæåíèÿìè,

𝑀12 =

∫︁ ℎ1

0

𝜎1
12𝑧𝑑𝑧 +

∫︁ ℎ2+ℎ1

ℎ1

𝜎2
12𝑧𝑑𝑧 = 0.

Îíî â ïðèáëèæåíèè îäíîðîäíûõ ñäâèãîâûõ íàïðÿæåíèé ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé ñâÿ-

çè ìåæäó ñäâèãîâûìè íàïðÿæåíèÿìè â äâóõ ñëîÿõ
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𝜎1
12 = −ℎ2

ℎ1

(︂
2 +

ℎ2
ℎ1

)︂
𝜎2
12.

Òàêàÿ ñâÿçü ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü ñäâèãîâîå íàïðÿæåíèå â ïåðâîì ñëîå 𝜎1
12 èç ðàíåå

âûïèñàííîé ñâÿçè ìåæäó ñäâèãîâûìè è íîðìàëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè â (3.60) è

âûðàçèòü ñäâèãîâîå íàïðÿæåíèå âî âòîðîì ñëîå 𝜎2
12 ÷åðåç ðàçíîñòü íîðìàëüíûõ

íàïðÿæåíèé âî âòîðîì ñëîå

𝜎2
12 = Λ(𝜎2

11 − 𝜎2
22), Λ ≡ − ℎ21𝑠

2
16

ℎ21𝑠
2
66 + ℎ2(2ℎ1 + ℎ2)𝑠144

.

Â ñâîþ î÷åðåäü èñêëþ÷åíèå âòîðîãî ñäâèãîâîãî íàïðÿæåíèÿ èç ñèñòåìû ñî-

îòíîøåíèé (3.60) ïîçâîëÿåò íàéòè ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ñóìì è ðàçíîñòåé

íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé â êàæäîì èç ñëîåâ

𝜎1
11 + 𝜎1

22 =
𝑃

(𝑠111 + 𝑠112)𝑆+

, 𝜎2
11 + 𝜎2

22 =
𝑃

(𝑠211 + 𝑠212)𝑆+

,

𝜎2
11 − 𝜎2

22 =
𝑃

𝐻
, 𝜎1

11 − 𝜎1
22 =

𝑃

ℎ1

(︂
1 − ℎ2

𝐻

)︂
,

𝑆+ ≡ ℎ1
𝑠111 + 𝑠112

+
ℎ2

𝑠211 + 𝑠212
, 𝐻 ≡ ℎ2 + ℎ1

𝑘1 − 𝑘2
𝑠111 − 𝑠112

,

𝑘1 = 𝑠211 + 𝑠216Λ = 𝑠211 −
ℎ21(𝑠

2
16)

2

ℎ21𝑠
2
66 + ℎ2(2ℎ1 + ℎ2)𝑠144

,

𝑘2 = 𝑠212 − 𝑠216Λ = 𝑠211 +
ℎ21(𝑠

2
16)

2

ℎ21𝑠
2
66 + ℎ2(2ℎ1 + ℎ2)𝑠144

.

Èç ýòîãî íàõîäèì ñàìè íàïðÿæåíèÿ

𝜎1
11 =

𝑃

2(𝑠111 + 𝑠112)𝑆+

+
𝑃

2ℎ1

(︂
1 − ℎ2

𝐻

)︂
,

𝜎1
22 =

𝑃

2(𝑠111 + 𝑠112)𝑆+

− 𝑃

2ℎ1

(︂
1 − ℎ2

𝐻

)︂
,

𝜎2
11 =

𝑃

2(𝑠211 + 𝑠212)𝑆+

+
𝑃

2𝐻
, 𝜎2

22 =
𝑃

2(𝑠211 + 𝑠212)𝑆+

− 𝑃

2𝐻
.

è â ñâîþ î÷åðåäü ïî íàïðÿæåíèÿì ñ ïîìîùüþ çàêîíà Ãóêà ïîëó÷àåì íîðìàëüíûå

äåôîðìàöèè

𝑢111 = 𝑢211 =
𝑃

2𝑆+

+ 𝑃
𝑠111 − 𝑠112

2ℎ1

(︂
1 − ℎ2

𝐻

)︂
,

𝑢122 = 𝑢222 =
𝑃

2𝑆+

− 𝑃
𝑠111 − 𝑠112

2ℎ1

(︂
1 − ℎ2

𝐻

)︂
, (3.61)

𝑢133 = 𝑃
𝑠112

𝑠111 + 𝑠112
𝑆−1
+ , 𝑢233 = 𝑃

𝑠213
𝑠211 + 𝑠212

𝑆−1
+ .
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Îíè îïðåäåëÿþò ýôôåêòèâíûå ìîäóëü Þíãà è êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà äëÿ òîíêîé

äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû

𝐸eff =
𝑃

(ℎ1 + ℎ2)𝑢111
,

𝜈12 = −𝑢
1
22

𝑢111
= −𝑢

2
22

𝑢211
, 𝜈113 = −𝑢

1
33

𝑢111
, 𝜈213 = −𝑢

2
33

𝑢111
.

Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (3.61) íàõîäèì ñëåäóþùèå çàâèñèìîñòè ýôôåêòèâíîãî ìî-

äóëÿ Þíãà è êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà òîíêîé двухслойной пластины из раз-

личных пар кубических кристаллов îò îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ

𝐸eff =
(𝛼𝑠111 + 𝑘1)

2 − (𝛼𝑠112 + 𝑘2)
2

(𝛼 + 1)[𝑠111(𝑘
2
1 − 𝑘22) + 𝛼𝑘1((𝑠111)

2 − (𝑠112)
2)]
,

𝜈eff12 = −𝑠
1
12(𝑘

2
1 − 𝑘22) + 𝛼𝑘2[(𝑠

1
11)

2 − (𝑠112)
2]

𝑠111(𝑘
2
1 − 𝑘22) + 𝛼𝑘1[(𝑠111)

2 − (𝑠112)
2]
,

𝜈1 eff

13 = −𝑠112(𝑘1 + 𝑘2)
(𝑘1 − 𝑘2) + 𝛼(𝑠111 − 𝑠112)

𝑠111(𝑘
2
1 − 𝑘22) + 𝛼𝑘1[(𝑠111)

2 − (𝑠112)
2]
,

𝜈2 eff

13 = −𝑠213(𝑠111 + 𝑠112)
(𝑘1 − 𝑘2) + 𝛼(𝑠111 − 𝑠112)

𝑠111(𝑘
2
1 − 𝑘22) + 𝛼𝑘1[(𝑠111)

2 − (𝑠112)
2]
,

ãäå

𝛼 ≡ ℎ2
ℎ1
,

𝑘1 = 𝑠211 −
(𝑠216)

2

𝑠266 + 𝛼(2 + 𝛼)𝑠144
, 𝑘2 = 𝑠212 +

(𝑠216)
2

𝑠266 + 𝛼(2 + 𝛼)𝑠144
.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ñ äâóìÿ ðàçëè÷íî îðèåíòèðîâàííûìè ñëîÿìè (𝜒 ̸= 0) èç

îäèíàêîâûõ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè

(3.59) óïðîùàþòñÿ

𝑠1𝑖𝑗 ≡ 𝑠𝑖𝑗, 𝑠211 = 𝑠11 − 0.5∆ sin2 2𝜒, 𝑠212 = 𝑠12 + 0.5∆ sin2 2𝜒,

𝑠216 = −0.5∆ sin 4𝜒, 𝑠266 = 𝑠44 + 2∆ sin2 2𝜒, 𝑠213 = 𝑠12,

𝑠233 = 𝑠11, 𝑠244 = 𝑠44, ∆ = 𝑠11 − 𝑠12 − 0.5𝑠44.

Êàê áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî â ïîäðàçäåëå 1.2.2, óäîáíûìè áåçðàçìåðíûìè õàðàê-

òåðèñòèêàìè óïðóãèõ ñâîéñòâ êóáè÷åñêîãî êðèñòàëëà ÿâëÿþòñÿ Π è 𝛿

Π ≡ −2
𝑠12
∆
, 𝛿 ≡ ∆

𝑠11
.

Ñ èõ ïîìîùüþ ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû äëÿ ðàçëè÷íî îðèåíòèðîâàííûõ слоев из

одинаковых кубических кристаллов ìîæíî ïðåäñòàâèòü â óïðîùåííîì âèäå
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𝑠11𝐸eff =
𝑘10 − 𝑘20 + 𝛼(1 + 0.5Π𝛿)

𝑘10 − 𝑘20 + 𝛼𝑘10(1 + 0.5Π𝛿)
, (3.62)

𝜈eff12 = 𝜈1 eff

12 = 𝜈2 eff

12 = −𝛼𝑘20(1 + 0.5Π𝛿) − 0.5Π𝛿(𝑘10 − 𝑘20)

𝛼𝑘10(1 + 0.5Π𝛿) + 𝑘10 − 𝑘20
, (3.63)

𝜈eff13 = 𝜈1 eff

13 = 𝜈2 eff

13 == 0.5Π𝛿
𝛼(1 + 0.5Π𝛿) + 𝑘10 − 𝑘20
𝛼𝑘10(1 + 0.5Π𝛿) + 𝑘10 − 𝑘20

. (3.64)

𝑘10 =
𝑘1
𝑠11

= 1 − 𝜅, 𝑘20 =
𝑘2
𝑠11

= −0.5Π𝛿 + 𝜅,

𝜅 = 0.5𝛿 sin2 2𝜒

[︂
1 +

2𝛿 cos2 2𝜒

(2 − 2𝛿 + Π𝛿)(1 + 𝛼)2 + 2𝛿 sin2 2𝜒

]︂
.

Ýòè ôîðìóëû ïîêàçûâàþò, ÷òî ýôôåêòèâíûå áåçðàçìåðíûå ìîäóëè Þíãà 𝑠11𝐸eff è

êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí èç îäèíàêîâûõ ðàçëè÷íî îðèåíòè-

ðîâàííûõ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ çàâèñÿò òîëüêî îò áåçðàçìåðíûõ õàðàêòåðèñòèê

𝛼 = ℎ2/ℎ1, Π, 𝛿 è 𝜒.

3.3.2. Результаты и обсуждение

Ðèñ. 3.11: Çàâèñèìîñòè ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû 𝐸eff(𝜒)

è ìîäóëåé Þíãà 𝐸1, 𝐸2(𝜒) äëÿ äâóõ ñëîåâ, çàïîëíÿåìûõ êóáè÷åñêèì êðèñòàëëîì

InTl (25at.%Tl) ñ 𝛿 > 0 (a), à òàêæå â ñëó÷àå äðóãîãî êóáè÷åñêîãî êðèñòàëëà Li ñ

𝛿 > 0 (á) îò óãëà îòíîñèòåëüíîé îðèåíòàöèè ñëîåâ 𝜒 ïðè îòíîñèòåëüíûõ òîëùèíàõ

ñëîåâ 𝛼 ≡ ℎ2/ℎ1 = 0.1, 1, 10.

Îáñóäèì ñíà÷àëà ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû, îñíîâàííûå íà ôîðìóëàõ (3.62),

(3.63), (3.64) äëÿ äâóõñëîéíîé пластины из одинаковых различно ориентиро-

ванных кубических кристаллов с положительным коэффициентом ани-

зотропии, ýêñïåðèìåíòàëüíûå óïðóãèå êîíñòàíòû êîòîðûõ ñîáðàíû â ñïðàâî÷íè-

êå [172]. Ñðàâíåíèå ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé Þíãà 𝐸eff(𝜒) è âåëè÷èí ìîäóëåé Þí-

ãà 𝐸1, 𝐸2(𝜒) äëÿ èñõîäíûõ ñëîåâ 1 è 2 èç êóáè÷åñêîãî êðèñòàëëà InTl (25at.%Tl)
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Ðèñ. 3.12: Ðàñïîëîæåíèå íà ïëîñêîñòè áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ Π, 𝛿 êóáè÷åñêèõ

êðèñòàëëîâ, îáðàçóþùèõ äâóõñëîéíûå ïëàñòèíû ñ ýôôåêòèâíûìè ìîäóëÿìè Þíãà,

ïðåâîñõîäÿùèìè ìîäóëè Þíãà îáîèõ ñëîåâ ïðè êàêîé-ëèáî îòíîñèòåëüíîé îðèåíòà-

öèè ñëîåâ. Ñïëîøíûå êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò ãðàíèöàì óñòîé÷èâîñòè êðèñòàëëîâ.

Ðèñ. 3.13: Èçìåí÷èâîñòü êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà äâóõ èñõîäíûõ ïëàñòèí 𝜈1, 𝜈212(𝜒),

𝜈213(𝜒) è ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí 𝜈eff12 (𝜒), 𝜈eff13 (𝜒) ïðè ðàç-

ëè÷íûõ îòíîñèòåëüíûõ òîëùèíàõ ñëîåâ ïëàñòèí (𝛼 = 0.1, 1, 10), îáðàçîâàííûõ èç

êóáè÷åñêîãî êðèñòàëëà InTl (25at%Tl) ñ 𝛿 > 0.

(÷àñòè÷íûé àóêñåòèê ñ 𝛿 > 0, 1 > Π > 0) ïðè ðàçëè÷íûõ îòíîñèòåëüíûõ òîëùè-

íàõ ñëîåâ (ïðè 𝛼 =0.1, 1, 10) äàíî íà Ðèñ.3.11a. Èç ðèñóíêà ìîæíî âèäåòü, ÷òî â

íåêîòîðûõ äèàïàçîíàõ èçìåíåíèÿ óãëîâ îòíîñèòåëüíîé îðèåíòàöèè è òîëùèí ñëîåâ

êðèñòàëëà 𝜒 è 𝛼 ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû ïðåâîñõîäèò

ìîäóëè Þíãà îáîèõ ñëîåâ. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò íå ñîîòâåòñòâóåò ðåçóëüòà-

òàì, ïîëó÷àåìûì ïî èçâåñòíûì ïðàâèëàì ñìåñåé (ïî ïðàâèëó îáúåìíîãî ñðåäíåãî

Ôîéãòà). Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ îêàçûâàåòñÿ òèïè÷íîé äëÿ 57-ìè êðèñòàëëîâ ñ ïîëî-

æèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì àíèçîòðîïèè 𝛿 > 0 (Rb, K, Na, Li, CuZn(43at.%Zn),
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CuAuZn, InTl (25at.%Tl) è äð.) èç òûñÿ÷è äâóõñîò êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ, ñîáðàí-

íûõ â ñïðàâî÷íèêå [172]. Ïîëîæåíèå òàêèõ êðèñòàëëîâ ïîêàçàíî òî÷êàìè íà ïëîñ-

êîñòè áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ Π, 𝛿 â äèàïàçîíå 1.2 < 𝛿 < 1.5 âáëèçè ãðàíèöû

òåðìîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè Π𝛿 = 1 íà Ðèñ.3.12. Àíàëîãè÷íûé ïðèìåð ìîäó-

ëåé Þíãà ïëàñòèí èç êóáè÷åñêîãî êðèñòàëëà Li (÷àñòè÷íîãî àóêñåòèêà ñ 𝛿 > 0)

ïðè 𝛼 =0.1, 1, 10 äàåòñÿ íà Ðèñ.3.11á. Âìåñòå ñ òåì íàéäåíî, ÷òî äëÿ äâóõñëîéíûõ

ïëàñòèí èç ðàçëè÷íî îðèåíòèðîâàííûõ îäèíàêîâûõ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ýôôåê-

òèâíûé ìîäóëü Þíãà íå ïðåâîñõîäèò ìàêñèìóìà ìîäóëÿ Þíãà ïîâåðíóòîãî ñëîÿ,

êîòîðûé äîñòèãàåòñÿ ïðè 𝜒 = 𝜋/4. Ýôôåêòèâíûå êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà 𝜈eff12 (𝜒),

𝜈eff13 (𝜒) äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû â îáñóæäàåìîé ñèòóàöèè ðàçëè÷íî îðèåíòèðîâàííûõ

ñëîåâ èç îäèíàêîâûõ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ c 𝛿 > 0 ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò

äðóãà. Çàâèñèìîñòè, ïðåäñòàâëåííûå íà Ðèñ.3.13 äëÿ êðèñòàëëà InTl (25at.%Tl),

ÿâëÿþòñÿ òèïè÷íûìè. Ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ïëàñòèíû 𝜈eff13 (𝜒) îêà-

çûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì è âñåãäà ïðåâîñõîäèò êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà èñõîäíîãî

ïåðâîãî ñëîÿ 𝜈1. Äðóãîé ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈eff12 (𝜒) âñåãäà ìåíüøå

𝜈1, ìîæåò èçìåíÿòü çíàê è ìåíüøå êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ïîâåðíóòîé ïëàñòèíû

𝜈212(𝜒) â îïðåäåëåííûõ äèàïàçîíàõ óãëîâ ïîâîðîòà 𝜒 è îòíîøåíèé òîëùèí ñëîåâ

𝛼. Ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò 𝜈eff12 (𝜒) îêàçûâàåòñÿ òàêæå ìåíüøå êîýôôèöèåíòà

𝜈213(𝜒) äëÿ èñõîäíîãî 2-ãî ñëîÿ è êîýôôèöèåíòà 𝜈1 = 𝜈112 = 𝜈113 äëÿ èñõîäíîãî 1-ãî

ñëîÿ (êðîìå ñëó÷àåâ 𝜒 = 0 è 𝜒 = 𝜋/2). Íå óäàëîñü îáíàðóæèòü äâóõñëîéíûå ïëà-

ñòèíêè èç ðàçëè÷íî îðèåíòèðîâàííûõ îäèíàêîâûõ êðèñòàëëîâ c 𝛿 > 0, ó êîòîðûõ

ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈eff12 (𝜒) áûë ìåíüøå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà

Ïóàññîíà èñõîäíîé ïîâåðíóòîé ïëàñòèíû 𝜈212(𝜒) ïðè 𝜒 = 𝜋/4.

Ðèñ. 3.14: Ýôôåêòèâíûå ìîäóëè Þíãà äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí 𝐸eff(𝜒) è ìîäóëè Þíãà

èñõîäíûõ ñëîåâ 𝐸1, 𝐸2(𝜒) (a), è êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà 𝜈eff12 (𝜒), 𝜈eff13 (𝜒), 𝜈1, 𝜈212(𝜒),

𝜈213(𝜒) (á) ïðè ðàçëè÷íûõ òîëùèíàõ ñëîåâ (𝛼 = 0.1, 1, 10 ) è îäíîì êðèñòàëëå

Sm0.75Tm0.25S ñ 𝛿 < 0.

Ïîâåäåíèå äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí ñ различно ориентированными слоями

из одинаковых кубических кристаллов с отрицательным коэффициен-
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том анизотропии 𝛿 < 0 êàðäèíàëüíûì îáðàçîì îòëè÷àåòñÿ îò îïèñàííîãî âûøå.

Ýòî äåìîíñòðèðóþò ðåçóëüòàòû äëÿ ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé Þíãà è êîýôôèöèåíòîâ

Ïóàññîíà â ñëó÷àå êðèñòàëëà Sm0.75Tm0.25S (ïîëíîãî àóêñåòèêà ñ 𝛿 < 0, Π > 1) íà

Ðèñ.3.14. Ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû çäåñü ïðè âñåõ óãëàõ

𝜒 è îòíîñèòåëüíûõ òîëùèíàõ 𝛼 ìåíüøå ìîäóëÿ Þíãà ïåðâîãî ñëîÿ 𝐸1 è áîëüøå

ìîäóëÿ Þíãà âòîðîãî ñëîÿ 𝐸2(𝜒) (Ðèñ.3.14à). Â îòëè÷èå îò ìàêñèìóìà ýôôåê-

òèâíîãî ìîäóëÿ ïðè 𝜒 = 𝜋/4 äëÿ êðèñòàëëîâ ñ 𝛿 > 0 (Ðèñ.3.11) äëÿ êðèñòàëëà ñ

𝛿 < 0 îí äîñòèãàåò ìèíèìóìà ïðè òàêîì çíà÷åíèè 𝜒 (Ðèñ.3.14à). Âñå ýôôåêòèâíûå

êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà 𝜈eff12 (𝜒) è 𝜈eff13 (𝜒) äëÿ äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû èç êðèñòàëëà

Sm0.75Tm0.25S, îñòàâàÿñü îòðèöàòåëüíûìè, èçìåíÿþòñÿ â ïðåäåëàõ ìåæäó êîýôôè-

öèåíòàìè Ïóàññîíà 𝜈1 è 𝜈212(𝜒) äëÿ èñõîäíûõ ñëîåâ, à ïðè 𝜒 = 𝜋/4 äîñòèãàþò ìàêñè-

ìóìîâ (Ðèñ.3.14á). Òàêîå ïîâåäåíèå ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò òîãî, êîòîðîå èìååò ìåñòî

äëÿ êðèñòàëëîâ ñ 𝛿 > 0 (ñð. ñ Ðèñ.3.13).

Ðèñ. 3.15: Ýôôåêòèâíûå ìîäóëè Þíãà äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí èç êðèñòàëëîâ Al ñ

𝛿 > 0 è CuAlNi (14.5wt.%Al,3.15wt.%Ni) ñ 𝛿 > 0 (a) è èç êðèñòàëëîâ Sm0.9La0.1S ñ

𝛿 < 0 è TiV (71at.%V) ñ 𝛿 ≈ 0 (á) ïðè îäèíàêîâûõ òîëùèíàõ ñëîåâ (𝛼 = 1).

Ïîâåäåíèå äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí ñ различно ориентированными слоями

становится более разнообразным при различных кубических кристаллах

в слоях. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå îäèíàêîâûõ òîëùèí ñëîåâ (𝛼 = 1), çàïîëíåííûõ êðè-

ñòàëëè÷åñêèì íåàóêñåòèêîì Al ñ 𝛿 > 0 â ñëîå 1 è êóáè÷åñêèì êðèñòàëëîì (÷àñòè÷-

íûì àóêñåòèêîì) CuAlNi (14.5wt.%Al,3.15wt.%Ni) òàêæå ñ 𝛿 > 0 â ïîâåðíóòîì ñëîå

2, ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà ïðåâîñõîäèò ìîäóëè Þíãà êðèñòàëëîâ â îáîèõ èñõîä-

íûõ ñëîÿõ ïðè óãëàõ îòíîñèòåëüíîãî ïîâîðîòà 𝜒 òîëüêî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

𝜒 = 𝜋/4 (Ðèñ.3.15a). Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà 91.8 ÃÏà

äîñòèãàåòñÿ ïðè 𝜒 = 𝜋/4, 𝛼 = 1.02. Äëÿ äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû ñ 𝛼 = 1, çàïîëíåí-

íîé íåàóêñåòèêîì Al è íåàóêñåòèêàìè ñ 𝛿 > 0 áûë âûÿâëåí îäèí ñëó÷àé (Al-AuGa2),

êîãäà ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà ïðåâîñõîäèë ìîäóëè Þíãà êðèñòàëëîâ â îáîèõ

èñõîäíûõ ñëîÿõ â îêðåñòíîñòè 𝜒 = 𝜋/4. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîãî ìî-

äóëÿÞíãà ïðè 𝜒 = 𝜋/4 è 𝛼 = 1 ðàâíî 64.3 ÃÏà ñ ìîäóëÿìèÞíãà 𝐸1 = 62.5 ÃÏà äëÿ
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Al è 𝐸2(𝜒 = 𝜋/4) = 62.9 ÃÏà äëÿ AuGa2. Â äðóãîì ñëó÷àå äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû èç

êðèñòàëëà Sm0.9La0.1S (÷àñòè÷íîãî àóêñåòèêà ñ 𝛿 < 0 è 1 > Π > 0) â ñëîå 1 è ïîâåð-

íóòîãî êðèñòàëëè÷åñêîãî íåàóêñåòèêà TiV (71at.%V) ñ 𝛿 ≈ 0 â ñëîå 2 ýôôåêòèâíûé

ìîäóëü Þíãà ïðåâîñõîäèò ìîäóëè Þíãà îáîèõ êðèñòàëëîâ äëÿ âñåõ çíà÷åíèÿõ óãëà

𝜒 ïðè 𝛼 = 1 (Ðèñ.3.15á). Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà äëÿ

òàêîãî òèïà ïëàñòèíû 𝐸eff = 131 ÃÏà äîñòèãàåòñÿ ïðè 𝜒 = 0 è 𝛼 = 0.87. Âëèÿíèå

çíàêà êîýôôèöèåíòà àíèçîòðîïèè íà ïîâåäåíèå ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà çäåñü

î÷åâèäíî.

Ðèñ. 3.16: Ýôôåêòèâíûå êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû 𝜈eff12 (𝜒),

𝜈1 eff

13 (𝜒), 𝜈2 eff

13 (𝜒) è êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà 𝜈1, 𝜈212(𝜒), 𝜈213(𝜒) äëÿ èñõîäíûõ êóáè÷å-

ñêèõ êðèñòàëëîâ Sm0.75La0.25S è CuAlNi (14.5wt.%Al,3.15wt.%Ni) â ñëîÿõ îäèíàêîâîé

òîëùèíû (𝛼 = 1).

×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ýôôåêòèâíûå êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà

𝜈eff12 (𝜒), 𝜈1 eff

13 (𝜒) è êîýôôèöèåíò 𝜈2 eff

13 (𝜒) äëÿ äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû èç ðàçíûõ êðè-

ñòàëëîâ Sm0.75La0.25S (ïîëíîãî àóêñåòèêà ñ 𝛿 < 0, Π > 1) è CuAlNi (14.5wt.%Al,

3.15wt.%Ni) (÷àñòè÷íîãî àóêñåòèêà ñ 𝛿 > 0) ñî ñëîÿìè îäèíàêîâîé òîëùèíû (𝛼 = 1)

âåäóò ñåáÿ ïðîòèâîïîëîæíûì îáðàçîì. Ïåðâûå äâà êîýôôèöèåíòà îòðèöàòåëüíû

ïðè âñåõ 𝜒 è ìèíèìàëüíû ïðè 𝜒 = 𝜋/4, à êîýôôèöèåíò 𝜈2 eff

13 (𝜒) âñåãäà ïîëîæèòå-

ëåí è ïðè 𝜒 = 𝜋/4 äîñòèãàåò ìàêñèìóìà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò õàðàêòåðó ïîâåäåíèÿ

êîýôôèöèåíòîâ 𝜈212(𝜒), 𝜈213(𝜒) äëÿ èñõîäíîãî âòîðîãî ñëîÿ (Ðèñ.3.16).

Õîðîøåé èëëþñòðàöèåé ðàçíîîáðàçèÿ ïîâåäåíèÿ 𝐸eff(𝜒, 𝛼) äëÿ äâóõñëîéíûõ

ïëàñòèí ñî ñëîÿìè ðàçëè÷íîé òîëùèíû è ðàçëè÷íîé îðèåíòàöèè ìîæåò ñëóæèòü

ïðèìåð ïëàñòèíû èç êðèñòàëëà Sm0.65La0.35S (ïîëíîãî àóêñåòèêà ñ 𝛿 < 0, Π > 1) â

ñëîå 1 è ïîâåðíóòîãî êðèñòàëëà ñåðåáðà Ag (÷àñòè÷íîãî àóêñåòèêà ñ 𝛿 > 0) â ñëîå

2. Êàê âèäíî èç Ðèñ.3.17, ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà òàêîé äâóõñëîéíîé ïëàñòè-

íû ïðè îòíîøåíèè òîëùèí ñëîåâ 𝛼 ≡ ℎ2/ℎ1 < 3.57 (îòíîñèòåëüíî òîëñòîì ñëîå ñ

ïîâåðíóòûì êðèñòàëëîì) ïðåâîñõîäèò ìîäóëè Þíãà îáîèõ ñëîåâ â îêðåñòíîñòè çíà-
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Ðèñ. 3.17: Èçìåíåíèå ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿÞíãà 𝐸eff(𝜒) äëÿ äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû

èç êðèñòàëëà Sm0.65La0.35S â ñëîå 1 è ïîâåðíóòîãî êðèñòàëëà Ag â ñëîå 2 è ìîäó-

ëåé Þíãà èñõîäíûõ ñëîåâ 𝐸1, 𝐸2(𝜒) ñ èçìåíåíèåì óãëà ïîâîðîòà âî âòîðîì ñëîå 𝜒

è èçìåíåíèåì îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ñëîåâ 𝛼. Äëÿ êðèâîé 𝐸eff(𝜒) ïðè 𝛼 = 3.57

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 𝐸eff(𝜒 = 0) = 𝐸1.

Ðèñ. 3.18: Èçìåíåíèå ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈eff12 (𝜒) (a) è 𝜈1 eff

13 (𝜒),

𝜈2 eff

13 (𝜒) (á) äëÿ äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû èç êðèñòàëëà Sm0.65La0.35S ñ 𝛿 < 0 è êðè-

ñòàëëà Ag ñ 𝛿 > 0, è êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà èñõîäíûõ ñëîåâ 𝜈1, 𝜈212(𝜒), 𝜈213(𝜒) ñ

èçìåíåíèåì óãëà 𝜒 è ïàðàìåòðà òîëùèíû 𝛼. Íåðàâåíñòâî 𝜈eff12 (𝜒) < 0 ñïðàâåäëèâî

ïðè ëþáûõ 𝜒 è 𝛼 < 𝛼𝑐𝑟 = 0.89.

÷åíèé óãëà 𝜒, ðàâíûõ 0 è 𝜋/2. Ïðè ñëîÿõ îäèíàêîâîé òîëùèíû (𝛼 = 1) óïîìÿíóòàÿ

óãëîâàÿ îêðåñòíîñòü ñîñòàâëÿåò îêîëî 𝜋/8. ×òî êàñàåòñÿ ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöè-

åíòîâ Ïóàññîíà òàêîé äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû, òî êîýôôèöèåíò 𝜈eff12 (𝜒) ìèíèìàëåí

ïðè 𝜒 = 𝜋/4 è ëþáîì 𝛼, ìîæåò ìåíÿòü çíàê ïðè áîëüøèõ 𝛼 è îêàçûâàåòñÿ âñåãäà

îòðèöàòåëüíûì ïðè 𝛼 < 𝛼𝑐𝑟 = 0.89 (Ðèñ.3.18a). Äðóãîé ýôôåêòèâíûé êîýôôèöè-

åíò Ïóàññîíà 𝜈eff13 (𝜒) â ñëîå 1 (𝜈1 eff

13 (𝜒)) îòðèöàòåëåí ïðè ëþáûõ 𝛼 è ìèíèìàëåí ïðè
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𝜒 = 𝜋/4, à â ñëîå 2 (𝜈2 eff

13 (𝜒)) âñåãäà ïîëîæèòåëåí è ïðè 𝜒 = 𝜋/4 äîñòèãàåò ìàêñè-

ìóìà (Ðèñ.3.18á). Â ñëó÷àå äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû ñî ñëîÿìè îäèíàêîâîé òîëùèíû

(𝛼 = 1) è ðàçëè÷íîé îðèåíòàöèè èç êðèñòàëëà Sm0.65La0.35S (ïîëíîãî àóêñåòèêà ñ

𝛿 < 0, Π > 1) â ñëîå 1 è ïîâåðíóòîãî êðèñòàëëà ñåðåáðà Al (íåàóêñåòèêà ñ 𝛿 > 0) â

ñëîå 2 ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà (𝐸eff(𝜒 = 𝜋/4) = 79.8 ÃÏà) ìîæåò ïðåâîñõîäèòü

ìîäóëè Þíãà îáîèõ ñëîåâ (𝐸1 = 50.8 ÃÏà äëÿ Sm0.65La0.35S è 𝐸2(𝜒 = 𝜋/4) = 71.8

ÃÏà äëÿ Al) â îêðåñòíîñòè çíà÷åíèé óãëà 𝜒, ðàâíîãî 𝜋/4.

Äëÿ äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí èçó÷åíà áîëüøàÿ âûáîðêà â 104 ïàð èç êóáè÷å-

ñêèõ êðèñòàëëîâ Al (íåàóêñåòèê ñ 𝛿 > 0), W (íåàóêñåòèê ñ 𝛿 ≈ 0), Ca (÷àñòè÷íûé

àóêñåòèê ñ 𝛿 > 0), Ge (íåàóêñåòèê ñ 𝛿 > 0), Sm0.9La0.1S (÷àñòè÷íûé àóêñåòèê ñ

𝛿 < 0), Sm0.85Tm0.15S (÷àñòè÷íûé àóêñåòèê ñ 𝛿 < 0), Sm0.75La0.25S (ïîëíûé àóêñåòèê

ñ 𝛿 < 0), Sm0.65La0.35S (ïîëíûé àóêñåòèê ñ 𝛿 ≈ 0), Sm0.75Tm0.25S (ïîëíûé àóêñåòèê

ñ 𝛿 < 0) äëÿ ñëîÿ 1 è âñåõ îñòàëüíûõ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíû-

ìè äàííûìè èç [172,175] äëÿ ïîâåðíóòîãî ñëîÿ 2. Îáíàðóæåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî

äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí, ó êîòîðûõ ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà ïðåâîñõîäèò ìîäóëè

Þíãà èñõîäíûõ ïàð ïðè òåõ èëè èíûõ çíà÷åíèÿõ óãëà ïîâîðîòà 𝜒. Îíî ñîñòàâèëî â

÷àñòíîì ñëó÷àå ðàâíûõ òîëùèí ñëîåâ (𝛼 = 1) îêîëî 1/5 îò îáùåãî êîëè÷åñòâà ðàñ-

ñìîòðåííûõ ïàð êðèñòàëëîâ è ãëàâíûì îáðàçîì ïðè òâåðäûõ ðàñòâîðàõ ñàìàðèÿ â

ïåðâîì ñëîå.

Ðèñ. 3.19: Çàâèñèìîñòü ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà è ìîäóëåé Þíãà â äâóõ ðàçëè÷-

íûì îáðàçîì îðèåíòèðîâàííûõ ñëîÿõ äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí Mo-Cr (à) è Cr-Mo (á)

îò óãëà ïîðîòà 2-ãî ñëîÿ 𝜒 è îòíîøåíèÿ òîëùèí ñëîåâ 𝛼. Ðàçíûå ìîäóëè Þíãà îáî-

çíà÷åíû ðàçíîé øòðèõîâêîé (ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà îáîçíà÷åí áîëåå òåìíîé

øòðèõîâêîé). Ìîäóëè Þíãà äëÿ ïåðâîãî ñëîÿ îòëè÷àþòñÿ ïîñòîÿíñòâîì.

Â ñëó÷àå äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû, çàïîëíåííîé äâóìÿ íåàóêñåòè÷åñêèìè êðè-

ñòàëëàìè Mo è Cr, îáà èç êîòîðûõ èìåþò îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò àíèçîòðîïèè

𝛿 < 0, õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ çàâèñèò îò òîãî, â êàêîì

èç ñëîåâ íàõîäèòñÿ êðèñòàëë ñ áîëüøèì ìîäóëåìÞíãà, êîòîðûé ñîñòàâëÿåò 380 ÃÏà

äëÿ Mo è 328 ÃÏà äëÿ Cr (Ðèñ.3.19). Äëÿ êîìïîçèòà Mo-Cr îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåä-
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ëèâûì íåðàâåíñòâî 𝐸1 > 𝐸eff(𝜒, 𝛼) > 𝐸2(𝜒). Â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå êîìïîçèòà

Cr-Mo ñ ìåíåå æåñòêèì êðèñòàëëîì Cr â ñëîå 1 èçìåíåíèÿ ýôôåêòèâíûõ êîýôôè-

öèåíòîâ èìåþò ãîðàçäî áîëåå ñëîæíûé õàðàêòåð è, â ÷àñòíîñòè, â íåêîòîðîì äèàïà-

çîíå 𝜒 è 𝛼 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 𝐸eff(𝜒, 𝛼) > 𝐸1, 𝐸2(𝜒), ïðîòèâîðå÷àùåå ïðîñòûì

ïðàâèëàì ñìåñåé. Àíàëîãè÷íîå ïîâåäåíèå ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿÞíãà äâóõñëîéíûõ

ïëàñòèí èìååò ìåñòî äëÿ ïàð íåàóêñåòèêîâ Nb è LaAl2 ñ 𝛿 < 0 è ìîäóëÿìè Þíãà

152 ÃÏà è 132 ÃÏà. Ïðè çàïîëíåíèè 1-ãî ñëîÿ íåàóêñåòèêîì ñ áîëåå çíà÷èòåëüíûì

ìîäóëåì Þíãà â äâóõñëîéíîé ïëàñòèíå Nb-LaAl2 ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà èìååò

ïðîìåæóòî÷íîå çíà÷åíèå. Ïðè çàïîëíåíèè 1-ãî ñëîÿ íåàóêñåòèêîì ñ ìåíüøèì ìî-

äóëåì Þíãà â äâóõñëîéíîé ïëàñòèíå äëÿ íåêîòîðûõ óãëàõ ïîâîðîòà è îòíîøåíèé

òîëùèí ñëîåâ ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà îêàçûâàåòñÿ áîëüøå ìîäóëåé Þíãà 1-ãî

è 2-ãî ïîâåðíóòîãî ñëîåâ. Åñëè äâóõñëîéíûå ïëàñòèíû îáðàçóþòñÿ èç êðèñòàëëè÷å-

ñêèõ íåàóêñåòèêîâ ñ 𝛿 < 0 è ÷àñòè÷íûõ àóêñåòèêîâ ñ 𝛿 < 0 (íàïðèìåð, íåàóêñåòèêà

Nb ñ ìîäóëåì Þíãà 152 ÃÏà è ÷àñòè÷íîãî àóêñåòèêà TmSe ñ ìîäóëåì Þíãà 115

ÃÏà), òî ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà ìîæåò ïðåâîñõîäèòü ìîäóëè Þíãà îáîèõ ñëî-

åâ îáîèõ êîìáèíàöèé àóêñåòèêà è íåàóêñåòèêà (äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí Nb-TmSe è

TmSe-Nb). Îäíàêî, â ñëó÷àå êðèñòàëëîâ ñ ñèëüíî ðàçëè÷àþùèìèñÿ æåñòêîñòÿìè,

íàïðèìåð, íåàóêñåòèêà Cr ñ ìîäóëåì Þíãà 328 ÃÏà è ÷àñòè÷íîãî àóêñåòèêà TmSe

ñ ìîäóëåì Þíãà 115 ÃÏà ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí îêàçû-

âàåòñÿ áîëüøå ìîäóëÿ Þíãà îäíîãî èç ñëîåâ, íî ìåíüøå ìîäóëÿ Þíãà äðóãîãî ñëîÿ

äëÿ îáîèõ êîìïîçèòîâ Cr-TmSe è TmSe-Cr.

Ðèñ. 3.20: Èçìåí÷èâîñòü ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû W-TiV

(71at.%V) èç êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ñ î÷åíü ìàëîé àíèçîòðîïèåé, ïîâåðíóòûõ â

ñëîÿõ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà. Ìîäóëü Þíãà W â ïåðâîì ñëîå íå ìåíÿåòñÿ (ðàâíÿ-

åòñÿ 408 ÃÏà), à èçìåíåíèå ìîäóëÿ Þíãà äðóãîãî ïîâåðíóòîãî êðèñòàëëà âî âòîðîì

ñëîå ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóåò. Ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà îáîçíà÷åí áîëåå òåìíîé

øòðèõîâêîé.

Èìååòñÿ ðÿä êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ñ î÷åíü ìàëûì êîýôôèöèåíòîì àíèçî-
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òðîïèè 𝛿 ≈ 0, äëÿ êîòîðûõ âàæíûìè îñòàþòñÿ òîëüêî äâà êîýôôèöèåíòà óïðóãî-

ñòè, è êîòîðûå ìîæíî íàçâàòü ¾èçîòðîïíûìè êðèñòàëëàìè¿ â îòíîøåíèå óïðóãèõ

ñâîéñòâ. Ïðèìåðàìè òàêèõ êðèñòàëëîâ ÿâëÿþòñÿ êðèñòàëë W ñ 𝛿 = 0.008 è êðèñòàëë

TiV (71at.%V) ñ 𝛿 = −0.05. Â ñëó÷àå äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû èç òàêèõ ¾èçîòðîïíûõ

êðèñòàëëîâ¿ W-TiV (71at.%V) (à òàêæå ïëàñòèíû TiV (71at.%V) - W) ýôôåêòèâ-

íûé ìîäóëü Þíãà ìåíÿåòñÿ ñ èçìåíåíèåì îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ñëîåâ 𝛼 îò 121

ÃÏà (ìîäóëÿ Þíãà êðèñòàëëà TiV (71at.%V)) äî 408 ÃÏà (ìîäóëÿ Þíãà êðèñòàëëà

W) (ñì. Ðèñ.3.20). Ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû W-Cr, îáðà-

çîâàííîé èç ¾èçîòðîïíîãî êðèñòàëëà¿ è êðèñòàëëà-íåàóêñåòèêà ñ 𝛿 < 0, îêàçûâàåòñÿ

çàêëþ÷åííûì ìåæäó 408 ÃÏà è 𝐸2(𝜒), ìîäóëåì Þíãà 2-ãî ïîâåðíóòîãî íà óãîë 𝜒

ñëîÿ èç êðèñòàëëà Cr.

3.4. Тонкие трехслойные пластины из кубических кри-

сталлов [42]

3.4.1. Продольное растяжение трехслойной пластины из куби-
ческих кристаллов

Ðàñòÿæåíèå òîíêîé òðåõñëîéíîé ïëàñòèíû ñî ñëîÿìè èç êóáè÷åñêèõ êðèñòàë-

ëîâ â ïðèáëèæåíèè ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè îòñóòñòâèè ñèë íà âíåø-

íèõ ãîðèçîíòàëüíûõ ïîâåðõíîñòÿõ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè óïðîùàþùèìè ñî-

îòíîøåíèÿìè

𝜎1
𝑧 = 𝜎2

𝑧 = 𝜎3
𝑧 = 0.

Îñü 𝑧 íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíà ñëîÿì. Â ñèëó çàêîíà Ãóêà äëÿ ìàëûõ óïðóãèõ

äåôîðìàöèé èìååì ëèíåéíûå ñâÿçè ìåæäó íîðìàëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè è äåôîð-

ìàöèÿìè äëÿ òðåõ ñëîåâ (𝑘 = 1, 2, 3 - íîìåð ñëîÿ)

𝜀𝑘𝑥 = 𝑠𝑘11𝜎
𝑘
𝑥 + 𝑠𝑘12𝜎

𝑘
𝑦 ,

𝜀𝑘𝑦 = 𝑠𝑘11𝜎
𝑘
𝑦 + 𝑠𝑘12𝜎

𝑘
𝑥,

𝜀𝑘𝑧 = 𝑠𝑘12𝜎
𝑘
𝑥 + 𝑠𝑘12𝜎

𝑘
𝑦 .

Óñëîâèÿ ñîâìåñòíîãî ãîðèçîíòàëüíîãî ðàñòÿæåíèÿ òðåõ æåñòêî ñöåïëåííûõ ñëîåâ

äëÿ äåôîðìàöèé 𝜀1𝑥 = 𝜀2𝑥 = 𝜀3𝑥, 𝜀
1
𝑦 = 𝜀2𝑦 = 𝜀3𝑦 ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå ñëåäóþùèõ

óñëîâèé äëÿ íàïðÿæåíèé

𝑠111𝜎
1
𝑥 + 𝑠112𝜎

1
𝑦 = 𝑠211𝜎

2
𝑥 + 𝑠212𝜎

2
𝑦 = 𝑠311𝜎

3
𝑥 + 𝑠312𝜎

3
𝑦,

𝑠111𝜎
1
𝑦 + 𝑠112𝜎

1
𝑥 = 𝑠211𝜎

2
𝑦 + 𝑠212𝜎

2
𝑥 = 𝑠311𝜎

3
𝑦 + 𝑠312𝜎

3
𝑥.
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Óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðè ðàñòÿæåíèè ïëàñòèíû â íàïðàâëåíèè îñè 𝑥 ñèëîé 𝑃 ïðè

âûáîðå ïîïåðå÷íîé øèðèíû ïëàñòèíû ðàâíîé åäèíèöå èìåþò âèä

ℎ1𝜎
1
𝑥 + ℎ2𝜎

2
𝑥 + ℎ3𝜎

3
𝑥 = 𝑃, ℎ1𝜎

1
𝑦 + ℎ2𝜎

2
𝑦 + ℎ3𝜎

3
𝑦 = 0.

Çäåñü è äàëåå îáîçíà÷åíèÿ ℎ1, ℎ2, ℎ3 îòíîñÿòñÿ ê òîëùèíàì ñëîåâ.

Óäîáíî ïåðåïèñàòü ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ â âèäå óðàâíåíèé äëÿ ëèíåéíûõ

êîìáèíàöèé íàïðÿæåíèé 𝜎𝑘𝑥 ± 𝜎𝑘𝑦

(𝑠111 ± 𝑠112)(𝜎
1
𝑥 ± 𝜎1

𝑦) = (𝑠211 ± 𝑠212)(𝜎
2
𝑥 ± 𝜎2

𝑦) = (𝑠311 ± 𝑠312)(𝜎
3
𝑥 ± 𝜎3

𝑦),

ℎ1(𝜎
1
𝑥 ± 𝜎1

𝑦) + ℎ2(𝜎
2
𝑥 ± 𝜎2

𝑦) + ℎ3(𝜎
3
𝑥 ± 𝜎3

𝑦) = 𝑃

èëè ïî îòäåëüíîñòè äëÿ òàêèõ êîìáèíàöèé

(𝜎1
𝑥 ± 𝜎1

𝑦) =
𝑃

(𝑠111 ± 𝑠112)𝑆±
, (𝜎2

𝑥 ± 𝜎2
𝑦) =

𝑃

(𝑠211 ± 𝑠212)𝑆±
,

(𝜎3
𝑥 ± 𝜎3

𝑦) =
𝑃

(𝑠311 ± 𝑠312)𝑆±
, 𝑆± ≡

∑︁
𝑘

ℎ𝑘
𝑠𝑘11 ± 𝑠𝑘12

.

Îòñþäà äëÿ îòäåëüíûõ êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé íàõîäèì

𝜎1
𝑥 =

𝑃

2

(︂
1

(𝑠111 + 𝑠112)𝑆+

+
1

(𝑠111 − 𝑠112)𝑆−

)︂
,

𝜎1
𝑦 =

𝑃

2

(︂
1

(𝑠111 + 𝑠112)𝑆+

− 1

(𝑠111 − 𝑠112)𝑆−

)︂
,

𝜎2
𝑥 =

𝑃

2

(︂
1

(𝑠211 + 𝑠212)𝑆+

+
1

(𝑠211 − 𝑠212)𝑆−

)︂
,

𝜎1
𝑦 =

𝑃

2

(︂
1

(𝑠111 + 𝑠112)𝑆+

− 1

(𝑠111 − 𝑠112)𝑆−

)︂
,

𝜎2
𝑦 =

𝑃

2

(︂
1

(𝑠211 + 𝑠212)𝑆+

− 1

(𝑠211 − 𝑠212)𝑆−

)︂
,

𝜎3
𝑥 =

𝑃

2

(︂
1

(𝑠311 + 𝑠312)𝑆+

+
1

(𝑠311 − 𝑠312)𝑆−

)︂
,

𝜎3
𝑦 =

𝑃

2

(︂
1

(𝑠311 + 𝑠312)𝑆+

− 1

(𝑠311 − 𝑠312)𝑆−

)︂
.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì Ãóêà äëÿ äåôîðìàöèé òîãäà èìååì

𝜀1𝑥 = 𝜀2𝑥 = 𝜀3𝑥 =
𝑃

2

(︂
1

𝑆+

+
1

𝑆−

)︂
, 𝜀1𝑦 = 𝜀2𝑦 = 𝜀3𝑦 =

𝑃

2

(︂
1

𝑆+

− 1

𝑆−

)︂
,

𝜀1𝑧 = 𝑃
𝑠112

(𝑠111 + 𝑠112)𝑆+

, 𝜀2𝑧 = 𝑃
𝑠212

(𝑠211 + 𝑠212)𝑆+

, 𝜀3𝑧 = 𝑃
𝑠312

(𝑠311 + 𝑠312)𝑆+

.
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Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ äåôîðìàöèé, ìîæíî òåïåðü ïîëó÷èòü

ðåçóëüòàòû äëÿ ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà è ìîäóëÿ Þíãà äëÿ òîíêîé

òðåõñëîéíîé ïëàñòèíû, âîñïîëüçîâàâøèñü èõ ñâÿçÿìè

𝜈𝑥𝑦 = 𝜈1𝑥𝑦 = 𝜈2𝑥𝑦 = 𝜈3𝑥𝑦 = −
𝜀1𝑦
𝜀1𝑥
, 𝜈1𝑥𝑧 = −𝜀

1
𝑧

𝜀1𝑥
, 𝜈2𝑥𝑧 = −𝜀

2
𝑧

𝜀1𝑥
, 𝜈3𝑥𝑧 = −𝜀

3
𝑧

𝜀1𝑥
,

𝜈𝑥𝑧 =
1

ℎ1 + ℎ2 + ℎ3

∑︁
𝑘

ℎ𝑘𝜈
𝑘
𝑥𝑧, 𝐸 =

𝑃

(ℎ1 + ℎ2 + ℎ3)𝜀1𝑥
.

Ïîëó÷àåì

𝜈𝑥𝑦 =
𝑆+ − 𝑆−

𝑆+ + 𝑆−
, (3.65)

𝜈1𝑥𝑧 = − 2𝑠112
(𝑠111 + 𝑠112)

𝑆−

𝑆+ + 𝑆−
, (3.66)

𝜈2𝑥𝑧 = − 2𝑠212
(𝑠211 + 𝑠212)

𝑆−

𝑆+ + 𝑆−
, (3.67)

𝜈3𝑥𝑧 = − 2𝑠312
(𝑠311 + 𝑠312)

𝑆−

𝑆+ + 𝑆−
, (3.68)

𝜈𝑥𝑧 = − 2

ℎ1 + ℎ2 + ℎ3

𝑆−

𝑆+ + 𝑆−

∑︁
𝑘

ℎ𝑘𝑠
𝑘
12

𝑠𝑘11 + 𝑠𝑘12
, (3.69)

𝐸 =
2

(ℎ1 + ℎ2 + ℎ3)

𝑆+𝑆−

𝑆+ + 𝑆−
. (3.70)

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè ñëîåâ. Â

÷àñòíîñòè, â ñèëó ýòîãî ñëó÷àé ñ ëþáûìè ïàðàìè îäèíàêîâûõ ñëîåâ (äâóõ ñëîåâ

îäèíàêîâîé òîëùèíû è óïðóãèõ ñâîéñòâ) ïðèâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ äâóõñëîéíîé ïëà-

ñòèíû. Â ñëó÷àå òðåõ ñëîåâ îäèíàêîâîé òîëùèíû, íî ñ ðàçíûìè êðèñòàëëàìè, ðå-

çóëüòàòû äëÿ ìîäóëÿ Þíãà è êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà îêàçûâàþòñÿ íåçàâèñÿùèìè

îò òîëùèíû ñëîåâ

𝐸 =
1

3

(︃∑︁
𝑘

1

𝑠𝑘11 + 𝑠𝑘12

)︃(︃∑︁
𝑘

1

𝑠𝑘11 − 𝑠𝑘12

)︃
/
∑︁
𝑘

𝑠𝑘11
(𝑠𝑘11)

2 − (𝑠𝑘12)
2
, (3.71)

𝜈𝑥𝑦 = −
∑︁
𝑘

𝑠𝑘12
(𝑠𝑘11)

2 − (𝑠𝑘12)
2
/
∑︁
𝑘

𝑠𝑘11
(𝑠𝑘11)

2 − (𝑠𝑘12)
2
, (3.72)

𝜈1𝑥𝑧 = − 𝑠112
𝑠111 + 𝑠112

∑︁
𝑘

1

𝑠𝑘11 − 𝑠𝑘12
/
∑︁
𝑘

𝑠𝑘11
(𝑠𝑘11)

2 − (𝑠𝑘12)
2
, (3.73)

𝜈2𝑥𝑧 = − 𝑠212
(𝑠211 + 𝑠212)

∑︁
𝑘

1

𝑠𝑘11 − 𝑠𝑘12
/
∑︁
𝑘

𝑠𝑘11
(𝑠𝑘11)

2 − (𝑠𝑘12)
2
, (3.74)

𝜈3𝑥𝑧 = − 𝑠312
(𝑠311 + 𝑠312)

∑︁
𝑘

1

𝑠𝑘11 − 𝑠𝑘12
/
∑︁
𝑘

𝑠𝑘11
(𝑠𝑘11)

2 − (𝑠𝑘12)
2
, (3.75)
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𝜈𝑥𝑧 = −1

3

∑︁
𝑘

1

𝑠𝑘11 − 𝑠𝑘12

∑︁
𝑘

𝑠𝑘12
𝑠𝑘11 + 𝑠𝑘12

/
∑︁
𝑘

𝑠𝑘11
(𝑠𝑘11)

2 − (𝑠𝑘12)
2
. (3.76)

Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ òðåõñëîéíûõ ïëàñòèí îñòàþòñÿ ïðèãîäíûìè è

â ñëó÷àå áîëåå ìíîãîñëîéíûõ ïëàñòèí, åñëè ïîäðàçóìåâàòü ïîä çíàêîì
∑︁
𝑘

𝑎𝑘 ñóììû

ïðè 𝑘 = 1, 2, ... , 𝑛.

Íàêîíåö, îäíîðîäíîå ïðîäîëüíîå ðàñòÿæåíèå ñëîåâ ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü

çàìåíû êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè 𝑠𝑘11, 𝑠
𝑘
12 ÷åðåç ìîäóëè Þíãà 𝐸𝑘 è êîýôôèöè-

åíòû Ïóàññîíà 𝜈𝑘 äëÿ îòäåëüíûõ èñõîäíûõ ñëîåâ

𝑠𝑘11 =
1

𝐸𝑘
, 𝑠𝑘12 = − 𝜈𝑘

𝐸𝑘
.

Ýôôåêòèâíûå êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà è ìîäóëü Þíãà òðåõñëîéíîé ïëàñòèíû, ââå-

äåííûå âûøå, íå ñîäåðæàò èíäåêñà 𝑘.

3.4.2. Изгиб трехслойной пластины из кубических кристаллов

Äî ñèõ ïîð êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà áûë îïðåäåëåí èç ðàñòÿæåíèÿ ñòåðæíÿ.

Òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ïëàñòèíû ïðè ÷èñòîì

èçãèáå, â ÷àñòíîñòè, ïðèêëàäûâàÿ èçãèáàþùèå ìîìåíòû íà äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ

ñòîðîíàõ ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû. Äëÿ èçîòðîïíîé îäíîñëîéíîé ïëàñòèíû èçãè-

áàþùèå ìîìåíòû èìåþ âèä

𝑀𝑥 = −𝐷 (𝜅𝑥 + 𝜈𝜅𝑦) 𝑀𝑦 = −𝐷 (𝜈𝜅𝑥 + 𝜅𝑦) , (3.77)

ãäå êðèâèçíà âäîëü îñåé 𝑥 è 𝑦 îïðåäåëÿåòñÿ êàê 𝜅𝑥 = 𝜕2𝑤/𝜕𝑥2 è 𝜅𝑦 = 𝜕2𝑤/𝜕𝑦2, 𝑤 �

âåðòèêàëüíîå ñìåùåíèå ïëàñòèíû, æåñòêîñòü ïëàñòèíû � 𝐷 = 𝐸ℎ3/
[︀
12(1 − 𝜈2)

]︀
. Â

ñëó÷àå ïðèëîæåíèÿ òîëüêî ìîìåíòà 𝑀𝑥 (ò.å. 𝑀𝑦 = 0), ýôôåêòèâíûé ïðîäîëüíûé

êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç âòîðîãî âûðàæåíèÿ (3.77)

𝜈𝑥𝑦 = −𝜅𝑦
𝜅𝑥
. (3.78)

Ôîðìóëà (3.78) ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ïðè èçãèáå

ïî àíàëîãèè ñ êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà 𝜈𝑥𝑦 = −𝜀𝑦/𝜀𝑥 ïðè ðàñòÿæåíèè. Äëÿ îäíî-

ñëîéíîé ïëàñòèíû êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà îäèíàêîâû êàê ïðè ðàñòÿæåíèè, òàê

è ïðè èçãèáå. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ òðåõñëîéíîé ïëàñòèíû ýôôåêòèâíûå

ïðîäîëüíûå êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà ïðè ðàñòÿæåíèè è èçãèáå ðàçëè÷íû. Ýôôåê-

òèâíûé ïðîäîëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà äëÿ òðåõñëîéíîé ïëàñòèíû ïðè èçãèáå

ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ñ ïîìîùüþ Êëàññè÷åñêîé òåîðèè ñëîèñòûõ ñòðóêòóð (Classical

Lamination Theory), â êîòîðîé ïðîäîëüíûå è ñäâèãîâûå ñèëû (𝑁𝑥, 𝑁𝑦, 𝑁𝑥𝑦) è èçãèá-

íûå è ñêðó÷èâàþùèå ìîìåíòû (𝑀𝑥, 𝑀𝑦, 𝑀𝑥𝑦) ñâÿçàíû ñ äåôîðìàöèÿìè ñðåäèííîé

ïîâåðõíîñòè (𝜀0𝑥, 𝜀
0
𝑦, 𝛾

0
𝑥𝑦) è êðèâèçíàìè (𝜅𝑥, 𝜅𝑦, 𝜅𝑥𝑦)
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑁𝑥

𝑁𝑦

𝑁𝑥𝑦

𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑥𝑦

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐴11 𝐴12 𝐴16 𝐵11 𝐵12 𝐵16

𝐴22 𝐴26 𝐵12 𝐵22 𝐵26

𝐴66 𝐵16 𝐵26 𝐵66

𝐷11 𝐷12 𝐷16

sym 𝐷22 𝐷26

𝐷66

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜀0𝑥
𝜀0𝑦
𝛾0𝑥𝑦
𝜅𝑥
𝜅𝑦
𝜅𝑥𝑦

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
.

Ìàòðèöû æåñòêîñòè [𝐴], [𝐵] [𝐷] îïðåäåëÿþòñÿ êàê

𝐴𝑖𝑗 =
𝑛∑︁
𝑘=1

[︀
(𝑄𝑖𝑗)

]︀
𝑘

(ℎ𝑘 − ℎ𝑘−1), 𝐵𝑖𝑗 =
1

2

𝑛∑︁
𝑘=1

[︀
(𝑄𝑖𝑗)

]︀
𝑘

(ℎ2𝑘 − ℎ2𝑘−1),

𝐷𝑖𝑗 =
1

3

𝑛∑︁
𝑘=1

[︀
(𝑄𝑖𝑗)

]︀
𝑘

(ℎ3𝑘 − ℎ3𝑘−1),

ãäå 𝑖 = 1, 2, 6, 𝑗 = 1, 2, 6 è â ñëó÷àå òðåõñëîéíîé ïëàñòèíû 𝑛 = 3. Òîãäà ýëåìåíòû

ïðåîáðàçîâàííûõ ìàòðèö æåñòêîñòè [𝑄] äëÿ êàæäîãî ñëîÿ ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç

ìàòðè÷íûå êîýôôèöèåíòû æåñòêîñòè [𝑄]

𝑄11 = 𝑄11 cos4 𝜃 +𝑄22 sin4 𝜃 + 2(𝑄12 + 2𝑄66) cos2 𝜃 sin2 𝜃

𝑄22 = 𝑄11 sin4 𝜃 +𝑄22 cos4 𝜃 + 2(𝑄12 + 2𝑄66) cos2 𝜃 sin2 𝜃

𝑄12 = (𝑄11 +𝑄22 − 4𝑄66) cos2 𝜃 sin2 𝜃 +𝑄12(cos4 𝜃 + sin4 𝜃)

𝑄16 = (𝑄11 −𝑄12 − 2𝑄66) cos3 𝜃 sin 𝜃 − (𝑄22 −𝑄12 − 2𝑄66) cos 𝜃 sin3 𝜃

𝑄26 = (𝑄11 −𝑄12 − 2𝑄66) cos 𝜃 sin3 𝜃 − (𝑄22 −𝑄12 − 2𝑄66) cos3 𝜃 sin 𝜃

𝑄66 = (𝑄11 +𝑄22 − 2𝑄12) cos2 𝜃 sin2 𝜃 +𝑄66(cos2 𝜃 − sin2 𝜃)2

ãäå

𝑄11 = 𝑄22 =
𝐸

1 − 𝜈2
, 𝑄12 =

𝜈𝐸

1 − 𝜈2
, 𝑄66 = 𝐺.

Ïðèâåäåííûå âûøå âûðàæåíèÿ ìîãóò áûòü óïðîùåíû, åñëè (à) ãëàâíûå êðè-

ñòàëëîãðàôè÷åñêèå îñè êóáè÷åñêîãî êðèñòàëëà ñîâïàäàþò ñî ñòîðîíàìè ïëàñòèí,

ò.å. 𝜃 = 0 è [𝑄] = [𝑄], è (á) ïëàñòèíà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, ïðè÷åì ïåðâûé è òðå-

òèé ñëîè ñîñòîÿò èç îäíîãî è òîãî æå ìàòåðèàëà 𝑄1
𝑖𝑗 = 𝑄3

𝑖𝑗 è èìåþò òó æå òîëùèíó

ℎ1 = ℎ3, òàê ÷òî [𝐵] = 0. Ïóñòü ℎ2 = 𝑥ℎ1 = 𝑥ℎ3, òîãäà

𝐷11 = 𝐷22 =
ℎ31
3

[︂(︂
1 +

3

2
𝑥+

3

4
𝑥2
)︂

𝐸1

1 − 𝜈21
+
𝑥3

4

𝐸2

1 − 𝜈22
+

(︂
1 +

3

2
𝑥+

3

4
𝑥2
)︂

𝐸3

1 − 𝜈23

]︂
,

𝐷12 =
ℎ31
3

[︂(︂
1 +

3

2
𝑥+

3

4
𝑥2
)︂

1𝐸1

1 − 𝜈21
+
𝑥3

4

𝜈2𝐸2

1 − 𝜈22
+

(︂
1 +

3

2
𝑥+

3

4
𝑥2
)︂

𝜈3𝐸3

1 − 𝑣23

]︂
.

Â îòñóòñòâèå êðóòÿùèõ ìîìåíòîâ èçãèáàþùèå ìîìåíòû ñâÿçàíû ñ êðèâèçíà-

ìè êàê
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𝑀𝑥 = 𝐷11𝜅𝑥 +𝐷12𝜅𝑦 (3.79)

𝑀𝑦 = 𝐷12𝜅𝑥 +𝐷22𝜅𝑦 (3.80)

Ðåøàÿ ñèñòåìó (3.77) â ñëó÷àå 𝑀𝑦 = 0, 𝐷22 = 𝐷11, èìååì

𝜅𝑥 =
𝐷11

𝐷2
11 −𝐷2

12

𝑀𝑥, (3.81)

𝜅𝑦 =
𝐷12

𝐷2
12 −𝐷2

11

𝑀𝑥 (3.82)

Ïîäñòàíîâêà (3.81), (3.82) â (3.78), ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ýôôåêòèâ-

íîãî ïðîäîëüíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ïðè èçãèáå

𝜈𝐵
eff

=
𝐷12

𝐷11

=

(︀
1 + 3

2
𝑥+ 3

4
𝑥2
)︀
𝜈1𝐸1

1−𝜈21
+ 𝑥3

4
𝜈2𝐸2

1−𝜈22
+
(︀
1 + 3

2
𝑥+ 3

4
𝑥2
)︀
𝜈3𝐸3

1−𝜈23(︀
1 + 3

2
𝑥+ 3

4
𝑥2
)︀

𝐸1

1−𝜈21
+ 𝑥3

4
𝐸2

1−𝜈22
+
(︀
1 + 3

2
𝑥+ 3

4
𝑥2
)︀

𝐸3

1−𝜈23

(3.83)

Â ñëó÷àå ðàñòÿæåíèÿ òðåõñëîéíîé ïëàñòèíû ôîðìóëó (3.65) ìîæíî ïåðåïè-

ñàòü â âèäå

𝜈𝑆
eff

=

𝜈1𝐸1

1−𝜈21
+ 𝑥 𝜈2𝐸2

1−𝜈22
+ 𝜈3𝐸3

1−𝜈23
𝐸1

1−𝜈21
+ 𝑥 𝐸2

1−𝜈22
+ 𝐸3

1−𝜈23

(3.84)

äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ (3.83). Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âñå òîëùèíû ñëîåâ ðàâíû (𝑥 = 1), òî

𝐷11 = 𝐷22 =
ℎ31
3

[︂
3.25

𝐸1

1 − 𝜈21
+ 0.25

𝐸2

1 − 𝜈22
+ 3.25

𝐸3

1 − 𝜈23

]︂
,

𝐷12 =
ℎ31
3

[︂
3.25

𝜈1𝐸1

1 − 𝜈21
+ 0.25

𝜈2𝐸2

1 − 𝜈22
+ 3.25

𝜈3𝐸3

1 − 𝜈23

]︂
è âûðàæåíèÿ äëÿ ýôôåêòèâíîãî ïðîäîëüíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ïðè èçãèáå

èìååò âèä

𝜈𝐵
eff

=
𝐷12

𝐷11

=
13 𝜈1𝐸1

1−𝜈21
+ 𝜈2𝐸2

1−𝜈22
+ 13 𝜈3𝐸3

1−𝜈23
13 𝐸1

1−𝜈21
+ 𝐸2

1−𝜈22
+ 13 𝐸3

1−𝜈23

. (3.85)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (3.72) è (3.84), ìîæíî çàïèñàòü àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå ýô-

ôåêòèâíîãî ïðîäîëüíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ïðè ðàñòÿæåíèè äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ

(3.85)

𝜈𝑆
eff

=

𝜈1𝐸1

1−𝜈21
+ 𝜈2𝐸2

1−𝜈22
+ 𝜈3𝐸3

1−𝜈23
𝐸1

1−𝜈21
+ 𝐸2

1−𝜈22
+ 𝐸3

1−𝜈23

. (3.86)

Íåçàâèñèìî îò òîãî, èìåþò ëè ñëîè ðàâíûå èëè íåðàâíûå òîëùèíû, êîýôôèöèåíò

Ïóàññîíà ïðè èçãèáå äëÿ ñèììåòðè÷íî ðàñïîëîæåííûõ òðåõñëîéíûõ ïëàñòèí îêà-

çûâàåò áîëüøåå âëèÿíèå íà ñëîè 1 è 3 è îêàçûâàåò ìåíüøåå âëèÿíèå íà ñëîé 2.
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3.4.3. Результаты и обсуждение

Îáû÷íîå ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå ìîäóëü Þíãà 𝐸, ìîäóëü ñäâèãà 𝐺 è êî-

ýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈 äëÿ èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ íåïðèìåíèì äëÿ êóáè÷åñêèõ

ìàòåðèàëîâ. Â ÷àñòíîñòè, êîýôôèöèåíòû ïîäàòëèâîñòè ñâÿçàíû ñ òåõíè÷åñêèìè

óïðóãèìè õàðàêòåðèñòèêàìè êàê 𝑠𝑖𝑖 = 1/𝐸, 𝑠𝑖𝑗 = −𝜈/𝐸 è 𝑠𝑘𝑘 = 1/𝐺, ãäå 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3

è 𝑘 = 4, 5, 6. Îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû ïîäàòëèâîñòè ðàâíû íóëþ. Ìåðîé àíèçî-

òðîïèè êóáè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ ÿâëÿåòñÿ

𝐴 = 2(1 + 𝜈)
𝐺

𝐸
=

2(𝑠11 − 𝑠12)

𝑠44
.

Ñëó÷àé èçîòðîïèè èìååò ìåñòî ïðè 𝐴 = 1. Êîýôôèöèåíò 𝐴 òàêæå íàçûâàþò êîýô-

ôèöèåíòîì àíèçîòðîïèè Çåíåðà.

Ðèñ. 3.21: Çàâèñèìîñòè ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà 𝐸eff (a) è ýôôåêòèâíûõ êîýô-

ôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈𝑥𝑦 è 𝜈𝑥𝑧 (á) îò îòíîøåíèÿ òîëùèí ñëîåâ 𝑥 = ℎ2/ℎ1 = ℎ2/ℎ3
äëÿ òðåõñëîéíîé ïëàñòèíû NiTi-Sm0.75Y0.25S-Al.

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû îá ýôôåêòèâíûõ óïðóãèõ ñâîéñòâàõ òðåõñëîéíûõ ïëà-

ñòèí, ñîñòîÿùèõ èç ðàçíûõ êóáè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ, âèäà íåàóêñåòèê - àóêñåòèê -

íåàóêñåòèê ïðåäñòàâëåíû â Òàáë.3.5. Â ýòîé òàáëèöå ïðèâåäåíû òðè âèäà òðåõñëîé-

íûõ ïëàñòèí: (i) NiTi - Sm0.75Y0.25S - íåàóêñåòèê, (ii) Al - Sm0.75Y0.25S - íåàóêñåòèê è

(iii) LiBr - Sm0.75Y0.25S - íåàóêñåòèê ñ íåàóêñåòè÷åñêèìè êðèñòàëëàìè â òðåòüåì ñëîå

KI, LiBr, Al, Ge, Mo, W, Ir â ïåðâîì ñëó÷àå è KI, NaBr, Mg2Pb, Ge, Mo, W, Ir âî âòî-

ðîì è òðåòüåì ñëó÷àÿõ. Âñå ñëîè èìåþò ðàâíóþ òîëùèíó ℎ1 = ℎ2 = ℎ3, à ñâîéñòâà

ñëîåâ îáîçíà÷àþòñÿ èíäåêñàìè 1, 2 è 3 äëÿ ïåðâîãî, ñðåäíåãî è ïîñëåäíåãî ñëîåâ,

ñîîòâåòñòâåííî. Ýôôåêòèâíûå ïðîäîëüíûé è ïîïåðå÷íûé êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà

𝜈𝑥𝑦 è 𝜈𝑥𝑧 è ýôôåêòèâíûé ìîäóëüÞíãà 𝐸eff ðàñ÷èòûâàëèñü ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (3.71),

(3.72), (3.76). Ñðåäè ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àåâ íå áûëî íàéäåíî òðåõñëîéíûõ ïëàñòèí,

ó êîòîðûõ ýôôåêòèâíûé ïîïåðå÷íûé êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà 𝜈𝑥𝑧 áûë îòðèöàòåëü-

íûì. Ðàññ÷èòàííûé ïðîäîëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈𝑥𝑦 ïðîÿâëÿåò àóêñåòè÷-

íîñòü â ñëó÷àå îòíîñèòåëüíî ìÿãêèõ íåàóêñåòè÷åñêèõ ñëîåâ. Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ
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Òàáëèöà 3.5: Ýôôåêòèâíûå óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ òðåõñëîéíîé ïëàñòèíû íåà-

óêñåòèê - àóêñåòèê - íåàóêñåòèê ïðè îäèíàêîâûõ òîëùèíàõ.

Íåàóêñåòèê 𝐸1, 𝐸2, 𝐸3, 𝐸eff, 𝜈1 𝜈2 𝜈3 𝜈𝑥𝑦 𝜈𝑥𝑧
ÃÏà ÃÏà ÃÏà ÃÏà

NiTi-Sm0.75Y0.25S-íåàóêñåòèê

KI 26.2 60.0 0.14 0.20 0.22

LiBr 27.2 62.1 0.33 −0.17 0.34

Al 62.5 77.3 0.36 −0.07 0.34

Ge 47.8 55.6 103 90.5 0.44 −0.67 0.27 −0.04 0.27

Mo 380 187 0.26 0.11 0.22

W 408 198 0.28 0.14 0.23

Ir 446 211 0.30 0.16 0.23

Al-Sm0.75Y0.25S-íåàóêñåòèê

KI 26.2 64.2 0.14 −0.19 0.13

NaBr 35.6 68.3 0.21 −0.16 0.17

Mg2Pb 61.3 78.4 0.23 −0.11 0.17

Ge 62.5 55.6 103 94.6 0.36 −0.67 0.27 −0.04 0.19

Mo 380 191 0.26 0.11 0.15

W 408 202 0.28 0.13 0.16

Ir 446 216 0.30 0.16 0.17

LiBr-Sm0.75Y0.25S-íåàóêñåòèê

KI 26.2 46.5 0.14 −0.34 0.11

NaBr 61.3 51.3 0.23 −0.30 0.15

NiTi 47.8 62.1 0.44 −0.17 0.34

Mg2Pb 27.2 55.6 61.3 62.4 0.33 −0.67 0.23 −0.22 0.16

Ge 103 79.8 0.27 −0.12 0.17

Mo 380 178 0.26 0.09 0.13

W 408 189 0.28 0.12 0.14

Ir 446 203 0.30 0.14 0.15

ìîäóëÿ Þíãà òðåòüåãî ñëîÿ ïðîäîëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈𝑥𝑦 óâåëè÷èâàåòñÿ.

Ýòîò êîýôôèöèåíò ñòàíîâèòñÿ ïîëîæèòåëüíûì äëÿ òàêèõ ñèëüíî æåñòêèõ íåàóêñå-

òèêîâ â òðåòüåì ñëîÿ, êàê Mo, W, Ir. Àíàëèç äëÿ íåêîòîðûõ ïëàñòèí ñ îòíîñèòåëüíî

ìÿãêèìè èñõîäíûìè ñëîÿìè ïîêàçûâàåò, ÷òî ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà âûøå, ÷åì

ìîäóëè Þíãà ñëîåâ. Ïðèìåð òàêîé ñèòóàöèè ïðåäñòàâëåí íà Ðèñ.3.21a äëÿ ýôôåê-

òèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà òðåõñëîéíîé ïëàñòèíû NiTi - Sm0.75Y0.25S - Al â çàâèñèìîñòè

îò ïàðàìåòðà òîëùèíû 𝑥 = ℎ2/ℎ1 = ℎ2/ℎ3. Ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà áîëüøå

ìîäóëÿ Þíãà ñëîÿ ñ íàèáîëüøèì ìîäóëåì ïðè 𝑥 > 0.2 è äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ïðè

𝑥 = 1.62. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïîïåðå÷íûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈𝑥𝑧 îñòàåòñÿ âñåãäà
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ïîëîæèòåëüíûì, äîñòèãàÿ ìàêñèìóìà ïðè 𝑥 = 0.66, à ïðîäîëüíûé êîýôôèöèåíò

Ïóàññîíà 𝜈𝑥𝑦 áûñòðî óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì 𝑥 è ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì

ïðè 𝑥 > 0.77 (Ðèñ.3.21á).

Àíàëèç ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà è ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññî-

íà òðåõñëîéíûõ ïëàñòèí NiTi-Sm0.75Y0.25S - íåàóêñåòèê, Al - Sm0.75Y0.25S - íåàóêñå-

òèê è LiBr - Sm0.75Y0.25S - íåàóêñåòèê, Mo - Sm0.75Y0.25S - íåàóêñåòèê ïðè ïàðàìåòðå

òîëùèíû 𝑥 = 1 ïðîâîäèëñÿ äëÿ áîëåå ÷åì ñåìèñîò ðàçëè÷íûõ íåàóêñåòèêîâ. Îá-

íàðóæåíî, ÷òî ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà äëÿ NiTi-Sm0.75Y0.25S - íåàóêñåòèê è Al

- Sm0.75Y0.25S - íåàóêñåòèê ïðåâûøàåò ìîäóëè Þíãà òðåõ èñõîäíûõ ñëîåâ â áîëåå

äâóõñîò ñëó÷àÿõ. Â òîæå âðåìÿ ïîïåðå÷íûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà âñåãäà ïîëî-

æèòåëåí, à ïðîäîëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà äëÿ òàêèõ òðåõñëîéíûõ ïëàñòèí

îòðèöàòåëåí äëÿ ïîëîâèíû èñõîäíûõ íåàóêñåòèêîâ â òðåòüåì ñëîå. Îäíà òðåòü ñðå-

äè òàêèõ òðåõñëîéíûõ ïëàñòèí ÿâëÿþòñÿ ñëàáûìè àóêñåòèêàìè (0 > 𝜈𝑥𝑦 > −1).

Òàêæå îáíàðóæåíî, ÷òî ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà òðåõñëîéíûõ ïëàñòèíîê LiBr -

Sm0.75Y0.25S - íåàóêñåòèê ïðåâûøàåò âñå òðè èñõîäíûõ ìîäóëÿ Þíãà â ìåíüøåì ÷èñ-

ëå ñëó÷àåâ (îêîëî 50), òîãäà êàê ÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ ïðîäîëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ

Ïóàññîíà ñòàíîâèòñÿ áîëüøå, ÷åì äëÿ äâóõ ïðåäûäóùèõ òðåõñëîéíûõ ïëàñòèí. Îä-

íàêî ïîïåðå÷íûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ïî-ïðåæíåìó îñòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì.

Íàêîíåö, òðåõñëîéíûå ïëàñòèíû Mo - Sm0.75Y0.25S - íåàóêñåòèê âñåãäà ÿâëÿþòñÿ

íåàóêñåòèêàìè (𝜈𝑥𝑦 > 0, 𝜈𝑥𝑧 > 0) èç-çà ïîäàâëÿþùåãî âëèÿíèÿ áîëüøîé æåñòêîñòè

íåàóêñåòè÷åñêîãî Mo â ïåðâîì ñëîå.

Ðèñ. 3.22: Çàâèñèìîñòè ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈𝑥𝑦 è 𝜈𝑥𝑧 îò îòíî-

øåíèÿ òîëùèí ñëîåâ 𝑥 = ℎ2/ℎ1 = ℎ2/ℎ3 äëÿ òðåõñëîéíîé ïëàñòèíû Sm0.75Y0.25S - KI

- Sm0.7Y0.3S.

Êàòåãîðèÿ òðåõñëîéíûõ ïëàñòèí âèäà àóêñåòèê - íåàóêñåòèê- àóêñåòèê ðàñ-

ñìàòðèâàëàñü íà ïðèìåðàõ ïëàñòèí Sm0.7Y0.3S - íåàóêñåòèê - Sm0.7Y0.3S ñ ïàðàìåò-

ðîì òîëùèíû 𝑥 = 1 è ñ òàêèì æå êîëè÷åñòâîì (îêîëî 700) íåàóêñåòèêîâ. Íàéäå-

íî, ÷òî ýôôåêòèâíûå ìîäóëè Þíãà äëÿ òðåõñëîéíûõ ïëàñòèí ïðåâûøàþò ìîäóëè
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Òàáëèöà 3.6: Ýôôåêòèâíûå óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ òðåõñëîéíîé ïëàñòèíû

àóêñåòèê - íåàóêñåòèê - àóêñåòèê ïðè îäèíàêîâîé òîëùèíå.

Íåàóêñåòèê 𝐸1, 𝐸2, 𝐸3, 𝐸eff, 𝜈1 𝜈2 𝜈3 𝜈𝑥𝑦 𝜈𝑥𝑧
ÃÏà ÃÏà ÃÏà ÃÏà

Sm0.75Y0.25S - íåàóêñåòèêè - Sm0.7Y0.3S

BaCa2(C2H5CO2)6 4.31 47.2 0.37 −0.60 −0.10

KI 26.2 57.4 0.14 −0.54 −0.32

LiBr 27.2 61.2 0.33 −0.51 −0.15

NiTi 47.8 78.0 0.44 −0.40 0.01

Al 62.5 82.6 0.36 −0.38 −0.09

Ge 55.6 103 76.3 98.1 −0.67 0.27 −0.59 −0.32 −0.18

Si 129 111 0.29 −0.27 −0.16

V 148 123 0.34 −0.21 −0.10

Mo 380 208 0.26 −0.05 −0.15

W 408 220 0.28 −0.02 −0.13

Ir 446 236 0.30 0.01 −0.11

Sm0.65La0.35S - íåàóêñåòèêè - Sm0.75Tm0.25S

BaCa2(C2H5CO2)6 4.31 41.3 0.37 −0.39 0.01

KI 26.2 49.8 0.14 −0.33 −0.18

LiBr 27.2 52.5 0.33 −0.28 −0.04

NiTi 47.8 65.1 0.44 −0.16 0.09

Al 62.5 69.3 0.36 −0.15 0.00

Ge 50.8 103 65.4 82.8 −0.35 0.27 −0.46 −0.11 −0.07

Si 129 93.2 0.29 −0.07 −0.07

V 148 103 0.34 0.00 −0.02

Mo 380 181 0.26 0.09 −0.07

W 408 192 0.28 0.11 −0.05

Ir 446 206 0.30 0.14 −0.04

Þíãà òðåõ èñõîäíûõ ñëîåâ äëÿ îäíîé äåñÿòîé íåàóêñåòèêîâ. Áîëüøèíñòâî èç ýòèõ

òðåõñëîéíûõ ïëàñòèí áûëè àóêñåòèêàìè êàê â îòíîøåíèè ïðîäîëüíîãî êîýôôèöè-

åíòà Ïóàññîíà, òàê è â îòíîøåíèè ïîïåðå÷íîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà. Íåáîëüøîé

ïðèìåð òàêèõ òðåõñëîéíûõ ïëàñòèí ïðèâåäåí â Òàáë.3.6. Â ýòîé òàáëèöå òàêæå ïî-

êàçàíû ðåçóëüòàòû äëÿ ïëàñòèí Sm0.65La0.35S - íåàóêñåòèê - Sm0.75Tm0.25S ñ äâóìÿ

äðóãèìè àóêñåòèêàìè è íåàóêñåòèêîì èç òîãî æå íàáîðà. Ýòî äåìîíñòðèðóåò ðîëü

æåñòêîñòè íåàóêñåòèêà â îòðèöàòåëüíîñòè ïðîäîëüíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈𝑥𝑦
äëÿ êàòåãîðèè ïëàñòèí àóêñåòèê - íåàóêñåòèê- àóêñåòèê. Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈𝑥𝑦
âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ìîäóëÿ Þíãà íåàóêñåòèêà, àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåííîìó

âûøå ñëó÷àþ òðåõñëîéíûõ ïëàñòèí àóêñåòèê - íåàóêñåòèê - àóêñåòèê. Èçìåíåíèå
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êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈𝑥𝑦 è 𝜈𝑥𝑧 ñ óâåëè÷åíèåì îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû âíóò-

ðåííåãî ñëîÿ 𝑥 äëÿ òðåõñëîéíîé ïëàñòèíû Sm0.75Y0.25S - KI - Sm0.7Y0.3S ïðèâåäåíî

íà Ðèñ.3.22.

Òàáëèöà 3.7: Ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈𝑥𝑦 òðåõñëîéíîé ïëàñòèíû ñ

ðàâíûìè òîëùèíàõ ñëîåâ ïðè ðàñòÿæåíèè è èçãèáå.

Òðåõñëîéíàÿ ïëàñòèíà 𝐸1, 𝐸3 𝐸2 𝐸eff 𝜈1, 𝜈2 𝜈𝑆𝑥𝑦 𝜈𝐵𝑥𝑦
ñ ℎ1 = ℎ2 = ℎ3 ÃÏà ÃÏà ÃÏà 𝜈3 ðàñò. èçã.

Àóêñåòèê ïðè ðàñòÿæåíèè, íåàóêñåòèê ïðè èçãèáå (𝜈𝑆𝑥𝑦 < 0 < 𝜈𝐵𝑥𝑦)

KI-Sm0.75Y0.25S-KI 26.2 43.6 0.14 −0.39 0.03

LiBr-Sm0.75Y0.25S-LiBr 27.2 49.3 0.33 −0.30 0.21

Mg2Pb-Sm0.75Y0.25S-Mg2Pb 61.3 55.6 75.0 0.23 −0.67 −0.16 0.18

Al-Sm0.75Y0.25S-Al 62.5 81.4 0.36 −0.07 0.31

Ge-Sm0.75Y0.25S-Ge 103 108 0.27 −0.02 0.24

Íåàóêñåòèê ïðè ðàñòÿæåíèè, àóêñåòèê ïðè èçãèáå (𝜈𝑆𝑥𝑦 > 0 > 𝜈𝐵𝑥𝑦)

Sm0.65La0.35S-Si-Sm0.65La0.35S 129 85.2 0.29 0.00 −0.29

Sm0.65La0.35S-Cr-Sm0.65La0.35S 328 151 0.16 0.03 −0.25

Sm0.65La0.35S-Mo-Sm0.65La0.35S 50.8 380 171 −0.35 0.26 0.12 −0.22

Sm0.65La0.35S-W-Sm0.65La0.35S 408 182 0.28 0.15 −0.20

Sm0.65La0.35S-Ir-Sm0.65La0.35S 446 196 0.30 0.18 −0.19

Àóêñåòèê ïðè ðàñòÿæåíèè, àóêñåòèê ïðè èçãèáå (𝜈𝐵𝑥𝑦 < 𝜈𝑆𝑥𝑦 < 0)

Sm0.75Y0.25S-Al-Sm0.75Y0.25S 62.5 76.8 0.36 −0.40 −0.64

Sm0.75Y0.25S-Ge-Sm0.75Y0.25S 103 92.6 0.27 −0.34 −0.63

Sm0.75Y0.25S-Si-Sm0.75Y0.25S 55.6 129 105 −0.67 0.29 −0.28 −0.62

Sm0.75Y0.25S-Cr-Sm0.75Y0.25S 328 176 0.16 −0.15 −0.58

Sm0.75Y0.25S-Mo-Sm0.75Y0.25S 380 203 0.26 −0.05 −0.55

Sm0.75Y0.25S-W-Sm0.75Y0.25S 408 215 0.28 −0.02 −0.53

Äëÿ òðåõñëîéíûõ ïëàñòèí ñ îäèíàêîâîé òîëùèíîé ñëîåâ ñðàâíåíèå ìåæäó

ôîðìóëàìè (3.85) è (3.86) ïîêàçûâàåò, ÷òî â ïðîäîëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà

ïðè èçãèáå äîïîëíèòåëüíî âõîäèò êîýôôèöèåíò 13 â êàæäûé ÷ëåí, îòíîñÿùèéñÿ

ê âíåøíèì ñëîÿì. Â Òàáë.3.7 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû âûáîðêè äëÿ òðåõ ãðóïï ñèì-

ìåòðè÷íûõ òðåõñëîéíûõ ïëàñòèí, â êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíà ïðîäîëüíàÿ àóêñåòè÷-

íîñòü îò âèäà íàãðóçêè. Ïðè àíàëèçå èñïîëüçîâàëèñü ïîëíûå àóêñåòèêè è íåàóêñå-

òèêè. Ïåðâàÿ ãðóïïà ñèììåòðè÷íûõ òðåõñëîéíûõ ïëàñòèí ñîñòîèò èç íåàóêñåòèê -

Sm0.75Y0.25S - íåàóêñåòèê, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëüíûìè àóêñåòèêàìè ïðè ðàñòÿ-

æåíèè, íî íåàóêñåòèêàìè ïðè èçãèáå; âòîðàÿ ãðóïïà � èç ñèììåòðè÷íûõ ïëàñòèí

Sm0.65La0.35S - íåàóêñåòèê Sm0.65La0.35S, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëüíûìè íåàóêñå-

òèêàìè ïðè ðàñòÿæåíèè è ïðîäîëüíûìè àóêñåòèêàìè ïðè èçãèáå; òðåòüÿ ãðóïïà

ñîñòîèò èç ñèììåòðè÷íûõ ïëàñòèí Sm0.75Y0.25S - íåàóêñåòèê - Sm0.75Y0.25S, êîòîðûå
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Ðèñ. 3.23: Çàâèñèìîñòè îò òèïà íàãðóæåíèÿ ïðîäîëüíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà

𝜈𝑥𝑦 â ñèììåòðè÷íîé ïëàñòèíå Al - Sm0.75Y0.25S - Al, ïîêàçûâàþùèå: îáëàñòü ïîëíîé

ïðîäîëüíîé àóêñåòè÷íîñòè, îáëàñòü ïîëíîé ïðîäîëüíîé íåàóêñåòè÷íîñòè è îáëàñòü

÷àñòè÷íîé àóêñåòè÷íîñòè.

Ðèñ. 3.24: Çàâèñèìîñòè îò òèïà íàãðóæåíèÿ ïðîäîëüíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññî-

íà 𝜈𝑥𝑦 â ñèììåòðè÷íîé ïëàñòèíå Sm0.65La0.35S - Mo - Sm0.65La0.35S, ïîêàçûâàþùèå:

îáëàñòü ïîëíîé ïðîäîëüíîé àóêñåòè÷íîñòè, îáëàñòü ïîëíîé ïðîäîëüíîé íåàóêñåòè÷-

íîñòè è îáëàñòü ÷àñòè÷íîé àóêñåòè÷íîñòè.

ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëüíûìè àóêñåòèêàìè ïðè îáîèõ íàãðóçêàõ. Ïðèìåðû äàííûõ ñëó÷à-

åâ â çàâèñèìîñòè îò òîëùèíû ñëîåâ ñ 𝑥 = ℎ2/ℎ1 = ℎ2/ℎ3 ïðåäñòàâëåíû íà Ðèñ.3.23

- Ðèñ.3.25.

Íà Ðèñ.3.23 èçîáðàæåí ïðîäîëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ñèììåòðè÷íîé

òðåõñëîéíîé ïëàñòèíû Al - Sm0.75Y0.25S - Al. Â ÷àñòíîñòè, íà Ðèñ.3.23à ïîêàçàíî,

÷òî ýòà ïëàñòèíêà ïðîÿâëÿåò ïîëíóþ ïðîäîëüíóþ íåàóêñåòè÷íîñòü ïðè 𝑥 < 0.766

è ïîëíóþ ïðîäîëüíóþ àóêñåòè÷íîñòü ïðè 𝑥 > 3.743; â èíòåðâàëå 0.766 ≤ 𝑥 ≤ 3.74
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Ðèñ. 3.25: Çàâèñèìîñòè îò òèïà íàãðóæåíèÿ ïðîäîëüíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà

𝜈𝑥𝑦 â ñèììåòðè÷íîé ïëàñòèíå Sm0.75Y0.25S - Cr - Sm0.75Y0.25S , ïîêàçûâàþùèå: îá-

ëàñòü ïîëíîé ïðîäîëüíîé àóêñåòè÷íîñòè, îáëàñòü ïîëíîé ïðîäîëüíîé íåàóêñåòè÷-

íîñòè è îáëàñòü ÷àñòè÷íîé àóêñåòè÷íîñòè.

ýòà ïëàñòèíà âåäåò ñåáÿ êàê ïðîäîëüíûé àóêñåòèê ïðè ðàñòÿæåíèè è êàê ïðîäîëü-

íûé íåàóêñåòèê ïðè èçãèáå. Íà Ðèñ.3.23á ïðîèëëþñòðèðîâàíî, ÷òî ïðîäîëüíûå êî-

ýôôèöèåíòû Ïóàññîíà ïðè îáîèõ ðåæèìàõ íàãðóçêè ñõîäÿòñÿ ïðè áîëüøèõ çíà÷å-

íèÿõ 𝑥. Ýòî íåóäèâèòåëüíî, ïîòîìó ÷òî ïëàñòèíà ñòàíîâèòñÿ çàïîëíåííîé Al èëè

Sm0.75Y0.25S ïðè 𝑥 = 0 èëè 𝑥→ ∞ ñîîòâåòñòâåííî. Êàê óïîìèíàëîñü ðàíåå â àíàëè-

çå èçãèáà êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà ïëàñòèíû îäèíàêîâû êàê äëÿ ðàñòÿæåíèÿ, òàê

è äëÿ èçãèáà, åñëè ïëàñòèíà èçãîòîâëåíà èç îäíîãî ìàòåðèàëà.

Çàâèñèìîñòè ïðîäîëüíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈𝑥𝑦 äëÿ ñèììåòðè÷íî ñëî-

èñòîé ïëàñòèíêè Sm0.65La0.35S - Mo - Sm0.65La0.35S èçîáðàæåíû íà Ðèñ.3.24à. Èç

ýòîãî ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ïëàñòèíà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïðîäîëüíûì àóêñåòèêîì ïðè

𝑥 ≤ 0.382 è ïîëíûì ïðîäîëüíûì íåàóêñåòèêîì ïðè 𝑥 ≥ 2.381. Áîëåå èíòåðåñ-

íî, ÷òî òðåõñëîéíàÿ ïëàñòèíà ïðîÿâëÿåò àóêñåòè÷íîñòü â çàâèñèìîñòè îò ðåæè-

ìà íàãðóçêè, êîãäà îòíîñèòåëüíàÿ òîëùèíà ñðåäíåãî ñëîÿ íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå

0.382 < 𝑥 < 2.381. Êàê è â ñëó÷àå ñ äðóãèìè ñëîèñòûìè ïëàñòèíêàìè, êîýôôèöè-

åíòû Ïóàññîíà äëÿ îáîèõ ðåæèìîâ íàãðóæåíèÿ ñõîäÿòñÿ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ 𝑥

(Ðèñ.3.24á). Ñðàâíåíèå ìåæäó Ðèñ.3.23 è Ðèñ.3.24 ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå ïëàñòèí

òèïà íåàóêñåòèê - àóêñåòèê - íåàóêñåòèê ýôôåêòèâíûé ïðîäîëüíûé êîýôôèöèåíò

Ïóàññîíà ïðîÿâëÿåò áîëåå âûñîêèå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè èçãèáå, ÷åì ïðè

ðàñòÿæåíèè. òîãäà êàê â ñëó÷àå ïëàñòèí òèïà àóêñåòèê - íåàóêñåòèê - àóêñåòèê êîýô-

ôèöèåíò 𝜈𝑥𝑦 èìååò áîëåå îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè èçãèáå, ÷åì ïðè ðàñòÿæåíèè.

Ðåçóëüòàòû äëÿ ñèììåòðè÷íîé òðåõñëîéíîé ïëàñòèíû òèïà Sm0.75Y0.25S

- íåàóêñåòèê - Sm0.75Y0.25S ñ îäèíàêîâûìè òîëùèíàìè ñëîåâ, ïðåäñòàâëåííûå â

Òàáë.3.7, ïîêàçûâàþò, ÷òî òàêèå ïëàñòèíû îáëàäàþò îòðèöàòåëüíûìè ïðîäîëüíû-

ìè êîýôôèöèåíòàìè Ïóàññîíà êàê ïðè ðàñòÿæåíèè, òàê è ïðè èçãèáå. Âåëè÷èíû
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ïðîäîëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà äëÿ îáîèõ òèïîâ íàãðóæåíèÿ âîçðàñòàþò ñ

óâåëè÷åíèåì æåñòêîñòè íåàóêñåòèêà. Çàâèñèìîñòü îò òèïà íàãðóæåíèÿ ïðîäîëüíûõ

êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà â çàâèñèìîñòè îò òîëùèí ñëîåâ 𝑥 íà ïðèìåðå ñèììåò-

ðè÷íîé ïëàñòèíû Sm0.75Y0.25S - Cr - Sm0.75Y0.25S ïðåäñòàâëåíû íà Ðèñ.3.25. Â ýòîì

ñëó÷àå îáëàñòü ïîëíîé ïðîäîëüíîé àóêñåòè÷íîñòè ðåàëèçóåòñÿ ïðè 𝑥 < 2.530, à îá-

ëàñòü ïîëíîé ïðîäîëüíîé íåàóêñåòè÷íîñòè äîñòèãàåòñÿ ïðè 𝑥 > 9.332. Ñìåøàííîå

ïîâåäåíèå èìååò ìåñòî â èíòåðâàëå 2.530 ≤ 𝑥 ≤ 9.332.

Òàáëèöà 3.8: Ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 𝜈𝑥𝑦 òðåõñëîéíîé ïëàñòèíû ñ

ðàâíûìè òîëùèíàõ ñëîåâ ïðè ðàñòÿæåíèè è èçãèáå.

Òðåõñëîéíàÿ ïëàñòèíà 𝐸1, 𝐸3 𝐸2 𝐸eff 𝜈1, 𝜈2 𝜈𝑆𝑥𝑦 𝜈𝐵𝑥𝑦
ñ ℎ1 = ℎ2 = ℎ3 ÃÏà ÃÏà ÃÏà 𝜈3 ðàñò. èçã.

Àóêñåòèê ïðè ðàñòÿæåíèè, íåàóêñåòèê ïðè èçãèáå (𝜈𝑆𝑥𝑦 < 0 < 𝜈𝐵𝑥𝑦)

Ca-TmSe-Ca 9.62 50.6 0.4 −0.43 0.07

Ce-TmSe-Ce 15.9 56.8 0.36 −0.38 0.13

La-TmSe-La 19.3 115 60.9 0.37 −0.54 −0.34 0.17

Ag-TmSe-Ag 43.5 87.3 0.43 −0.16 0.32

Cu-TmSe-Cu 66.7 108 0.42 −0.06 0.35

Íåàóêñåòèê ïðè ðàñòÿæåíèè, àóêñåòèê ïðè èçãèáå (𝜈𝑆𝑥𝑦 > 0 > 𝜈𝐵𝑥𝑦)

Sm0.65La0.35S-Co-Sm0.65La0.35S 114 83.2 0.40 0.05 −0.29

Sm0.65La0.35S-Fe-Sm0.65La0.35S 130 88.5 0.37 0.06 −0.28

Sm0.65La0.35S-Ni-Sm0.65La0.35S 50.8 130 89.0 −0.35 0.38 0.07 −0.28

Sm0.65La0.35S-SiC-Sm0.65La0.35S 272 136 0.29 0.11 −0.24

Sm0.65La0.35S-TiC-Sm0.65La0.35S 476 201 0.17 0.07 −0.22

Áîëåå 300 êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ïðîÿâëÿþò àóêñåòè÷åñêèå ñâîéñòâà (ñì.

ðàçäåë 1.2.2). Ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî èç íèõ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè÷íûìè àóêñåòèêà-

ìè Ïðèìåðû ñèììåòðè÷íûõ òðåõñëîéíûõ ïëàñòèí ñ òàêèìè êðèñòàëëàìè è ïîëíûì

àóêñåòèêîì Sm0.65La0.35S äàíû â Òàáë.3.8. Ïðîäîëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà äëÿ

ñèììåòðè÷íîé ïëàñòèíû Ca - Sm0.65La0.35S - Ca ïðèâåäåí íà Ðèñ.3.26. Â ÷àñòíîñòè,

íà Ðèñ.3.26à ïîêàçàíî, ÷òî ýòà ïëàñòèíà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïðîäîëüíûì íåàóêñåòè-

êîì ïðè 𝑥 ≤ 0.452 è ïîëíûì ïðîäîëüíûì àóêñåòèêîì ïðè 𝑥 > 2.642; â èíòåðâàëå

0.452 < 𝑥 ≤ 2.642 ýòà ïëàñòèíà âåäåò ñåáÿ êàê ïðîäîëüíûé íåàóêñåòèê ïðè ðàñ-

òÿæåíèè è êàê ïðîäîëüíûé àóêñåòèê ïðè èçãèáå. Íà Ðèñ.3.26á ïîêàçàíî, ÷òî ïðî-

äîëüíûå êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà ïðè îáîèõ ðåæèìàõ íàãðóçêè ñõîäÿòñÿ ïðè áîëü-

øèõ çíà÷åíèÿõ 𝑥. Ïîñêîëüêó îáñóæäàâøèåñÿ êóáè÷åñêèå êðèñòàëëû - Sm0.65La0.35S,

Sm0.75Y0.25S, Sm0.7Y0.3S è Sm0.75Tm0.25S ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè àóêñåòèêàìè, ò.å. èõ çíàê

êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà íå ìåíÿåòñÿ ñ îðèåíòàöèåé, îíè çäåñü ïðîñòî íàçûâàþòñÿ

àóêñåòèêàìè.



ГЛАВА 3. СЛОИСТЫЕ КОМПОЗИТЫ, СОДЕРЖАЩИЕ АУКСЕТИКИ 274

Ðèñ. 3.26: Çàâèñèìîñòè îò òèïà íàãðóæåíèÿ ïðîäîëüíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà

𝜈𝑥𝑦 â ñèììåòðè÷íîé ïëàñòèíå Ca - Sm0.65La0.35S - Ca, ïîêàçûâàþùèå: îáëàñòü ïîëíîé

ïðîäîëüíîé àóêñåòè÷íîñòè, îáëàñòü ïîëíîé ïðîäîëüíîé íåàóêñåòè÷íîñòè è îáëàñòü

÷àñòè÷íîé àóêñåòè÷íîñòè.

3.5. Заключение

Âûøå ïîêàçàíî äëÿ ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ, ÷òî çàâèñèìîñòü óïðóãèõ

ñâîéñòâ äâóõñëîéíûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ êîìïîçèòîâ îò óïðóãèõ ñâîéñòâ èñ-

õîäíûõ êðèñòàëëîâ ìîæåò èìåòü êàê ïðîñòîé, òàê è ñëîæíûé õàðàêòåð. Â ñëó÷àå

äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí ýôôåêòèâíûé ïðîäîëüíûé ìîäóëü Þíãà âñåãäà ïðåâîñõîäèò

ðåçóëüòàò, âû÷èñëåííûé ïî ïðàâèëó ñìåñè Ôîéãòà. Ðàçëè÷èå ìîæåò óâåëè÷èâàòüñÿ

ñ ðîñòîì ðàçíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà èñõîäíûõ ïàð íåàóêñå-

òèêîâ è äëÿ êîìáèíàöèé àóêñåòèê - íåàóêñåòèê. Îäíàêî, ïðè íåáîëüøèõ ðàçëè÷èÿõ

ïàð èñõîäíûõ êðèñòàëëîâ ïî ìîäóëÿì Þíãà è êîýôôèöèåíòàì Ïóàññîíà òî÷íîñòü

ïðàâèëà ñìåñè äëÿ ìîäóëÿ Þíãà ñòàíîâèòñÿ óäîâëåòâîðèòåëüíîé.

Ýôôåêòèâíûé ïðîäîëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå îäè-

íàêîâûõ òîëùèí ñëîåâ è ðàâíûõ ìîäóëåé Þíãà èñõîäíûõ ïàð êðèñòàëëîâ òàêæå

ïðåâîñõîäèò ïðåäñêàçàíèå ïî ïðàâèëó ñìåñè. Ðàçëè÷èå ìîæåò ñòàòü ñóùåñòâåííûì

ëèøü â ñëó÷àå äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí òèïà àóêñåòèê - íåàóêñåòèê. Ïðè îäèíàêîâûõ

òîëùèíàõ ñëîåâ è ðàçëè÷íûõ ìîäóëÿõ Þíãà íåàóêñåòè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ â äâóõ

ñëîÿõ îòíîøåíèå ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ê çíà÷åíèþ, ïðåäñêàçû-

âàåìîìó ïî ïðàâèëó ñìåñè, ïåðåñòàåò áûòü îáÿçàòåëüíî áîëüøèì åäèíèöû. Òåì íå

ìåíåå îòëè÷èå îò åäèíèöû îñòàåòñÿ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìàëûì è òî÷íîñòü ïðàâèëà

ñìåñåé óäîâëåòâîðèòåëüíîé. Íàïðèìåð, äëÿ äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí èç ìàãíèÿ â îä-

íîì ñëîå è ëþáîãî èç ñòà ñåìèäåñÿòè íåàóêñåòè÷åñêèõ ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ,

ïåðå÷èñëåííûõ â ñïðàâî÷íèêå [172], â äðóãîì ñëîå, îòíîøåíèå ýôôåêòèâíîãî ïðî-

äîëüíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ê êîýôôèöèåíòó, ïðåäñêàçûâàåìîìó ïî ïðàâèëó

ñìåñè, îòëè÷àåòñÿ îò åäèíèöû ìåíåå, ÷åì íà äåñÿòü ïðîöåíòîâ, â áîëåå ñòà òðèäöàòè
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ñëó÷àÿõ. Áëèçêèå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû è äëÿ äðóãèõ íåàóêñåòèêîâ â ïåðâîì ñëîå.

Ñèòóàöèÿ èçìåíÿåòñÿ êîðåííûì îáðàçîì â ñëó÷àå äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû ñ

ðàâíûìè òîëùèíàìè ñëîåâ, îäèí èç êîòîðûõ çàïîëíÿåò àóêñåòèê, à äðóãîé ñëîé

çàïîëíÿåòñÿ ëþáûì ãåêñàãîíàëüíûì íåàóêñåòèêîì. Îòíîøåíèå ýôôåêòèâíîãî ïðî-

äîëüíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ê çíà÷åíèþ, ïðåäñêàçûâàåìîìó ïðàâèëîì ñìåñè,

îòëè÷àåòñÿ îò åäèíèöû äëÿ âñåõ òàêèõ ïëàñòèí áîëåå ÷åì íà äåñÿòü ïðîöåíòîâ.

Áîëüøèíñòâî òàêèõ äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí (îêîëî ñòî ñîðîêà) èìååò îòðèöàòåëüíûé

ýôôåêòèâíûé ïðîäîëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà. Ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà äå-

ñÿòêà ïëàñòèí ïðåâîñõîäèò ìîäóëè Þíãà èñõîäíûõ êðèñòàëëîâ â îáîèõ ñëîÿõ, ÷òî

íåâîçìîæíî ïðè âûïîëíåíèè ïðàâèëà ñìåñè.

Â ñëó÷àå äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí ñ íåðàâíûìè òîëùèíàìè ñëîåâ èçìåíåíèå

òîëùèíû ñëîÿ ñ àóêñåòèêîì ïîçâîëÿåò óïðàâëÿòü âåëè÷èíîé îòðèöàòåëüíîãî ýô-

ôåêòèâíîãî ïðîäîëüíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ñëîèñòîãî êîìïîçèòà. Ïðèìåðû

äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí ïðè ðàçëè÷íûõ òîëùèíàõ ñëîåâ ïàð íåàóêñåòèêîâ ñ îòíî-

ñèòåëüíî íåáîëüøèìè ðàçëè÷èÿìè ìîäóëåé Þíãà è ïðîäîëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ

Ïóàññîíà äåìîíñòðèðóþò äîâîëüíî òî÷íîå âûïîëíåíèå ïðàâèëà ñìåñåé. Õîðîøàÿ

òî÷íîñòü ìîæåò äîñòèãàòüñÿ è â ñëó÷àÿõ, êîãäà òîëüêî ïðîäîëüíûå êîýôôèöèåí-

òû Ïóàññîíà èëè ìîäóëè Þíãà èñõîäíûõ êðèñòàëëîâ èìåþò íåáîëüøèå ðàçëè÷èÿ.

Àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ëåãêî ïîäòâåðæäàþò îòñóòñòâèå çàâèñèìîñòè îò ìîäóëÿ

Þíãà è îòíîøåíèÿ òîëùèí ñëîåâ â ïðåäåëå îäèíàêîâûõ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññî-

íà èñõîäíûõ ïàð êðèñòàëëîâ. Â ñëó÷àå áîëüøèõ ðàçëè÷èé êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññî-

íà ýôôåêòèâíûé ïðîäîëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ìîæåò ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ îò

ïðåäñêàçàíèÿ ïðàâèëà ñìåñåé.

Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëüøèå îòêëîíåíèÿ îáîèõ ýôôåêòèâíûõ óïðóãèõ õàðàê-

òåðèñòèê äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí èç ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ, ìîäóëÿ Þíãà è ïðî-

äîëüíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà, èìååò ìåñòî ïðè ñî÷åòàíèè àóêñåòèêîâ è íåàóê-

ñåòèêîâ. Ïðè ýòîì âûáîð òîëùèí ñëîåâ ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü äâóõñëîéíûå ïëàñòè-

íû ñ ðàçëè÷íûìè îòðèöàòåëüíûìè ýôôåêòèâíûìè ïðîäîëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ïóàññîíà. ×òî êàñàåòñÿ ýôôåêòèâíûõ ïîïåðå÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà, òî îíè

âñåãäà ïîëîæèòåëüíû.

Ýôôåêòèâíûå óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè ðàñòÿãèâàåìîé äâóõñëîéíîé ïëàñòè-

íû èç èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ è êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ, ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷-

íûõ â íàïðàâëåíèè ðàñòÿæåíèÿ, òàêæå íå ñëåäóþò ïðàâèëàì ñìåñåé. Âûøå áûëî

ïîêàçàíî, ÷òî ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà ïëàñòèíû èç àóêñåòèêà è íåàóêñåòèêà

ìîæåò ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäèòü îáà ìîäóëÿ Þíãà èñõîäíûõ ìàòåðèàëîâ â ñëî-

ÿõ ïðîèçâîëüíîé òîëùèíû. Îáúåäèíåíèå àóêñåòèêîâ è íåàóêñåòèêîâ â äâóõñëîéíûõ

ïëàñòèíàõ òàêæå ñèëüíî âëèÿåò íà èõ ýôôåêòèâíûå êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà. Â

÷àñòíîñòè, ýôôåêòèâíûé ïðîäîëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà îêàçûâàåòñÿ îòðè-

öàòåëüíûì â îáîèõ ñëîÿõ ïëàñòèíû ïðè èñõîäíîì çàïîëíåíèè àóêñåòèêîì òîëü-

êî îäíîãî ñëîÿ ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì ïðîèçâåäåíèåì îòíîøåíèÿ òîëùèí ñëîåâ è

îòíîøåíèÿ ìîäóëåé Þíãà. Â îáðàòíîé ñèòóàöèè ìàëîãî ïîñëåäíåãî ïðîèçâåäåíèÿ
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ýôôåêòèâíûé ïðîäîëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà îêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì âî

âñåé ïëàñòèíå.

Â ýòîé ãëàâå òàêæå äàíî îïèñàíèå îñîáåííîñòåé òàêèõ õàðàêòåðèñòèê äâóõ-

ñëîéíûõ ïëàñòèí èç ðàçëè÷íî îðèåíòèðîâàííûõ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ, êàê ýô-

ôåêòèâíûå ìîäóëè Þíãà è ýôôåêòèâíûå êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà. Ñèëüíîå ðàçëè-

÷èå çàâèñèìîñòåé îáîèõ òèïîâ ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí

îò óãëà îòíîñèòåëüíîé îðèåíòàöèè è îòíîøåíèÿ òîëùèí ñëîåâ óñòàíîâëåíî â ñëó÷àå

çàïîëíåíèÿ îáîèõ ñëîåâ îäèíàêîâûìè êðèñòàëëàìè ñ ïîëîæèòåëüíûìè èëè îòðèöà-

òåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè àíèçîòðîïèè 𝛿 ≡ (𝑠11 − 𝑠12 − 0.5𝑠44)/𝑠11.

Â ÷àñòíîñòè, áîëåå ïîëóñîòíè êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè êî-

ýôôèöèåíòàìè àíèçîòðîïèè îáðàçîâûâàëè äâóõñëîéíûå ïëàñòèíû ñ ýôôåêòèâíûì

ìîäóëåì Þíãà, êîòîðûé ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ óãëà îðèåíòàöèè è òîëùèí ñëîåâ

ïðåâîñõîäèò îáà ìîäóëÿ Þíãà ñëîåâ, çàïîëíåííûõ îäèíàêîâûìè êðèñòàëëàìè. Òåì

ñàìûì, ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà ïðîäîëüíî ðàñòÿãèâàåìîé äâóõñëîéíîé ïëàñòè-

íû ïðåâûøàåò îáúåìíîå ñðåäíåå, òàê ÷òî ïðÿìîå ïðàâèëî ñìåñåé (ïî Ôîéãòó) íå

âûïîëíÿåòñÿ. Åùå áîëüøåå êîëè÷åñòâî äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí ñ òàêèìè îñîáåííî-

ñòÿìè óïðóãîãî ïîâåäåíèÿ îáíàðóæåíî, êîãäà ñëîè çàïîëíÿëèñü ðàçëè÷íûìè íåà-

óêñåòèêàìè è àóêñåòèêàìè ñ ïîëîæèòåëüíûìè, îòðèöàòåëüíûìè è î÷åíü ìàëûìè

êîýôôèöèåíòàìè àíèçîòðîïèè.

Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ýôôåêòèâíûõ ñâîéñòâ òðåõñëîéíûõ ïëàñòèí, ñîñòî-

ÿùèõ èç êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ, ïðè ðàñòÿæåíèè è èçãèáå. Ýôôåêòèâíûå ìîäó-

ëè Þíãà ñëîèñòûõ ïëàñòèíîê áûëè âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ áîëüøå, ÷åì ìîäóëè Þíãà

âñåõ ñëîåâ, çà èñêëþ÷åíèåì êîìïîçèòîâ ñ î÷åíü æåñòêèìè êðèñòàëëàìè. Ýôôåê-

òèâíûå ïðîäîëüíûå êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà ïðè ðàñòÿæåíèè òðåõñëîéíûõ ïëàñòèí

÷àñòî óâåëè÷èâàëèñü ñ óâåëè÷åíèåì æåñòêîñòè íåàóêñåòèêîâ, èçìåíÿÿ îòðèöàòåëü-

íûé çíàê íà ïîëîæèòåëüíûé. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ òðåõñëîéíûå ïëàñòèíû òèïà íåà-

óêñåòèê - àóêñåòèê - íåàóêñåòèê õàðàêòåðèçóþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè ýôôåêòèâíûìè

ïîïåðå÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè Ïóàññîíà, òîãäà êàê îáà ýôôåêòèâíûõ (ïðîäîëüíûé

è ïîïåðå÷íûé) êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ìîãóò áûòü îòðèöàòåëüíûìè â òðåõñëîéíûõ

ïëàñòèíàõ òèïà àóêñåòèê - íåàóêñåòèê - àóêñåòèê.

Â ñëó÷àå èçãèáà ñèììåòðè÷íûõ ïëàñòèí âíåøíèå ñëîè îêàçûâàþò áîëåå ñèëü-

íîå âëèÿíèå íà ýôôåêòèâíûé ïðîäîëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ïðè èçãèáå, ÷åì

ïðè ðàñòÿæåíèè, ÷òî ïðèâîäèò ê òðåì âèäàì ïîâåäåíèÿ: (à) ïîëíîé ïðîäîëüíîé

àóêñåòè÷íîñòè (ýôôåêòèâíûå ïðîäîëüíûé è ïîïåðå÷íûé êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà

ïðèíèìàþò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ), (á) ïîëíîé ïðîäîëüíîé íåàóêñåòè÷íîñòè (ýô-

ôåêòèâíûå ïðîäîëüíûé è ïîïåðå÷íûé êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà ïðèíèìàþò ïîëî-

æèòåëüíûå çíà÷åíèÿ) è (â) ñî÷åòàíèå ïðîäîëüíîé àóêñåòè÷íîñòè è íåàóêñåòè÷íîñòè

â çàâèñèìîñòè îò òèïà íàãðóçêè (ýôôåêòèâíûå ïðîäîëüíûé è ïîïåðå÷íûé êîýô-

ôèöèåíòû Ïóàññîíà ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ ñ ðàçíûìè çíàêàìè). Ïîñêîëüêó õîðî-

øî èçâåñòíî, ÷òî êàê àóêñåòè÷åñêèå, òàê è íåàóêñåòè÷åñêèå ìàòåðèàëû èìåþò ñâîè

ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè, âîçìîæíîñòü ðàçðåøèòü ñîâìåñòíîå ñóùåñòâîâàíèå òà-
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êèõ ñâîéñòâ - êàê àóêñåòè÷åñêèõ, òàê è íåàóêñåòè÷åñêèõ - îçíà÷àåò, ÷òî ìàòåðèàëû

è ñòðóêòóðû ìîãëè âåñòè ñåáÿ êàê àóêñåòè÷åñêèé ìàòåðèàë, êîãäà áîëåå âûãîäíî

áûòü àóêñåòèêîì ïðè îäíîì òèïå íàãðóçêè, à òàêæå âåñòè ñåáÿ êàê íåàóêñåòè÷åñêèé

ìàòåðèàë, êîãäà íåâûãîäíî áûòü àóêñåòèêîì ïðè äðóãîì òèïà íàãðóçêè.

Àíàëèç àíîìàëüíûõ óïðóãèõ ñâîéñòâ êðèñòàëëîâ è èõ ñëîèñòûõ êîìïîçè-

òîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà íå ÿâëÿåòñÿ ðåäêîñòüþ

äëÿ èçâåñòíûõ ðåàëüíûõ ìàòåðèàëîâ âîïðåêè áûòîâàâøåìó äî ñèõ ïîð ìíåíèþ.

Áîëüøîå ðàçíîîáðàçèå âèäîâ àóêñåòèêîâ ñðåäè êðèñòàëëîâ è åùå áîëüøåå ñðåäè

êîìïîçèòîâ ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü íà èõ øèðîêîå ïðèìåíåíèå, ðàñøèðåíèå óæå

èçâåñòíûõ ïðèëîæåíèé ìàòåðèàëîâ è ìåòàìàòåðèàëîâ.



Глава 4.

Поверхностные волны Релея и Лява

при отрицательном коэффициенте

Пуассона изотропных сред

Èçëîæåíèå êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè èçîòðîïíûõ ñðåä îáû÷íî îãðà-

íè÷èâàåòñÿ ñëó÷àÿìè ïîëîæèòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈, íåñìîòðÿ íà òî,

÷òî òåðìîäèíàìè÷åñêè äîïóñòèìûé èíòåðâàë èõ èçìåíåíèÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ è îá-

ëàñòü îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé: −1 < 𝜈 < 1/2 [50, 204]. Â òîæå âðåìÿ óñòàíîâëåíà

îòðèöàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà äëÿ ðÿäà êðèñòàëëîâ [1, 58] è èçîòðîï-

íûõ ìàòåðèàëîâ [110]. Â íåäàâíåé ðàáîòå [205], îïèðàÿñü íà àíàëèç ðàçìåðíîñòåé,

îöåíèâàëîñü âëèÿíèå êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà âî âñåì âîçìîæíîì äèàïàçîíå èõ

èçìåíåíèÿ íà ñêîðîñòè (è òîëüêî íà ñêîðîñòè) óïðóãèõ âîëí äëÿ ðÿäà çàäà÷ òåîðèè

èçîòðîïíîé óïðóãîñòè, è, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷è î ïîâåðõíîñòíûõ âîëíàõ Ðåëåÿ. Èñ-

ñëåäîâàíèå áåçðàçìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñìåùåíèé è íàïðÿæåíèé â âîëíàõ Ðåëåÿ

ïðè ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ êîýôôèöèåíòàõ Ïóàññîíà áûëî âûïîëíåíî

ðàíåå â ðàáîòå [206]. Îäíàêî, àíàëèç âëèÿíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà íà ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ñìåùåíèé è íàïðÿæåíèé â [206] íåëüçÿ ñ÷èòàòü âïîëíå óñïåøíûì, ïîñêîëüêó

âûáðàííûå îáåçðàçìåðèâàþùèå õàðàêòåðèñòèêè ñàìè ìåíÿëèñü ñ èçìåíåíèåì êî-

ýôôèöèåíòà Ïóàññîíà. Íèæå àíàëèç âîëí Ðåëåÿ ïðè ðàçëè÷íûõ êîýôôèöèåíòàõ

Ïóàññîíà áóäåò ïðîâåäåí ñ îáåçðàçìåðèâàíèåì íà õàðàêòåðèñòèêè ïðè ôèêñèðîâàí-

íîì çíà÷åíèè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà (íàïðèìåð, ïðè 𝜈 = 0). Àíàëîãè÷íûé àíàëèç

áóäåò ïðîâåäåí äëÿ áåçðàçìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñìåùåíèé è íàïðÿæåíèé ó ïåðâîé

ìîäû ñäâèãîâûõ âîëí Ëÿâà â èçîòðîïíûõ ñðåäàõ.

278
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4.1. Влияние величины и знака коэффициента Пуас-

сона на волны Релея [43]

Â ïîëóïðîñòðàíñòâå 𝑧 < 0, çàíÿòîì èçîòðîïíîé óïðóãîé ñðåäîé, âîçìîæíû

äâà òèïà âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ïàðàëëåëüíî åãî ïîâåðõíîñòè. À èìåííî, îáú-

åìíûå ñäâèãîâûå âîëíû, ¾ñêîëüçÿùèå¿ âäîëü ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè áåç çàòóõàíèÿ

ñ ãëóáèíîé, è ïîâåðõíîñòíûå âîëíû Ðåëåÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé êîìáèíàöèþ çà-

òóõàþùèõ ñ ãëóáèíîé ñäâèãîâîé (ïîïåðå÷íîé) è ïðîäîëüíîé âîëí

𝑢𝑥 = (𝜅𝑡𝑎𝑒
𝜅𝑡𝑧 + 𝑘𝑏𝑒𝜅𝑙𝑧) cos 𝑘(𝑥− 𝑐𝑡), 𝑢𝑦 = 0,

𝑢𝑧 = (𝑘𝑎𝑒𝜅𝑡𝑧 + 𝜅𝑡𝑏𝑒
𝜅𝑙𝑧) sin 𝑘(𝑥− 𝑐𝑡).

(4.1)

Çäåñü 𝑎, 𝑏 - àìïëèòóäíûå ìíîæèòåëè, à êîýôôèöèåíòû

𝜅𝑡 = 𝑘

√︃
1 − 𝑐2

𝑐2𝑡
, 𝜅𝑙 = 𝑘

√︃
1 − 𝑐2

𝑐2𝑙

õàðàêòåðèçóþò èçìåíåíèÿ ïîïåðå÷íîé è ïðîäîëüíîé âîëíîâûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñ ãëó-

áèíîé. Íà áîëüøèõ ãëóáèíàõ èç äâóõ âêëàäîâ íàèáîëüøèì îêàçûâàåòñÿ âêëàä ïî-

ïåðå÷íûõ âîëí, ïîñêîëüêó èõ ñêîðîñòü 𝑐𝑡 ìåíüøå ñêîðîñòè ïðîäîëüíûõ âîëí 𝑐𝑙.

Íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè óïðóãîãî òåëà (ïðè 𝑧 = 0) äîëæíû èñ÷åçàòü êîì-

ïîíåíòû íàïðÿæåíèé 𝜎𝑥𝑧, 𝜎𝑦𝑧, 𝜎𝑧𝑧, ÷òî òðåáóåò îãðàíè÷åíèé íà ñìåùåíèÿ âèäà

𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑧

+
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑥

= 0, 𝑢𝑦 = 0, (𝑐2𝑙 − 2𝑐2𝑡 )
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+ 𝑐2𝑡
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

= 0.

Èç íèõ ñëåäóåò ëèíåéíàÿ ñâÿçü ìåæäó àìïëèòóäíûìè ìíîæèòåëÿìè 𝑎, 𝑏 (îäèí èç

íèõ îñòàåòñÿ ïðîèçâîëüíûì, ÷òî îòðàæàåò ëèíåéíîñòü óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè

äëÿ âîëí ìàëîé àìïëèòóäû) è äèñïåðñèîííîå îãðàíè÷åíèå âèäà

(𝜅2𝑡 + 𝑘2)𝑎+ 2𝑘𝜅𝑙𝑏 = 0, (4.2)

(𝜅2𝑡 + 𝑘2)2 = 4𝑘2𝜅𝑡𝜅𝑙. (4.3)

Ïîñëåäíåå äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå õîðîøî

èçâåñòíîãî áèêóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ðåëåÿ

𝜉6 − 8𝜉4 + 8𝜉2
(︂

3 − 2
𝑐2𝑡
𝑐2𝑙

)︂
− 16

(︂
1 − 𝑐2𝑡

𝑐2𝑙

)︂
= 0, 𝜉 ≡ 𝑐

𝑐𝑡
.

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò åäèíñòâåííûé âåùåñòâåííûé êîðåíü ñ îãðàíè÷å-

íèåì 𝜉 < 1, ñëåäóþùèì èç âåùåñòâåííîñòè 𝜅𝑡, 𝜅𝑙 è îïðåäåëÿþùèì çàâèñèìîñòü

áåçðàçìåðíîé ñêîðîñòè âîëíû Ðåëåÿ 𝜉 îò áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà 𝑐𝑡/𝑐𝑙. Â ñâîþ

î÷åðåäü, ýòîò ïàðàìåòð çàâèñèò òîëüêî îò êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà è íå çàâèñèò îò

ìîäóëÿ Þíãà è äëèíû âîëíû (âîëíû áåç äèñïåðñèè)



ГЛАВА 4. ПОВЕРХНОСТНЫЕ ВОЛНЫ 280

𝑐2𝑡
𝑐2𝑙

= 1 − 1

2(1 − 𝜈)
.

Ýòî ïîçâîëÿåò âûðàçèòü çàâèñèìîñòü 𝜈 îò 𝜉 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝜈 = 1 +
8(𝜉2 − 1)

𝜉2(𝜉4 − 8𝜉2 + 8)

è ïðè òî÷íîñòè äî äâóõ çíà÷àùèõ öèôð ñâåñòè åå ê ëèíåéíîìó ñîîòíîøåíèþ

𝜉 ≈ 0.18𝜈 + 0.87.

Ïîñêîëüêó ñêîðîñòü ñäâèãîâûõ âîëí çàâèñèò îò âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà,

òî ïðè àíàëèçå çàâèñèìîñòè áåçðàçìåðíîé ñêîðîñòè âîëíû Ðåëåÿ áîëåå öåëåñîîáðàç-

íî îáåçðàçìåðèâàòü ñêîðîñòü äåëåíèåì íà ñäâèãîâóþ ñêîðîñòü ïðè ôèêñèðîâàííîì

çíà÷åíèè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà, íàïðèìåð, ïðè 𝜈 = 0. Òîãäà ïîëó÷èì ñëåäóþ-

ùóþ ïðîñòóþ çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíîé ñêîðîñòè îò êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà âî

âñåì äèàïàçîíå åãî èçìåíåíèÿ −1 < 𝜈 < 1/2:

𝑐

𝑐0
≈ 0.18𝜈 + 0.87√

1 + 𝜈
, 𝑐0 ≡ 𝑐𝑡|𝜈=0 =

√︃
𝐸

2𝜌
.

Ðèñ. 4.1: Çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíîé ñêîðîñòè âîëíû Ðåëåÿ 𝑐/𝑐0 îò êîýôôèöèåíòà

Ïóàññîíà ïîëóïðîñòðàíñòâà 𝜈.

Ðèñ.4.1 íàãëÿäíî îòðàæàåò ìîíîòîííî ïàäàþùèé õàðàêòåð ýòîé çàâèñèìîñòè. Ïðè-

÷åì, èçìåíåíèÿ îêàçûâàþòñÿ ìàëûìè êàê ïðè ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ 𝜈, òàê è

ïðè îòðèöàòåëüíûõ êîýôôèöèåíòàõ Ïóàññîíà èç äèàïàçîíà −0.5 < 𝜈 < 0. Ëèøü ïðè

ìåíüøèõ îòðèöàòåëüíûõ 𝜈 ðîñò áåçðàçìåðíîé ñêîðîñòè âîëí ñòàíîâèòñÿ çàìåòíûì

è áûñòðî óâåëè÷èâàåòñÿ ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ê −1.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (4.2), (4.3), âûðàæåíèÿì äëÿ ¾ãîðèçîíòàëüíîé¿ è

¾âåðòèêàëüíîé¿ êîìïîíåíò ñìåùåíèé (4.1) ìîæíî ïðèäàòü âèä
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𝑢𝑥 = 𝐴(𝑧) cos 𝑘(𝑥− 𝑐𝑡), (4.4)

𝑢𝑧 = 𝐵(𝑧) sin 𝑘(𝑥− 𝑐𝑡), (4.5)

𝐴(𝑧) = 𝑎𝜅𝑡

(︂
𝑒𝜅𝑡𝑧 − 𝑘

√
𝜅𝑡𝜅𝑙

𝑒𝜅𝑙𝑧
)︂
, (4.6)

𝐵(𝑧) = 𝑎𝑘

(︂
𝑒𝜅𝑡𝑧 −

√
𝜅𝑡𝜅𝑙
𝑘

𝑒𝜅𝑙𝑧
)︂
. (4.7)

Ïîñêîëüêó êîìïîíåíòû ñìåùåíèé â âîëíå Ðåëåÿ ñäâèíóòû ïî ôàçå íà 𝜋/2,

÷àñòèöû äâèãàþòñÿ ïî ýëëèïòè÷åñêîé òðàåêòîðèè

𝑢2𝑥
𝐴2(𝑧)

+
𝑢2𝑧

𝐵2(𝑧)
= 1.

Ðèñ. 4.2: Ýëëèïòè÷åñêèå òðàåêòîðèè ÷àñòèö íà ïîâåðõíîñòè ñ èçìåíåíèåì êîýôôè-

öèåíòà Ïóàññîíà.

Íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè óïðóãîé ñðåäû (ïðè 𝑧 = 0), ïîëàãàÿ 𝑎 > 0, äëÿ

àìïëèòóä èìååì

𝐴0 ≡ 𝐴(𝑧 = 0) = −𝑎𝜅𝑡
𝑘2 − 𝜅2𝑡
𝑘2 + 𝜅2𝑡

< 0, 𝐵0 ≡ 𝐵(𝑧 = 0) = 𝑎𝑘
𝑐2

2𝑐2𝑡
> 0,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò âðàùåíèþ ÷àñòèö ó ïîâåðõíîñòè ïî ýëëèïòè÷åñêîé òðàåêòîðèè

ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ïðè ýòîì ýëëèïñ âûòÿíóò â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿð-

íîì ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè (¾âåðòèêàëüíîì¿), ÷òî âèäíî èç íåðàâåíñòâà |𝐵0/𝐴0| =√︀
𝜅𝑙/𝜅𝑡 > 1. Íà áîëüøèõ ãëóáèíàõ ýëëèïñû òàêæå âûòÿíóòû âåðòèêàëüíî, ïîñêîëü-

êó òîãäà 𝐵/𝐴 ≈ 𝑘/𝜅𝑡 > 1, íî ÷àñòèöû âðàùàþòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå â ñèëó íåðà-

âåíñòâ 𝐴 > 0, 𝐵 > 0. Ýëëèïòè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ÷àñòèö íà ïîâåðõíîñòè çíà÷èòåëü-

íî èçìåíÿåòñÿ ñ èçìåíåíèåì êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà. Êàê ÿñíî âèäíî èç Ðèñ.4.2

ýëëèïòè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ÷àñòèö íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè çíà÷èòåëüíî óìåíüøà-

åòñÿ ïî âåðòèêàëüíîé îñè ñ óìåíüøåíèåì êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà è ïðèáëèæàåòñÿ

ê îêðóæíîñòè ïðè 𝜈 ñòðåìÿùåìñÿ ê −1. Íà ýòîé ôèãóðå è äàëåå äëÿ îáåçðàçìå-

ðèâàíèÿ ñìåùåíèé èñïîëüçóåòñÿ âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñìåùåíèé ïðè íóëåâîì

÷èñëå Ïóàññîíà
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𝐵00 ≡ 𝐵(𝑧 = 0)|𝜈=0 = 0.382𝑎𝑘.

Ðèñ. 4.3: Âëèÿíèå âåëè÷èíû è çíàêà êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà íà àìïëèòóäó âîëí

Ðåëåÿ íà ðàçíûõ ãëóáèíàõ.

Ðèñ. 4.4: Èçìåí÷èâîñòü áåçðàçìåðíûõ ãëóáèí 𝑧𝑚𝐴/𝜆, 𝑧𝑚𝐵/𝜆 è 𝑧*/𝜆 îò êîýôôèöèåíòà

Ïóàññîíà 𝜈.

Õàðàêòåð âëèÿíèÿ âåëè÷èíû è çíàêà êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà íà àìïëèòóäó

âîëí Ðåëåÿ íà ðàçíûõ ãëóáèíàõ õîðîøî èëëþñòðèðóåò Ðèñ.4.3. Íà íåé áåçðàç-

ìåðíûå àìïëèòóäû âåðòèêàëüíîé è ãîðèçîíòàëüíîé êîìïîíåíò ñìåùåíèé 𝐵/𝐵00,

𝐴/𝐵00 äàíû â çàâèñèìîñòè îò áåçðàçìåðíîãî ðàññòîÿíèÿ îò ñâîáîäíîé ïîâåðõíî-

ñòè ïðè ðàçëè÷íûõ êîýôôèöèåíòàõ Ïóàññîíà. Àìïëèòóäû ñäåëàíû áåçðàçìåðíûìè

äåëåíèåì íà àìïëèòóäó âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïðè

íóëåâîì êîýôôèöèåíòå Ïóàññîíà 𝐵00, à ãëóáèíà äåëåíèåì íà äëèíó âîëíû 𝜆. Èç

Ðèñ.4.3a ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïðè ïîëîæèòåëüíîì êîýôôèöèåíòå Ïóàññîíà 𝜈 = 1/2

áåçðàçìåðíàÿ àìïëèòóäà âåðòèêàëüíîãî ñìåùåíèÿ 𝐵/𝐵00 ìåíÿåòñÿ ñ ãëóáèíîé íå
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Ðèñ. 4.5: Èçìåíåíèå òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèö ïðè êîýôôèöèåíòàõ Ïóàññîíà −1,

0 è 0.5 ñ èçìåíåíèåì ãëóáèíû 𝑦/𝜆 [206].

ìîíîòîííûì îáðàçîì. Àìïëèòóäà 𝐵 ñíà÷àëà íå òîëüêî íå óáûâàåò, íî âîçðàñòà-

åò áîëåå ÷åì íà 10%, è ëèøü ïðè |𝑧/𝜆| > 0.4 îíà ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå àìïëèòóäû

íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, è àñèìïòîòè÷åñêè ýêñïîíåíöèàëüíî ñïàäàåò íà áîëüøîé

ãëóáèíå. Â òî âðåìÿ êàê ïðè îòðèöàòåëüíûõ êîýôôèöèåíòàõ Ïóàññîíà àìïëèòóäà

𝐵/𝐵00 óáûâàåò ïðè ëþáîì ïîãðóæåíèè è òåì áûñòðåå, ÷åì áîëåå îòðèöàòåëåí êî-

ýôôèöèåíò Ïóàññîíà. Èç Ðèñ.4.3á âèäíî, ÷òî çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíîé àìïëèòóäû

ãîðèçîíòàëüíîãî ñìåùåíèÿ 𝐴/𝐵00 îò ãëóáèíû íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ïðè ëþáûõ

çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà è ïðè íåáîëüøèõ ãëóáèíàõ |𝑧| /𝜆 ≤ 0.557 ìå-

íÿåò çíàê. Èçìåíåíèå çíàêà àìïëèòóäû 𝐴 ïðè ïîëîæèòåëüíîñòè çíàêà àìïëèòóäû

𝐵 (Ðèñ.4.3) îòðàæàåò èçìåíåíèå íàïðàâëåíèÿ âðàùåíèÿ ÷àñòèö ïî ýëëèïòè÷åñêèì

òðàåêòîðèÿì íà îïðåäåëåííûõ ãëóáèíàõ. Îáðàùåíèå â íóëü 𝐴 íà ýòèõ ãëóáèíàõ óêà-

çûâàåò íà ñõëîïûâàíèå ýëëèïòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé (ëèíåéíóþ ïîëÿðèçàöèþ âîëíû

Ðåëåÿ íà òàêèõ ãëóáèíàõ). Ìîíîòîííûé ðîñò òàêèõ ãëóáèí |𝑧*| /𝜆 ñ óìåíüøåíèåì êî-

ýôôèöèåíòà Ïóàññîíà èëëþñòðèðóåò Ðèñ.4.4. Ïðè ïîñëåäóþùåì óâåëè÷åíèè ãëóáè-

íû àìïëèòóäà ãîðèçîíòàëüíîé êîìïîíåíòû ñìåùåíèé 𝐴 ñòàíîâèòñÿ ïîëîæèòåëüíîé,

äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ïðè ãëóáèíå 𝑧𝑚𝐴/𝜆 è çàòåì óáûâàåò ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî

(êàê 𝑒𝜅𝑡𝑧 ïðè 𝑧 → −∞). Ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ çäåñü òåì ìåíüøå, ÷åì ìåíüøå

êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, è ïðè 𝜈 = −1, |𝑧| /𝜆 > 0.557 ãîðèçîíòàëüíîå ñìåùåíèå îêà-

çûâàåòñÿ î÷åíü ìàëûì. Íà ýòîì ðèñóíêå ïîêàçàíî òàêæå ïîâåäåíèå òî÷êè 𝑧𝑚𝐵/𝜆,

õàðàêòåðèçóþùåé ìàêñèìóì îòíîøåíèÿ 𝐵/𝐵00. Îòñþäà ÿñíî, ÷òî íåìîíîòîííîå èç-

ìåíåíèå òàêîãî îòíîøåíèÿ ñ ãëóáèíîé ïðè ïîëîæèòåëüíûõ êîýôôèöèåíòàõ Ïóàññî-

íà ñòàíîâèòñÿ ìîíîòîííûì ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ (ñð. Ðèñ.4.3). Íàãëÿäíàÿ

èëëþñòðàöèÿ èçìåíåíèé òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ ÷àñòèö â âîëíå Ðåëåÿ ñ èçìåíåíèåì

ãëóáèíû è êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ïðèâåäåíû íà Ðèñ.4.5, êîòîðàÿ áûëà äàíà ðàíåå

â ñòàòüå [206].
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Ñ ïîìîùüþ çàêîíà Ãóêà è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñìåùåíèé (4.4)-(4.7) íàõî-

äÿòñÿ êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé â âîëíå Ðåëåÿ

𝜎𝑥𝑥 = Σ𝑥𝑥(𝑧) sin 𝑘(𝑥− 𝑐𝑡), 𝜎𝑧𝑧 = Σ𝑧𝑧(𝑧) sin 𝑘(𝑥− 𝑐𝑡),

𝜎𝑥𝑧 = Σ𝑥𝑧(𝑧) cos 𝑘(𝑥− 𝑐𝑡).

Èçìåíåíèå èõ àìïëèòóä ñ ãëóáèíîé îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè çàâèñèìîñòÿìè

Σ𝑥𝑧(𝑧) = 𝑎
𝐸

1 + 𝜈
𝑘
√
𝜅𝑡𝜅𝑙𝑓(𝑧), Σ𝑧𝑧(𝑧) = 𝑎

𝐸

1 + 𝜈
𝑘𝜅𝑡𝑓(𝑧),

Σ𝑥𝑥(𝑧) = 𝑎
𝐸

1 + 𝜈

[︂(︀
𝜅2𝑙 − 𝜅2𝑡

)︀√︂𝜅𝑡
𝜅𝑙
𝑒𝜅𝑙𝑧 − 𝑘𝜅𝑡𝑓(𝑧)

]︂
,

𝑓(𝑧) ≡ 𝑒𝜅𝑡𝑧 − 𝑒𝜅𝑙𝑧.

Íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè äâå êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé 𝜎𝑥𝑧, 𝜎𝑧𝑧, êàê è äîëæíî áûòü

ñîãëàñíî êðàåâûì óñëîâèÿì, îáðàùàþòñÿ â íóëü è ëèøü íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà 𝜎𝑥𝑥
îòëè÷íà îò íóëÿ

Σ𝑥𝑥(𝑧 = 0) = 𝑎
𝐸

1 + 𝜈

[︂(︀
𝜅2𝑙 − 𝜅2𝑡

)︀√︂𝜅𝑡
𝜅𝑙
𝑒𝜅𝑙𝑧 − 𝑘𝜅𝑡𝑓(𝑧)

]︂
.

Ðèñ. 4.6: Èçìåí÷èâîñòü áåçðàçìåðíîãî ïîâåðõíîñòíîãî íàïðÿæåíèÿ Σ𝑥𝑥(𝑧 = 0)/Σ0

îò êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈.

Äåëåíèåì íà íåå òðåõ êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé ïîñëåäíèå äåëàþòñÿ áåçðàçìåðíû-

ìè (òàê áûëî ñäåëàíî â [206]). Ïðè ýòîì ïðîèçâîëüíûé àìïëèòóäíûé ìíîæèòåëü 𝑎

èñêëþ÷àåòñÿ. Îäíàêî àíàëèç ïîëó÷åííûõ áåçðàçìåðíûõ õàðàêòåðèñòèê îò êîýôôè-

öèåíòà Ïóàññîíà íà ðàçíîé ãëóáèíå íå ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì, ïîñêîëüêó âêëþ÷àåò â

ñåáÿ è çàâèñèìîñòü ïîâåðõíîñòíîãî íàïðÿæåíèÿ îò ýòîãî êîýôôèöèåíòà (êàê âèäíî

èç Ðèñ.4.6, ïîâåðõíîñòíîå íàïðÿæåíèå áûñòðî âîçðàñòàåò ïðè áîëüøèõ îòðèöàòåëü-

íûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà, ïðè 𝜈 < −0.5). Ïðè âûáîðå ïîâåðõíîñòíîãî
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íàïðÿæåíèÿ äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà, íà-

ïðèìåð, 𝜈 = 0:

Σ0 ≡ Σ𝑥𝑥(𝑧 = 0)|𝜈=0 = 0.3𝐸𝑘2𝑎

â êà÷åñòâå îáåçðàçìåðèâàþùåé õàðàêòåðèñòèêè òàêàÿ çàâèñèìîñòü ïîâåðõíîñòíîãî

íàïðÿæåíèÿ èñêëþ÷àåòñÿ, è àíàëèç èçìåíåíèé íàïðÿæåíèé ñ èçìåíåíèåì êîýôôè-

öèåíòà Ïóàññîíà ñòàíîâèòñÿ ïîëíûì.

Ðèñ. 4.7: Èçìåíåíèå áåçðàçìåðíîãî ñäâèãîâîãî íàïðÿæåíèÿ Σ𝑥𝑧/Σ0 â çàâèñèìîñòè

îò áåçðàçìåðíîé ãëóáèíû 𝑧/𝜆 ïðè ðàçëè÷íûõ êîýôôèöèåíòàõ Ïóàññîíà 0.5, 0, −0.5,

−0.8, −0.95.

Ðèñ. 4.8: Èçìåíåíèå áåçðàçìåðíîãî íîðìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ Σ𝑧𝑧/Σ0 â çàâèñèìîñòè

îò áåçðàçìåðíîé ãëóáèíû 𝑧/𝜆 ïðè ðàçëè÷íûõ êîýôôèöèåíòàõ Ïóàññîíà 0.5, 0, −0.5,

−0.8, −0.95.

Íà Ðèñ.4.7�4.9 ïðåäñòàâëåíû èçìåíåíèÿ áåçðàçìåðíûõ ñäâèãîâîãî è íîðìàëü-

íûõ íàïðÿæåíèé Σ𝑥𝑧/Σ0, Σ𝑧𝑧/Σ0, Σ𝑥𝑥/Σ0 â çàâèñèìîñòè îò áåçðàçìåðíîé ãëóáèíû

𝑧/𝜆 ïðè ðàçëè÷íûõ êîýôôèöèåíòàõ Ïóàññîíà 0.5, 0, −0.5, −0.8, −0.95. Ñëåäóåò
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Ðèñ. 4.9: Èçìåíåíèå áåçðàçìåðíîãî íîðìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ Σ𝑥𝑥/Σ0 â çàâèñèìîñòè

îò áåçðàçìåðíîé ãëóáèíû 𝑧/𝜆 ïðè ðàçëè÷íûõ êîýôôèöèåíòàõ Ïóàññîíà 0.5, −0.5,

−0.95.

Ðèñ. 4.10: Èçìåí÷èâîñòü ýêñòðåìóìîâ áåçðàçìåðíûõ êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé⃒⃒
Σmin
𝑥𝑥

⃒⃒
/Σ0, Σmax

𝑧𝑧 /Σ0, Σmax
𝑥𝑧 /Σ0 â çàâèñèìîñòè îò êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈.

îòìåòèòü íåìîíîòîííûé õàðàêòåð âëèÿíèÿ âåëè÷èíû è çíàêà êîýôôèöèåíòà Ïóàñ-

ñîíà. Íàïðèìåð, ñäâèãîâîå íàïðÿæåíèå ïðè 𝜈 = 0.5 ïðåâîñõîäèò íàïðÿæåíèå ïðè

𝜈 = −0.5 è ëèøü ïðè 𝜈 < −0.8 íàïðÿæåíèå áûñòðî óâåëè÷èâàåòñÿ ïî ìåðå óìåíü-

øåíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà. Äëÿ íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé òàêæå èìååò ìåñòî

íåìîíîòîííîå èçìåíåíèå ñ èçìåíåíèåì êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà. Äëÿ íèõ òàêæå

áûñòðûé ðîñò ïðîèñõîäèò ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïî ìîäóëþ îòðèöàòåëüíûõ êî-

ýôôèöèåíòàõ Ïóàññîíà (ïðè 𝜈 → −1). Ãëóáèíû õàðàêòåðíûõ òî÷åê ýòèõ ðàñïðåäå-

ëåíèé ñëàáî ìåíÿþòñÿ ñ èçìåíåíèåì êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà êàê â ïîëîæèòåëüíîé,

òàê è îòðèöàòåëüíîé îáëàñòè. Íàïðèìåð, ãëóáèíà |𝑧/𝜆| ìàêñèìóìà ñäâèãîâîãî íà-
ïðÿæåíèÿ Σ𝑥𝑧/Σ0 è íîðìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ Σ𝑧𝑧/Σ0 ìîíîòîííî óìåíüøàåòñÿ îò

0.275 äî 0.209 ïðè óìåíüøåíèè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈 îò 0.5 äî −1. Ãëóáèíà

|𝑧/𝜆| ìèíèìóìà íîðìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ Σ𝑥𝑥/Σ0 ïîäðàñòàåò îò 0.498 äî 0.510 ïðè
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óìåíüøåíèè 𝜈 îò 0.5 äî −0.05 è äàëåå ïàäàåò äî 0.505. Ãëóáèíà |𝑧/𝜆|, íà êîòîðîé
îáðàùàåòñÿ â íóëü íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå Σ𝑥𝑥/Σ0 ìîíîòîííî ïîäðàñòàåò îò 0.222

äî 0.296 ïðè óìåíüøåíèè 𝜈 îò 0.5 äî −1. Ðèñ.4.10 äåìîíñòðèðóåò, ÷òî ýêñòðåìóìû

ýòèõ òðåõ êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé áûñòðî ðàñòóò ïðè óìåíüøåíèè îòðèöàòåëüíî-

ãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà íèæå −0.5. Âìåñòå ñ òåì ýêñòðåìóìû Σ𝑥𝑧, |Σ𝑥𝑥| ìîãóò
íåñêîëüêî óâåëè÷èâàòüñÿ ïðè ðîñòå ïîëîæèòåëüíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà è åãî

íåáîëüøèõ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ.

4.2. Влияние величины и знака коэффициента Пуас-

сона на волны Лява [43]

Ïðè ïîêðûòèè óïðóãîé ñðåäû â ïîëóïðîñòðàíñòâå ñëîåì äðóãîãî ìàòåðèàëà

¾ñêîëüçÿùèå¿ âäîëü ïîâåðõíîñòè îáúåìíûå ñäâèãîâûå âîëíû ñòàíîâÿòñÿ çàòóõàþ-

ùèìè ñ óäàëåíèåì îò ïîâåðõíîñòè âãëóáü ïîëóïðîñòðàíñòâà. Òàêèå ëîêàëèçîâàííûå

â ñëîå è ó ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà ïîïåðå÷íûå âîëíû èìåíóþò âîëíàìè Ëÿ-

âà.

Ïóñòü ñëîé îäíîãî èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà 1 òîëùèíû ℎ (ñëîé îò 𝑧 = 0 äî

𝑧 = ℎ) ïîêðûâàåò ïîëóïðîñòðàíñòâî ñ äðóãèì èçîòðîïíûì ìàòåðèàëîì 2 (ïîëóïðî-

ñòðàíñòâî 𝑧 ≤ 0). Íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïîêðûâàþùåãî ñëîÿ 1 (ïðè 𝑧 = ℎ)

äîëæíî èñ÷åçàòü ñäâèãîâîå íàïðÿæåíèå 𝜎𝑦𝑧, ò.å. 𝜕𝑢𝑦1/𝜕𝑧 = 0, à íà ãðàíèöå ðàçäå-

ëà ìåæäó ýòèì ñëîåì è ìàòåðèàëîì â îñòàëüíîì ïîëóïðîñòðàíñòâå 2 (ïðè 𝑧 = 0)

äîëæíû áûòü îäèíàêîâûìè ñìåùåíèÿ 𝑢𝑦1 è 𝑢𝑦2 è ñäâèãîâûå íàïðÿæåíèÿ 𝜎𝑦𝑧1 è 𝜎𝑦𝑧2,

ò.å. 𝑢𝑦1 = 𝑢𝑦2, 𝜇1𝜕𝑢𝑦1/𝜕𝑧 = 𝜇2𝜕𝑢𝑦2/𝜕𝑧. Â òàêîì êîìïîçèòå ìîæåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ

ñîâìåñòíàÿ ïîïåðå÷íàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ âîëíà âèäà

𝑢𝑦1 = 𝑉1(𝑧) sin 𝑘(𝑥− 𝑐𝑡), (4.8)

𝑢𝑦2 = 𝑉2(𝑧) sin 𝑘(𝑥− 𝑐𝑡), (4.9)

𝑢𝑥1 = 𝑢𝑥2 = 𝑢𝑧1 = 𝑢𝑧2 = 0,

𝑉1(𝑧) = 𝑎 cos𝜅1(𝑧 − ℎ), (4.10)

𝑉2(𝑧) = 𝑎𝑒𝜅2𝑧 cos𝜅1ℎ, (4.11)

åñëè âûïîëíÿåòñÿ äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå [50]

tg (ℎ𝜅1) =
𝜇2𝜅2
𝜇1𝜅1

,

𝜅1 = 𝑘

√︃
𝑐2

𝑐2𝑡1
− 1, 𝜅2 = 𝑘

√︃
1 − 𝑐2

𝑐2𝑡2
, 𝑐2𝑡 =

𝜇

𝜌
.

Ýòî äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå îáÿçàíî ñîâìåñòíîìó âûïîëíåíèþ êðàåâûõ óñëîâèé

îòñóòñòâèÿ ñäâèãîâîãî íàïðÿæåíèÿ íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïîêðûâàþùåãî ñëîÿ
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è ðàâåíñòâà ñìåùåíèé è ñäâèãîâûõ íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå ðàçäåëà ìåæäó ýòèì

ñëîåì è óïðóãèì ïîëóïðîñòðàíñòâîì. Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå äîïóñêàåò ñ÷åòíîå

÷èñëî ðåøåíèé âîëí ñ äèñïåðñèåé (âñëåäñòâèå âûäåëåííîãî ìàñøòàáà äëèíû ℎ) ïðè

îãðàíè÷åíèè íà ñêîðîñòü âîëí

𝑐2𝑡2 > 𝑐2 > 𝑐2𝑡1.

Îíî ïîêàçûâàåò òî, ÷òî âîëíû Ëÿâà áûñòðåå ñäâèãîâûõ âîëí â ìàòåðèàëå ïîêðûâà-

þùåãî ñëîÿ è ìåäëåííåå ñäâèãîâûõ âîëí â ìàòåðèàëå ïîëóïðîñòðàíñòâà.

Â äàëüíåéøåì îãðàíè÷èìñÿ àíàëèçîì òîëüêî ïåðâîé ìîäû âîëí Ëÿâà, êîòî-

ðàÿ âûäåëÿåòñÿ óñëîâèåì îòíîñèòåëüíîé òîíêîñòè ïîêðûâàþùåãî ñëîÿ ℎ𝜅1 < 𝜋/2.

Â çàäà÷å î âîëíàõ Ëÿâà â îòëè÷èå îò âîëí Ðåëåÿ ñêîðîñòü âîëí çàâèñèò îò äëèíû

âîëíû 𝜆 = 2𝜋/𝑘 è íåñêîëüêèõ ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåòðîâ

𝜌1, 𝜌2, 𝜇1 =
𝐸1

2 (1 + 𝜈1)
, 𝜇2 =

𝐸2

2 (1 + 𝜈2)
,

à íå îäíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà.

Îãðàíè÷åíèå íà ñêîðîñòè âîëí Ëÿâà ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó íà ìàòåðèàëü-

íûå ïàðàìåòðû

1 + 𝜈1 >
𝐸1𝜌2
𝐸2𝜌1

(1 + 𝜈2) .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ÷àñòíîé ñèòóàöèè 𝐸1/𝜌1 ≥ 𝐸2/𝜌2 òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå óñëî-

âèÿ 𝜈1 > 𝜈2. Îíî ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî äëÿ âîëí Ëÿâà â ìàòåðèàëàõ â ïîëóïðîñòðàí-

ñòâå ñ ïîëîæèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà (íåàóêñåòèêàõ) ìàòåðèàë â ïîêðû-

âàþùåì ñëîå òàêæå íå ìîæåò áûòü àóêñåòèêîì (ìàòåðèàëîì ñ îòðèöàòåëüíûì êî-

ýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà). Ïðîàíàëèçèðóåì ïîäîáíîãî òèïà ñëó÷àé ìàòåðèàëîâ îäè-

íàêîâîé ïëîòíîñòè ñ îäèíàêîâûìè ìîäóëÿìè óïðóãîñòè è ðàçëè÷íûìè êîýôôèöè-

åíòàìè Ïóàññîíà

𝜌1 = 𝜌2 = 𝜌, 𝐸1 = 𝐸2 = 𝐸, 𝜈1 > 𝜈2.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü ïîêðûâàþùèé ñëîé íåñæèìàåìûì, ò.å. 𝜈1 = 1/2. Òîãäà

äîïóñòèìî ðàññìàòðèâàòü â ïîëóïðîñòðàíñòâå ìàòåðèàëû ñ êîýôôèöèåíòàìè Ïóàñ-

ñîíà èç âñåãî äèàïàçîíà −1 < 𝜈2 < 1/2. Â ýòîé ñèòóàöèè èçìåíåíèÿ áåçðàçìåðíîé

ñêîðîñòè ïåðâîé ìîäû âîëí Ëÿâà 𝑐/𝑐0 (çäåñü è äàëåå 𝑐0 =
√︀
𝐸1/2𝜌1) ñ èçìåíåíèåì

êîýôôèöèåíòà 𝜈2 è áåçðàçìåðíîé òîëùèíû ïîêðûâàþùåãî ñëîÿ ℎ/𝜆 îïèñûâàþòñÿ

êðèâûìè Ðèñ.4.11à. Èç ýòîãî ðèñóíêà ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïðè òîíêîì ïîêðûâàþùåì

ñëîå ℎ/𝜆 < 0.1 ñêîðîñòü âîëí ñóùåñòâåííî áîëüøå ïðè îòðèöàòåëüíûõ êîýôôèöè-

åíòàõ Ïóàññîíà (𝜈2 = −0.5 è 𝜈2 = −0.95) è ðàñòåò ñ èõ óáûâàíèåì. ×òî êàñàåòñÿ

îòíîñèòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñìåùåíèé â ïîêðûâàþùåì ñëîå è ïîëóïðîñòðàíñòâå,

òî â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè, êàê âèäíî èç Ðèñ.4.12 âîëíà ñëàáî ïðîíèêàåò â

ïîëóïðîñòðàíñòâî 𝑧 < 0 ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈2, è òåì
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Ðèñ. 4.11: Èçìåíåíèÿ áåçðàçìåðíîé ñêîðîñòè ïåðâîé ìîäû âîëí Ëÿâà 𝑐/𝑐0 ñ èçìå-

íåíèåì êîýôôèöèåíòà 𝜈2 è áåçðàçìåðíîé òîëùèíû ïîêðûâàþùåãî ñëîÿ ℎ/𝜆 ïðè

𝐸1 = 𝐸2, 𝜌1 = 𝜌2 (à) è 4𝐸1 = 𝐸2, 𝜌1 = 𝜌2 (á) è ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôè-

öèåíòîâ Ïóàññîíà 𝜈1 = 0.5 è 𝜈2 = −0.95, 𝜈1 = 0.5 è 𝜈2 = −0.5, 𝜈1 = 0.5 è 𝜈2 = 0,

𝜈1 = 0.5 è 𝜈2 = 0.3.

ìåíüøå, ÷åì ìåíüøå 𝜈2. Â ïðåäåëå 𝜈2 → −1 ëîêàëèçàöèÿ â ñëîå ñòàíîâèòñÿ ïîëíîé.

Íà Ðèñ.4.12 ïðåäñòàâëåíû áåçðàçìåðíûå ñìåùåíèÿ 𝑢𝑦/𝑢𝑦(𝑧 = ℎ) â ñëîå (ïðè 𝑧 > 0)

è â ïîëóïðîñòðàíñòâå (𝑧 < 0) â ôóíêöèè îò áåçðàçìåðíîé êîîðäèíàòû 𝑧/𝜆 ïðè ðàç-

ëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà â ïîëóïðîñòðàíñòâå. Êàê ìîæíî âèäåòü,

òîëüêî ïðè ïîëîæèòåëüíîì êîýôôèöèåíòå 𝜈2 âîëíà ñóùåñòâåííî áîëüøå çàõîäèò â

ïîëóïðîñòðàíñòâî, ÷åì â òîíêèé ïîêðûâàþùèé ñëîé ñ ℎ/𝜆 = 0.3. Ïðè áîëüøèõ îò-

ðèöàòåëüíûõ êîýôôèöèåíòàõ Ïóàññîíà äàæå â ñëó÷àå ñëîÿ ìàëîé òîëùèíû âîëíà

îêàçûâàåòñÿ çàõâà÷åííîé ýòèì ñëîåì. Ïðè òîëñòîì ïîêðûâàþùåì ñëîå (ℎ/𝜆 = 5)

ýòî âåðíî ïðàêòè÷åñêè ïðè ëþáûõ êîýôôèöèåíòàõ Ïóàññîíà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèòóàöèþ áîëåå æåñòêîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà

𝜌1 = 𝜌2, 𝐸2 = 4𝐸1,

ïðè êîòîðîé ñîâìåñòíîå îãðàíè÷åíèå íà êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà ñëîÿ è ïîëóïðî-

ñòðàíñòâà îêàçûâàåòñÿ áîëåå ñëàáûì

1 + 𝜈1 >
1 + 𝜈2

4
.

Ýòî ïîçâîëÿåò èçó÷èòü òàêæå ñëó÷àè ïîêðûâàþùåãî ñëîÿ ñ îòðèöàòåëüíûì

êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà 𝜈1.

Â îáñóæäàåìîé ñèòóàöèè ñ 𝐸2 = 4𝐸1 ïðè 𝜈1 = 1/2, êàê âèäíî èç Ðèñ.4.11á, áåç-

ðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü âîëí ïðè òîíêîì íåñæèìàåìîì ïîêðûâàþùåì ñëîå ñ ℎ/𝜆 < 0.1

ñòàíîâèòñÿ åùå áîëüøåé. ×òî êàñàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñìåùåíèé çäåñü êàê â ñëó÷àå

òîíêîãî (ñ ℎ/𝜆 = 0.3), òàê è òîëñòîãî íåñæèìàåìîãî ñëîÿ (ñ ℎ/𝜆 = 5), âîëíà Ëÿâà
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Ðèñ. 4.12: Çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíûõ ñìåùåíèé 𝑢𝑦/𝑢𝑦 (𝑧 = ℎ) â ñëîå (ïðè 𝑧 > 0)

è â ïîëóïðîñòðàíñòâå (𝑧 < 0) îò áåçðàçìåðíîé êîîðäèíàòû 𝑧/𝜆 ïðè ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà â ïîëóïðîñòðàíñòâå è ïðè 𝐸1 = 𝐸2, 𝜌1 = 𝜌2
(ñïëîøíàÿ ëèíèÿ - ℎ/𝜆 = 0.3, øòðèõîâàííàÿ ëèíèÿ - ℎ/𝜆 = 5).

ñëàáî ïðîíèêàåò â ïîëóïðîñòðàíñòâî, ëîêàëèçóÿñü âñå áîëüøå â ñëîå ïðè óìåíüøå-

íèè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈2 (Ðèñ.4.13).

Íà Ðèñ.4.14 ïðåäñòàâëåí ñëó÷àé ïîêðûâàþùåãî ñëîÿ ñ îòðèöàòåëüíûì êîýô-

ôèöèåíòîì Ïóàññîíà 𝜈1 = −0.5 ïðè òåõ æå êîýôôèöèåíòàõ Ïóàññîíà äëÿ ïîëóïðî-

ñòðàíñòâà 𝜈2 = 0.3, 0, −0.5, −0.95 è 𝐸2 = 4𝐸1. Èç ñðàâíåíèÿ Ðèñ.4.13 è Ðèñ.4.14

ìîæíî âèäåòü, ÷òî âîëíà Ëÿâà âíîâü áîëüøå ïðîíèêàåò â ïîëóïðîñòðàíñòâî ïðè

íåîòðèöàòåëüíîì êîýôôèöèåíòå Ïóàññîíà ó ïîñëåäíåãî è îòðèöàòåëüíîì êîýôôè-

öèåíòå ó òîíêîãî ñëîÿ.

Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå äëÿ âîëí Ëÿâà ñèëüíî óïðîùàåòñÿ â ñëó÷àå òîíêîãî

ïîêðûâàþùåãî ñëîÿ. Ïðè óñëîâèè ℎ𝜅1 ≪ 1 òàíãåíñ â äèñïåðñèîííîì óðàâíåíèè

çàìåíÿåòñÿ íà ëèíåéíóþ ôóíêöèþ è ïîëó÷àåì

ℎ𝜅2
𝜇2

𝜇1

≪ ℎ𝜅1 ≪ 1.
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Ðèñ. 4.13: Ðàñïðåäåëåíèÿ ñìåùåíèé 𝑢𝑦/𝑢𝑦 (𝑧 = ℎ) â ñëó÷àå òîíêîãî (ñ ℎ/𝜆 = 0.3,

ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è òîëñòîãî íåñæèìàåìîãî ñëîÿ (ñ ℎ/𝜆 = 5, øòðèõîâàííàÿ ëèíèÿ)

äëÿ âîëí Ëÿâà ïðè 4𝐸1 = 𝐸2, 𝜌1 = 𝜌2; à - 𝜈1 = 0.5, 𝜈2 = 0.3, á - 𝜈1 = 0.5, 𝜈2 = 0, â -

𝜈1 = 0.5, 𝜈2 = −0.5, ã - 𝜈1 = 0.5, 𝜈2 = −0.95.

Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè èç 𝜅2 ≈ 0 ñëåäóåò 𝑐2 ≈ 𝑐2𝑡2, à â ñëåäóþùåì ïðè-

áëèæåíèè òåîðèè âîçìóùåíèé ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó, ïðîïîðöèîíàëüíîìó òîëùèíå,

íàõîäèì

𝑐2 ≈ 𝑐2𝑡2

[︃
1 −

(︂
𝜌1
𝜌2

− 𝜇1

𝜇2

)︂2

(ℎ𝑘)2

]︃
.

Â ñèòóàöèè 𝜌1 = 𝜌2 = 𝜌, 𝐸1 = 𝐸2 = 𝐸 èìååì òîãäà ñëåäóþùóþ çàâèñèìîñòü

áåçðàçìåðíîé ñêîðîñòè âîëí îò êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà è áåçðàçìåðíîãî îòíîøå-

íèÿ òîëùèíû ñëîÿ ê äëèíå âîëíû

𝑐2

𝑐20
≈ 1

1 + 𝜈2

[︃
1 − 4𝜋2

(︂
𝜈1 − 𝜈2
1 + 𝜈1

)︂2(︂
ℎ

𝜆

)︂2
]︃
, 𝑐0 =

√︃
𝐸

2𝜌
.

Êàê è â ñëó÷àå òî÷íîãî äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ ñêîðîñòü âîëí ïåðâîé ìî-

äû ïàäàåò çäåñü ñ òîëùèíîé ñëîÿ è ðàñòåò ñ óìåíüøåíèåì ÷èñëà Ïóàññîíà, îñîáåí-
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Ðèñ. 4.14: Ðàñïðåäåëåíèÿ ñìåùåíèé 𝑢𝑦/𝑢𝑦 (𝑧 = ℎ) â ñëó÷àå òîíêîãî (ñ ℎ/𝜆 = 0.3,

ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è òîëñòîãî íåñæèìàåìîãî ñëîÿ (ñ ℎ/𝜆 = 5, øòðèõîâàííàÿ ëèíèÿ)

äëÿ âîëí Ëÿâà ïðè 4𝐸1 = 𝐸2, 𝜌1 = 𝜌2; à - 𝜈1 = −0.5, 𝜈2 = 0.3, á - 𝜈1 = −0.5, 𝜈2 = 0,

â - 𝜈1 = −0.5, 𝜈2 = −0.5, ã - 𝜈1 = −0.5, 𝜈2 = −0.95.

íî ñèëüíî ïðè 𝜈2 → −1. Àíàëîãè÷íîå ïîâåäåíèå ñêîðîñòè èìååò ìåñòî â ñèòóàöèÿõ

𝜌1 = 𝜌2, 𝐸1 ̸= 𝐸2 (ñð. Ðèñ.4.11á).

×òî êàñàåòñÿ ïðèáëèæåíèÿ òîëñòîé ïëàñòèíû ñ ℎ𝜅2𝜇2/𝜇1 ≫ 1 äëÿ âîëí ïåð-

âîé ìîäû ñ ℎ𝜅1 < 𝜋/2 ïðèáëèæåííûì äèñïåðñèîííûì óðàâíåíèåì â áåçðàçìåðíîì

âèäå áóäåò

𝑐2

𝑐20
≈ 1

1 + 𝜈1

[︃
1 +

1

16

(︂
𝜆

ℎ

)︂2
]︃
.

È ýòî íàõîäèòñÿ â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ ïîâåäåíèåì áåçðàçìåðíîé ñêîðîñòè

ïðè ℎ/𝜆 ≈ 1 íà Ðèñ.4.14.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèÿìè äëÿ ñìåùåíèé (4.8)-(4.11) ñäâèãîâûå íàïðÿ-

æåíèÿ â ïîêðûâàþùåì ñëîå 1 è â ïîëóïðîñòðàíñòâå 2 èìåþò âèä
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𝜎𝑦𝑧 = Σ𝑦𝑧(𝑧) sin 𝑘(𝑥− 𝑐𝑡), 𝜎𝑥𝑦 = Σ𝑥𝑦(𝑧) cos 𝑘(𝑥− 𝑐𝑡),

Σ𝑦𝑧1(𝑧) = 𝜇1𝜅1𝑎 sin𝜅1(ℎ− 𝑧), Σ𝑥𝑦1(𝑧) = 𝜇1𝑘𝑎 cos𝜅1(ℎ− 𝑧),

Σ𝑦𝑧2(𝑧) = 𝜇2𝜅2𝑎𝑒
𝜅2𝑧 cos𝜅1ℎ, Σ𝑥𝑦2(𝑧) = 𝜇2𝑘𝑎𝑒

𝜅2𝑧 cos𝜅1ℎ.

Êàê è ñëåäóåò èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïîêðûâàþ-

ùåãî ñëîÿ è íà ãðàíèöå ðàçäåëà äëÿ íèõ âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà

Σ𝑦𝑧1(𝑧 = ℎ) = 0, Σ𝑦𝑧1(𝑧 = 0) = Σ𝑦𝑧2(𝑧 = 0).

×òîáû ïåðåéòè ê áåçðàçìåðíîìó âèäó ðàñïðåäåëåíèé íàïðÿæåíèé, áóäåì èñ-

ïîëüçîâàòü

Σ ≡ Σ𝑥𝑦1(𝑧 = ℎ)|𝜈1=0.5 =
1

3
𝑎𝑘𝐸1.

Ïîñëå äåëåíèÿ íà ýòó âåëè÷èíó ïîëó÷èì ñëåäóþùèå áåçðàçìåðíûå ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ñäâèãîâûõ íàïðÿæåíèé â ïîêðûâàþùåì ñëîå

Σ𝑦𝑧1

Σ
=

3𝜅1
2𝑘(1 + 𝜈1)

sin𝜅1(ℎ− 𝑧),
Σ𝑥𝑦1

Σ
=

3

2(1 + 𝜈1)
cos𝜅1(ℎ− 𝑧)

è â íèæíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå

Σ𝑦𝑧2

Σ
=

3𝜅2𝐸2

2𝑘(1 + 𝜈2)𝐸1

𝑒𝜅2𝑧 cos𝜅1ℎ,
Σ𝑥𝑦2

Σ
=

3𝐸2

2(1 + 𝜈2)𝐸1

𝑒𝜅2𝑧 cos𝜅1ℎ.

Ðèñ. 4.15: Ðàñïðåäåëåíèÿ ñäâèãîâûõ íàïðÿæåíèé Σ𝑦𝑧/Σ ïåðâîé ìîäû âîëíû Ëÿâà â

ïîêðûâàþùåì ñëîå ñ 𝜈1 = 0.5 è ïîëóïðîñòðàíñòâå ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êîýô-

ôèöèåíòîâ Ïóàññîíà (𝜈2 = 0.3, 𝜈2 = 0, 𝜈2 = −0.5, 𝜈2 = −0.95 è ïðè 𝐸1 = 𝐸2, 𝜌1 = 𝜌2,

ℎ/𝜆 = 0.3.
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Íà ïîñëåäóþùèõ ðèñóíêàõ äàåòñÿ íàãëÿäíûé âèä ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé ñäâèãî-

âûõ íàïðÿæåíèé ïåðâîé ìîäû âîëíû Ëÿâà â ïîêðûâàþùåì ñëîå è ïîëóïðîñòðàíñòâå

ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà. Ðèñ.4.15 îòðàæàåò èçìåíåíèÿ

ðàñïðåäåëåíèé ñäâèãîâîãî íàïðÿæåíèÿ Σ𝑦𝑧/Σ ïðè ÷åòûðåõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåí-

òà Ïóàññîíà ìàòåðèàëà ïîëóïðîñòðàíñòâà 𝜈2 (â ÷àñòíîñòè, ïðè äâóõ îòðèöàòåëüíûõ)

â ñèòóàöèè 𝜌1 = 𝜌2, 𝐸1 = 𝐸2 ïðè ¾òîíêîì¿ (ℎ/𝜆 = 0.3) íåñæèìàåìîì (𝜈1 = 0.5) ïî-

êðûâàþùåì ñëîå. Ìàêñèìóì ýòîãî ñäâèãîâîãî íàïðÿæåíèÿ ïðèõîäèòñÿ íà ãðàíèöó

ðàçäåëà ìåæäó ïîêðûâàþùèì ñëîåì è ïîëóïðîñòðàíñòâîì. Ïðè ýòîì ñ óìåíüøå-

íèåì êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈2 è ïåðåõîäà ê åãî îòðèöàòåëüíûì çíà÷åíèÿì èìååò

ìåñòî áîëüøîé ðîñò ìàêñèìóìà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì çàãëóá-

ëåíèè â ïîëóïðîñòðàíñòâî (ïðè |𝑧| /𝜆 > 0.5) ñäâèãîâîå íàïðÿæåíèå Σ𝑦𝑧/Σ ñíèæàåò-

ñÿ ñ óìåíüøåíèåì 𝜈2. Îòìåòèì, ÷òî ãîðàçäî ìåíüøèìè îêàçûâàþòñÿ ìàêñèìàëüíûå

ñäâèãîâûå íàïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëà â ñëó÷àå ¾òîëñòîãî¿ ïîêðûâàþùåãî ñëîÿ

(0.05 ïðè ℎ/𝜆 = 5) è îíè ñëàáî ðàñòóò ïðè ñíèæåíèè êîýôôèöèåíòà 𝜈2.

Ðèñ. 4.16: Ðàñïðåäåëåíèÿ ñäâèãîâûõ íàïðÿæåíèé Σ𝑥𝑦/Σ ïåðâîé ìîäû âîëíû Ëÿâà â

ïîêðûâàþùåì ñëîå ñ 𝜈1 = 0.5 è ïîëóïðîñòðàíñòâå ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êîýô-

ôèöèåíòîâ Ïóàññîíà (𝜈2 = 0.3, 𝜈2 = 0, 𝜈2 = −0.5, 𝜈2 = −0.95 è ïðè 𝐸1 = 𝐸2, 𝜌1 = 𝜌2,

ℎ/𝜆 = 0.3.

Ðèñ.4.16 îòðàæàåò ïîâåäåíèå äðóãîãî ñäâèãîâîãî íàïðÿæåíèÿ Σ𝑥𝑦/Σ â òîé

æå ñèòóàöèè 𝜌1 = 𝜌2, 𝐸1 = 𝐸2, ℎ/𝜆 = 0.3, 𝜈1 = 0.5. Ýòî íàïðÿæåíèå èñïûòûâàåò

íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñêà÷îê, ðàñòóùèé ñ óáûâàíèåì êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 𝜈2, è

óìåíüøàåòñÿ ñ îáåèõ ñòîðîí îò ãðàíèöû ðàçäåëà ñ óìåíüøåíèåì 𝜈2, îêàçûâàÿñü

ñóùåñòâåííî íèæå ñî ñòîðîíû ïîêðûâàþùåãî ñëîÿ ó ãðàíèöû ðàçäåëà.

Â äðóãîé ñèòóàöèè 𝜌1 = 𝜌2, 4𝐸1 = 𝐸2, ℎ/𝜆 = 0.3 äëÿ ïåðâîé ìîäû Ëÿâà äîïó-

ñòèìî ðàññìàòðèâàòü ïîêðûâàþùèé ñëîé ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàñ-

ñîíà 𝜈1. Èç Ðèñ.4.17 ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïðè ïîêðûâàþùåì ñëîå ñ îòðèöàòåëüíûì

êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà 𝜈1 = −0.5 ìàêñèìóìû ñäâèãîâûõ íàïðÿæåíèé Σ𝑦𝑧/Σ ïðè

ðàçëè÷íûõ 𝜈2 íà ãðàíèöå ðàçäåëà âîçðàñòàþò â íåñêîëüêî ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàê-

ñèìóìàìè íàïðÿæåíèé â ïðåäûäóùåé ñèòóàöèè ñ 𝜈1 = +0.5 (íà Ðèñ.4.15 è Ðèñ.4.17
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Ðèñ. 4.17: Ðàñïðåäåëåíèÿ ñäâèãîâûõ íàïðÿæåíèé Σ𝑦𝑧/Σ ïåðâîé ìîäû âîëíû Ëÿâà

â ïîêðûâàþùåì ñëîå ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà 𝜈1 = −0.5 è ïî-

ëóïðîñòðàíñòâå ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà (𝜈2 = −0.95,

𝜈2 = −0.5, 𝜈2 = 0, 𝜈2 = 0.3) è ïðè 4𝐸1 = 𝐸2, 𝜌1 = 𝜌2, ℎ/𝜆 = 0.3.

Ðèñ. 4.18: Ðàñïðåäåëåíèÿ ñäâèãîâûõ íàïðÿæåíèé Σ𝑥𝑦/Σ ïåðâîé ìîäû âîëíû Ëÿâà

â ïîêðûâàþùåì ñëîå ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà 𝜈1 = −0.5 è ïî-

ëóïðîñòðàíñòâå ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà (𝜈2 = −0.95,

𝜈2 = −0.5, 𝜈2 = 0, 𝜈2 = 0.3) è ïðè 4𝐸1 = 𝐸2, 𝜌1 = 𝜌2, ℎ/𝜆 = 0.3.

ìàñøòàáû íà îñÿõ îðäèíàò ðàçëè÷íû). Ïðè îòðèöàòåëüíîì 𝜈1 = −0.5 âåëè÷èíû äðó-

ãèõ ñäâèãîâûõ íàïðÿæåíèé Σ𝑥𝑦/Σ ó ãðàíèöû ðàçäåëà, èõ ñêà÷êè è ðàñïðåäåëåíèÿ

àíàëîãè÷íî âîçðàñòàþò (Ðèñ.4.18) ïî ñðàâíåíèþ ñ òåì, ÷òî èìåëî ìåñòî â ñèòóàöèè

Ðèñ.4.16.

Â ñëó÷àå òîëñòîãî ïîêðûâàþùåãî ñòîÿ (ℎ/𝜆 = 5) ïðè 𝜌1 = 𝜌2, 4𝐸1 = 𝐸2, 𝜈1 =

−0.5 ìàêñèìàëüíîå íàïðÿæåíèå Σ𝑦𝑧/Σ, õîòÿ è âîçðàñòàåò â òðè ðàçà ïî ñðàâíåíèþ ñ

ñèòóàöèåé 𝜌1 = 𝜌2, 𝐸1 = 𝐸2, 𝜈1 = +0.5, îñòàåòñÿ ìàëûì (0.14-0.15) è ñëàáî ðàñòóùèì

ñ óìåíüøåíèåì 𝜈2. Â òî æå âðåìÿ íàïðÿæåíèå Σ𝑥𝑦/Σ â îáåèõ ñèòóàöèÿõ îêàçûâàåòñÿ

áîëüøèì â ïðåäåëàõ òîëñòîãî ïîêðûâàþùåãî ñëîÿ, ïðè÷åì, â òðè ðàçà áîëüøèì
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Ðèñ. 4.19: Ðàñïðåäåëåíèÿ ñäâèãîâûõ íàïðÿæåíèé Σ𝑥𝑦/Σ ïåðâîé ìîäû âîëíû Ëÿâà â

ïîêðûâàþùåì ñëîå è ïîëóïðîñòðàíñòâå ïðè ℎ/𝜆 = 5, 𝜌1 = 𝜌2 è 𝜈2 = 0. Ñïëîøíàÿ

ëèíèÿ - 𝜈1 = −0.5, 4𝐸1 = 𝐸2, øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ - 𝜈1 = 0.5, 𝐸1 = 𝐸2.

ïðè îòðèöàòåëüíîì êîýôôèöèåíòå Ïóàññîíà ýòîãî ñëîÿ 𝜈1 = −0.5, è î÷åíü ìàëûì â

ïîëóïðîñòðàíñòâå (Ðèñ.4.19).

4.3. Заключение

Â äàíîé ãëàâå âûïîëíåíî ñðàâíåíèå ïîâåäåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí Ðåëåÿ

è ïåðâîé ìîäû âîëí Ëÿâà ïðè ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ êîýôôèöèåíòàõ

Ïóàññîíà èçîòðîïíûõ ñðåä. Ïîâåäåíèå âîëí Ðåëåÿ è Ëÿâà îêàçûâàåòñÿ ñèëüíî çà-

âèñÿùèì îò êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ïîëóïðîñòðàíñòâà â ïåðâîì ñëó÷àå è îò äâóõ

êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà äëÿ ïîêðûâàþùåãî ñëîÿ è íèæíåãî ïîëóïðîñòðàíñòâà âî

âòîðîì. Ýòî ïðîñëåæåíî íà ïîëÿõ ñìåùåíèé è íàïðÿæåíèé. Îòðèöàòåëüíîñòü êîýô-

ôèöèåíòîâ Ïóàññîíà ìàòåðèàëîâ, ó ïîâåðõíîñòè êîòîðûõ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âîëíû

Ðåëåÿ è Ëÿâà, ñóùåñòâåííî ñêàçûâàåòñÿ íà ñêîðîñòÿõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ, àìïëèòó-

äàõ è ñòåïåíè ïðîíèêàíèÿ âîëí â îáúåì. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïî ìîäóëþ îò-

ðèöàòåëüíûõ êîýôôèöèåíòàõ Ïóàññîíà èìååò ìåñòî áîëüøîé ðîñò ìàêñèìàëüíûõ

íàïðÿæåíèé â ïðèïîâåðõíîñòíûõ îáëàñòÿõ äëÿ âîëí îáîèõ òèïîâ.

Ìàòåðèàëüíûå ÷àñòèöû â âîëíàõ Ðåëåÿ âðàùàþòñÿ ïî ýëëèïòè÷åñêèì òðà-

åêòîðèÿì â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû íà áîëüøîé è ìàëîé ãëóáèíå îò ñâîáîäíîé

ïîâåðõíîñòè, è âîëíû îáëàäàþò ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèåé íà íåêîòîðîé ïðîìåæóòî÷-

íîé ãëóáèíå. Ýòè õàðàêòåðíûå ãëóáèíû îêàçûâàþòñÿ ñèëüíî çàâèñÿùèìè îò âåëè÷è-

íû è çíàêà êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà. Ñòåïåíü ïðîíèêíîâåíèÿ ñäâèãîâûõ âîëí Ëÿâà

â ìàòåðèàëüíîå ïîëóïðîñòðàíñòâî, ïîêðûòîå ñëîåì äðóãîãî ìàòåðèàëà, çàâèñèò îò

òîëùèíû ïîêðûâàþùåãî ñëîÿ, êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà è ìîäóëåé Þíãà îáîèõ ìà-

òåðèàëîâ.
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Óãëåðîäíûå àëìàçîïîäîáíûå ôàçû (ÓÀÔ) - ýòî ôàçû, ñîñòîÿùèå èç óãëåðîä-

íûõ àòîìîâ, â êîòîðûõ êàæäûé àòîì, êàê â àëìàçíîé ñòðóêòóðå, îáðàçóåò ÷åòûðå

𝜎-ñâÿçè ñ ñîñåäíèìè àòîìàìè [207]. Ïðè ýòîì ðåøåòêà òàêèõ àëìàçîïîäîáíûõ ôàç

îòëè÷àåòñÿ îò ðåøåòêè àëìàçà. Îñíîâîé äëÿ ñîçäàíèÿ àëìàçîïîäîáíûõ ôàç ìîãóò

ñëóæèòü ðàçëè÷íûå ïîëèìîðôû óãëåðîäà - ãðàôåí, ôóëëåðåíîïîäîáíûå ìîëåêóëû,

òðóá÷àòûå ñòðóêòóðû íà îñíîâå óãëåðîäà. Àëìàçîïîäîáíûå ôàçû, ñîñòàâíîé åäèíè-

öåé êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ôóëëåðåíîïîäîáíûå ìîëåêóëû, ïîëó÷èëè íàçâàíèå фуллеран,

ìàòåðèàë, ñîñòîÿùèé èç ëèñòîâ ãðàôåíà - графан, à èç íàíîòðóáîê - тубулан [207].

Íàðÿäó ñ íàíîàëìàçàìè [208], òàêèå ñòðóêòóðû âûçûâàþò áîëüøîé èíòåðåñ èññëåäî-

âàòåëåé. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ýêñïåðèìåíòàëüíî ñèíòåçèðîâàíû è òåîðåòè÷åñêè

èññëåäîâàíû íåñêîëüêî óãëåðîäíûõ àëìàçîïîäîáíûõ ôàç, íàïðèìåð, ïîëèìåðèçî-

âàííûé êóáè÷åñêèé ôóëëåðèò Ñ24 [209, 210] (ìàòåðèàë, ñîñòîÿùèé èç ìîëåêóë ôóë-

ëåðåíà), óãëåðîäíàÿ Ñ8 ôàçà âûñîêîé ïëîòíîñòè [211] è ò.ä. Â ðÿäå òåîðåòè÷åñêèõ

ðàáîò äîñòàòî÷íî ïîëíî ïðåäñòàâëåíû õàðàêòåðèñòèêè ðàçëè÷íûõ àëìàçîïîäîáíûõ

ôàç è èõ êëàññèôèêàöèÿ [212�215]. Â ðàáîòå [216] âïåðâûå áûëî ïðåäëîæåíî ïîëó-

÷àòü íàíîàëìàçíóþ ôàçó èç ïîëèìåðèçîâàííûõ íàíîòðóáîê. Ñòðóêòóðíûå õàðàêòå-

ðèñòèêè êðèñòàëëîâ, ïîëó÷àåìûõ èç ïîëèìîðôîâ ãðàôåíà áûëè èññëåäîâàíû â [217].

ÓÀÔ è èõ ñâîéñòâà èçó÷àëèñü ðàíåå â ðàáîòàõ [213, 218, 219]. Ìåòîäîì ìîëåêóëÿð-

íîé äèíàìèêè ðàññ÷èòàíû ðàâíîâåñíûå ñîñòîÿíèÿ êëàñòåðîâ ôóëëåðåíîïîäîáíûõ

ìîëåêóë Ñ24 è Ñ48 [220,221].

Íàèáîëåå âàæíîé îáëàñòüþ ïðèìåíåíèÿ ÓÀÔ ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèå ïîâåðõíî-

ñòåé â áèîìåäèöèíå [222], ëåãêî èçíàøèâàþùèõñÿ ïîâåðõíîñòåé [223], à òàêæå â àí-

òèôðèêöèîííûõ ïîêðûòèÿõ [224]. Ïîëó÷åíèå òàêèõ ìàòåðèàëîâ ìîæíî îñóùåñòâèòü

ãîðàçäî ëåã÷å è äåøåâëå ïî ñðàâíåíèþ ñ àëìàçàìè.

Ñòðóêòóðíûå è ýíåðãåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ðàçëè÷íûõ àëìàçîïîäîáíûõ

ôàç àêòèâíî èññëåäóþòñÿ â ïîñëåäíèå ãîäû, îäíàêî ìíîãèå èõ ñâîéñòâà îñòàþòñÿ

ìàëî èçó÷åííûìè è òðåáóþò äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

Íèæå ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóëëåðèòû è àëìàçîïîäîáíûå ôàçû ñ êóáè÷åñêîé,

ãåêñàãîíàëüíîé è òåòðàãîíàëüíîé àíèçîòðîïèåé, ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå êîòîðûõ èñ-
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ñëåäîâàíî ìåòîäîì ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. Äàííûå, íàéäåííûå ñ ïîìîùüþ àòî-

ìèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, èñïîëüçóþòñÿ äëÿ àíàëèçà óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê.

5.1. Упругие свойства фуллерита [44,45]

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ âñå áîëüøåå âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé ïðèâëåêàþò

îáúåìíûå óãëåðîäíûå íàíîìàòåðèàëû, äåìîíñòðèðóþùèå íîâûå èíòåðåñíûå ñâîé-

ñòâà [220]. Ñðåäè òàêèõ íàíîìàòåðèàëîâ õîðîøî èçâåñòíûì ÿâëÿåòñÿ ôóëëåðèò. Îä-

íîé èç íàèáîëåå èññëåäîâàííûõ ñòðóêòóð ÿâëÿåòñÿ ôóëëåðèò íà îñíîâå ôóëëåðåíà

Ñ60. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî òàêîé ôóëëåðèò èçâåñòåí äîâîëüíî äàâíî, åãî ìåõàíè÷å-

ñêèå ñâîéñòâà è õàðàêòåðèñòèêè îñòàþòñÿ ìàëîèçó÷åííûìè. Ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó

èìåþòñÿ èññëåäîâàíèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâ ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ îáðàçöîâ ôóëëåðèòà

C60 [225], èçìåðåíèÿ ìîäóëÿ Þíãà íà ìîíîêðèñòàëëè÷åñêèõ îáðàçöàõ ìàëûõ ðàç-

ìåðîâ [226, 227] è èññëåäîâàíèÿ ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ ïëåíîê. Ðàíåå òàêæå áûëè

âûïîëíåíû èçìåðåíèÿ óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ íåêîòîðûõ àëìàçîïîäîáíûõ ñòðóêòóð è

ôóëëåðèòîâ [228�231]. Óïðóãèå ìîäóëè ìîíîêðèñòàëëè÷åñêîãî Ñ60 áûëè îïðåäåëå-

íû íà îñíîâå èçìåðåíèÿ ñêîðîñòåé óëüòðàçâóêà [228], èññëåäîâàí ðåëàêñàöèîííûé

âêëàä [229] è òåìïåðàòóðíîå ïîâåäåíèå [230, 231] ìîäóëåé óïðóãîñòè. Â ðàáîòå [85]

íà îñíîâå ìîäóëåé æåñòêîñòè, ïîëó÷åííûõ â [230], èññëåäîâàëèñü óïðóãèå ñâîéñòâà

ôóëëåðèòà â çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû.

Íèæå â äàííîì ðàçäåëå èçó÷åíû óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè òðåõ ðàçëè÷íûõ

êðèñòàëëîâ ôóëëåðèòîâ, îñíîâûâàÿñü íà ðåçóëüòàòàõ, ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì ìîëå-

êóëÿðíîé äèíàìèêè è ðåçóëüòàòàõ, ïðåäñòàâëåííûõ â Ãëàâå 1.

Ðèñ. 5.1: Ïðèìåð ñòðóêòóðû ôóëëåðèòà Ñ60 ñ ÃÖÊ óêëàäêîé.

Ðàñ÷åòíûå ÿ÷åéêè ôóëëåðèòîâ áûëè ñîçäàíû íà îñíîâå ôóëëåðåíà Ñ60 è ôóë-
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ëåðåíîïîäîáíîé ìîëåêóëû Ñ48. Ïîñêîëüêó èç ýêñïåðèìåíòà èçâåñòíî, ÷òî óñòîé÷è-

âûìè ÿâëÿþòñÿ ôóëëåðèòû íà îñíîâå Ñ60 ñ ÏÊ (ïðîñòîé êóáè÷åñêîé) è ÃÖÊ (ãðàíå-

öåíòðèðîâàííîé) óêëàäêîé, òî ðàññìàòðèâàëèñü èìåííî ýòè äâå êîíôèãóðàöèè. Äëÿ

ñðàâíåíèÿ áûë ðàññìîòðåí òàêæå ôóëëåðèò íà îñíîâå ìîëåêóëû Ñ48 ñ ÏÊ óêëàäêîé.

Íà Ðèñ.5.1 ïîêàçàí ïðèìåð ôóëëåðèòà íà îñíîâå Ñ60 ñ ÃÖÊ óêëàäêîé.

Ðåëàêñàöèÿ ñòðóêòóð è ðàñ÷åòû êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè 𝑠𝑖𝑗 ïðîâîäè-

ëîñü ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû LAMMPS ñ ïîòåíöèàëîì ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

AIREBO [232]. Òàêîé ïîòåíöèàë õîðîøî çàðåêîìåíäîâàë ñåáÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ

óãëåðîäíûõ è óãëåâîäîðîäíûõ ñòðóêòóð, õîðîøî âîñïðîèçâîäèò ñâîéñòâà êîâàëåíò-

íîé ñâÿçè ìåæäó àòîìàìè óãëåðîäà è øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ

ìîíî- è ìíîãîñëîéíûõ ëèñòîâ ãðàôåíà [233,234], ñìÿòîãî ãðàôåíà [235,236], ôóëëå-

ðåíîâ [237] è ò.ï. Äàííûå, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ýòîãî ïîòåíöèàëà, õîðîøî ñîãëà-

ñóþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ðåçóëüòàòàìè è ðàñ÷åòàìè ab initio.

Âñå èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå. Ïîñòîÿíñòâî òåìïå-

ðàòóð ïîääåðæèâàëîñü ñ ïîìîùüþ òåðìîñòàòà Íîñå-Õóâåðà. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò

ñòðóêòóðà ðåëàêñèðîâàëà äî äîñòèæåíèÿ ëîêàëüíîãî èëè ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà

ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Ïîñëå ÷åãî, ïðîèçâîäèëèñü ðàñ÷åòû êîýôôèöèåíòîâ ïîäàò-

ëèâîñòè 𝑠𝑖𝑗 ñ èñïîëüçîâàíèåì çàêîíà Ãóêà äëÿ àíèçîòðîïíîãî òåëà.

Äëÿ ðàñ÷åòà 𝑠11 è 𝑠12 ê ðàñ÷åòíîé ÿ÷åéêå áûëî ïðèëîæåíî îäíîîñíîå ðàñòÿ-

æåíèå âäîëü îñè x ïîñðåäñòâîì äîáàâëåíèÿ ðàñòÿãèâàþùåãî íàïðÿæåíèÿ 𝜎𝑥𝑥=200

ÌÏà. Íàïðÿæåíèå âûáèðàëîñü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èòîãîâàÿ äåôîðìàöèÿ íå ïðå-

âûøàëà 2%. Ïðè ýòîì îñòàëüíûå êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèÿ áûëè ðàâíû íóëþ (𝜎𝑦𝑦 =

𝜎𝑧𝑧 = 𝜎𝑥𝑦 = 𝜎𝑥𝑧 = 𝜎𝑦𝑧 = 0). Îïðåäåëÿëèñü íåíóëåâûå äåôîðìàöèè 𝜀𝑥𝑥 è 𝜀𝑦𝑦 = 𝜀𝑧𝑧
è ïî íèì ðàññ÷èòûâàëèñü êîýôôèöèåíòû ïîäàòëèâîñòè 𝑠11 è 𝑠12. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ

𝑠44 ïðèêëàäûâàëîñü ñäâèãîâîå íàïðÿæåíèå 𝜎𝑥𝑦 = 100 ÌÏà, à âñå îñòàëüíûå êîìïî-

íåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèÿ áûëè ðàâíû íóëþ. Ïî íàéäåííîìó çíà÷åíèþ 𝜀𝑥𝑦 áûëî

ðàññ÷èòàíî 𝑠44. Óïðóãèå ìîäóëè 𝑐11, 𝑐12 è 𝑐44 ðàññ÷èòûâàëèñü èç ôîðìóë [171]

𝑐11 =
𝑠11 + 𝑠12

(𝑠11 − 𝑠12)(𝑠11 + 2𝑠12)
, 𝑐12 =

−𝑠12
(𝑠11 − 𝑠12)(𝑠11 + 2𝑠12)

, 𝑐44 =
1

𝑠44
.

Òàáëèöà 5.1: Êîýôôèöèåíòû ïîäàòëèâîñòè 𝑠𝑖𝑗 è æåñòêîñòè 𝑐𝑖𝑗 äëÿ òðåõ ñòðóêòóð.

Ñòðóêòóðà 𝑠11, 𝑠44, 𝑠12, 𝑐11 𝑐44 𝑐12
ÃÏà−1 ÃÏà−1 ÃÏà−1

Ñ48 10.5 6.61 −4.68 331 ÌÏà 151 ÌÏà 265 ÌÏà

Ñ60 ÏÊ 43.3 218 −1.87 23.2 ÌÏà 4.59 ÌÏà 1.05 ÌÏà

Ñ60 ÃÖÊ 0.052 0.0348 −0.0224 55.3 ÃÏà 28.7 ÃÏà 41.8 ÃÏà

Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè è æåñòêîñòè, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì

ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè, ïðåäñòàâëåíû â Òàáë.5.1. Íà îñíîâàíèè çíà÷åíèé ýòèõ êî-
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Òàáëèöà 5.2: Ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ Þíãà è ïàðàìåòðà àíèçîòðîïèè ∆.

Ñòðóêòóðà ∆, ÃÏà−1 𝐸[100] 𝐸[110] 𝐸[111]

Ñ48 11.9 95.1 ÌÏà 219 ÌÏà 386 ÌÏà

Ñ60 ÏÊ −63.7 23.1 ÌÏà 13.3 ÌÏà 11.7 ÌÏà

Ñ60 ÃÖÊ 0.06 19.2 ÃÏà 42.6 ÃÏà 71.4 ÃÏà

Òàáëèöà 5.3: Ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà (ãëîáàëüíûå ìàê-

ñèìóìû è ìèíèìóìû 𝜈max, 𝜈min, ýêñòðåìóìû ïðè ÷àñòíûõ îðèåíòàöèÿõ 𝜈[001] =

𝜈[100],[001], 𝜈[001],[110], 𝜈[11̄0],[110], 𝜈[111] = 𝜈(111),[111]), à òàêæå óñðåäíåííîå ïî âñåì íàïðàâ-

ëåíèÿì çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ⟨𝜈⟩ è çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíûõ êîìïëåêñîâ
Π è 𝛿.

Ñòðóêòóðà Π 𝛿 𝜈min 𝜈max ⟨𝜈⟩ 𝜈[001] 𝜈[001],[110] 𝜈[11̄0],[110] 𝜈[111]

Ñ48 0.787 1.13 −0.28 1.02 0.39 0.44 1.02 −0.28 0.28

Ñ60 ÏÊ −0.059 −1.47 0.01 0.45 0.2 0.04 0.02 0.45 0.27

Ñ60 ÃÖÊ 0.788 1.10 −0.26 0.96 0.36 0.43 0.96 −0.26 0.25

Òàáëèöà 5.4: Ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ ñäâèãà è ïàðàìåòðà àíèçîòðîïèè Çå-

íåðà 𝑃 .

Ñòðóêòóðà 𝑃 𝐺1 𝐺2

Ñ48 4.60 151 ÌÏà 32.9 ÌÏà

Ñ60 ÏÊ 0.415 4.59 ÌÏà 11.1 ÌÏà

Ñ60 ÃÖÊ 4.28 28.7 ÃÏà 6.72 ÃÏà

ýôôèöèåíòîâ áûëà ïðîàíàëèçèðîâàíà èçìåí÷èâîñòü óïðóãèõ ¾òåõíè÷åñêèõ êîýô-

ôèöèåíòîâ¿ (ìîäóëÿ Þíãà, êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà è ìîäóëÿ ñäâèãà). Â Òàáë.5.2-

5.4 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû àíàëèòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ. Â íèõ òàêæå äàíû ñëåäóþ-

ùèå êîìáèíàöèè èç êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè

∆ ≡ 𝑠11 − 𝑠12 − 0.5𝑠44, 𝛿 ≡ ∆

𝑠11
, Π ≡ −2𝑠12

∆
, 𝑃 ≡ 2(𝑠11 − 𝑠12)

𝑠44
.

Äåòàëè ðàñ÷åòà êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà è ìîäóëÿ ñäâèãà ïðåäñòàâëåíû â ðàçäåëàõ

1.2.2, 1.2.5.

Àíàëèç èçìåí÷èâîñòè ìîäóëÿ Þíãà êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ïîçâîëÿåò îïðå-

äåëèòü òðè ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèÿ [176], ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñòÿæåíèþ â íàïðàâ-

ëåíèÿõ [100], [110] è [111]

𝐸[100] =
1

𝑠11
, 𝐸[110] =

1

𝑠11 − ∆/2
, 𝐸[111] =

1

𝑠11 − 2∆/3
. (5.1)

Ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ Þíãà çàâèñÿò îò çíàêà è âåëè÷èíû ïàðàìåòðà

àíèçîòðîïèè ∆. Äëÿ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ñ ïîëîæèòåëüíîé àíèçîòðîïèåé ∆ > 0
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èç ñîîòíîøåíèé (5.1) èìååì 𝐸[111] > 𝐸[110] > 𝐸[100]. Äëÿ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ñ îò-

ðèöàòåëüíîé àíèçîòðîïèåé ∆ < 0 èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóþò ïðîòèâîïîëîæíûå

íåðàâåíñòâà 𝐸[100] > 𝐸[110] > 𝐸[111]. Ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ìîäóëåé Þíãà è çíà÷å-

íèÿ êîýôôèöèåíòà àíèçîòðîïèè ∆ äëÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ ôóëëåðèòîâ ïðåäñòàâëåíû

â Òàáë.5.2. Ôóëëåðèò Ñ60 ñ ÏÊ óêëàäêîé èìååò îòðèöàòåëüíóþ àíèçîòðîïèþ. Äëÿ

íåãî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ìîäóëÿ Þíãà íàáëþäàåòñÿ ïðè ðàñòÿæåíèè â íàïðàâ-

ëåíèè [100]. Äâà äðóãèõ ôóëëåðèòà èìåþò ïîëîæèòåëüíóþ àíèçîòðîïèþ, è äëÿ íèõ

ìàêñèìóì ìîäóëÿ Þíãà áóäåò ïðè ðàñòÿæåíèè â íàïðàâëåíèè [111]. Ìàêñèìàëüíîå

çíà÷åíèå ìîäóëÿ Þíãà äëÿ ôóëëåðèòà Ñ60 ñ ÃÖÊ óêëàäêîé ïðåâîñõîäèò áîëåå ÷åì â

180 ðàç ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ìîäóëåé äëÿ äâóõ äðóãèõ ôóëëåðèòîâ. Ãëîáàëüíûå

ìàêñèìóìû âûäåëåíû â Òàáë.5.2 ïîëóæèðíûì øðèôòîì.

Â Òàáë.5.3 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ìèíèìàëüíîãî è ìàêñèìàëüíîãî

çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà (𝜈min è 𝜈max), åãî óñðåäíåííîå ïî âñåì íàïðàâëå-

íèÿì çíà÷åíèå ⟨𝜈⟩, çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ Π, 𝛿, à òàêæå ýêñòðåìóìû

ïðè ÷àñòíûõ îðèåíòàöèÿõ. Ðàñ÷åòû êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà ïîêàçàëè, ÷òî äâà èç

ðàññìîòðåííûõ ìàòåðèàëîâ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè÷íûìè àóêñåòèêàìè. Äëÿ ôóëëåðèòà Ñ60

ñ ãðàíåöåíòðèðîâàííîé êóáè÷åñêîé óêëàäêîé ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåí-

òà Ïóàññîíà ðàâíî −0.26, à äëÿ ôóëëåðèòà Ñ48 ñ ïðîñòîé êóáè÷åñêîé óêëàäêîé îíî

ïðèíèìàåò çíà÷åíèå −0.28.

Ðèñ. 5.2: Ïîâåðõíîñòü àóêñåòè÷íîñòè 𝜈 = 0 äëÿ ôóëëåðèòà Ñ60 ñ ÃÖÊ óêëàäêîé.

Íà Ðèñ.5.2 ïðåäñòàâëåíà ïîâåðõíîñòü àóêñåòè÷íîñòè äëÿ ôóëëåðèòà Ñ60 ñ

ÃÖÊ óêëàäêîé â ïðîñòðàíñòâå óãëîâ Ýéëåðà ñ ïåðèîäè÷íîñòüþ 𝑇𝜙 = 𝜋/2, 𝑇𝜃 = 2𝜋 è

𝑇𝜓 = 𝜋. Çîíà àóêñåòè÷íîñòè íàõîäèòñÿ âíóòðè ïðåäñòàâëåííûõ ïîâåðõíîñòåé. Òàêàÿ

çîíà ïîçâîëÿåò ÷åðåç óãëû Ýéëåðà îïðåäåëèòü íàïðàâëåíèÿ ðàñòÿæåíèÿ, ïðè êîòî-

ðûõ íàáëþäàåòñÿ îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà. Ïîâåðõíîñòü àóêñåòè÷íî-

ñòè äëÿ ôóëëåðèòà Ñ48 èìååò àíàëîãè÷íûé âèä, ò.ê. îí õàðàêòåðèçóåòñÿ áëèçêèìè

çíà÷åíèÿìè áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ Π, 𝛿.

Ìèíèìàëüíûå è ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ìîäóëåé ñäâèãà äëÿ ôóëëåðèòîâ
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ïðåäñòàâëåíû â Òàáë.5.4. Íàèáîëüøèì ìîäóëåì ñäâèãà îáëàäàåò ôóëëåðèò Ñ60 ñ

ÃÖÊ óêëàäêîé.

5.2. Упругие свойства алмазоподобных фаз, состоя-

щих из фуллереноподобных молекул [10,45,46]

Ðèñ. 5.3: Ôóëëåðåíîïîäîáíûå ìîëåêóëû C4, C6, C8, C16, C24, C48 (ñëåâà íà ïðàâî)

(à). Äâà ñïîñîáà ñîåäèíåíèÿ ôóëëåðíî-ïîäîáíûõ ìîëåêóë â êëàñòåð (á, â).

Óñòîé÷èâûå ÓÀÔ îáñóæäàëèñü â ðàáîòå [207], è, èñõîäÿ èç ïðåäñòàâëåííûõ

òàì ðàñ÷åòîâ, â äàííîì ïîäðàçäåëå èññëåäóþòñÿ óïðóãèå ñâîéñòâà àëìàçîïîäîáíûå

ôàçû, ñîñòîÿùèå èç ôóëëåðåíîïîäîáíûõ ìîëåêóë. Ñîãëàñíî [207, 213], îäèí è òîò

æå ôóëëåðåí ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ñîçäàíèÿ ðàçëè÷íûõ àëìàçîïîäîáíûõ ôàç,

ïîñêîëüêó ìîãóò îòëè÷àòüñÿ ìåòîäû ñøèâêè ìîëåêóë. Íàçâàíèå ñòðóêòóð ñîîòâåò-

ñòâóåò òèïó ñîåäèíåíèÿ äâóõ ôóëëåðåíîâ ìåæäó ñîáîé, íàïðèìåð, ñòðóêòóðà ñ îáî-

çíà÷åíèåì îáðàçóåòñÿ ñøèâêîé êîâàëåíòíûìè ñâÿçÿìè, à ñ îáîçíà÷åíèåì ñîâìåùå-

íèåì àòîìîâ óãëåðîäà (ñì. Ðèñ.5.3). Èñõîäíûå ïàðàìåòðû àëìàçîïîäáíûõ ôàç 𝐶𝐴1,

𝐶𝐴2, 𝐶𝐴3, 𝐶𝐴4, 𝐶𝐴5, 𝐶𝐴6, 𝐶𝐴7, 𝐶𝐴8, 9 è 𝐶𝐵 ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [207,213]. Ôóë-

ëåðåíîïîäîáíûå ìîëåêóëû, èç êîòîðûõ áûëè ñîñòàâëåíû èññëåäóåìûå ñòðóêòóðû,

ïîêàçàíû íà Ðèñ.5.3: Ñ4, Ñ6, Ñ8, Ñ16, Ñ24 è Ñ48. Ñðåäè äåñÿòè ÓÀÔ ñîñòàâíûì ýëå-

ìåíòîì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ôóëëåðåíîïîäîáíàÿ ìîëåêóëà, âîñåìü (𝐶𝐴1, 𝐶𝐴3, 𝐶𝐴4,

𝐶𝐴6, 𝐶𝐴7, 𝐶𝐴8, 𝐶𝐴9, 𝐶𝐵) èìåþò êóáè÷åñêóþ àíèçîòðîïèþ, ôàçà 𝐶𝐴2 èìååò ãåê-

ñàãîíàëüíóþ àíèçîòðîïèþ è ôàçà 𝐶𝐴5 - òåòðàãîíàëüíóþ [207].

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàâíîâåñíûõ ñòðóêòóð àëìàçîïîäîáíûõ ôàç è îöåíêè èõ õà-

ðàêòåðèñòèê áûë èñïîëüçîâàí ïðîãðàììíûé ïàêåò ìîëåêóðíî äèíàìè÷åñêîãî ìîäå-

ëèðîâàíèÿ LAMMPS, ãäå äëÿ îïèñàíèÿ ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ èñïîëüçóåòñÿ
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ïîòåíöèàë AIREBO [232].

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ àëìàçîïîäîáíûõ

ôàç âûïîëíÿëàñü ìèíèìèçàöèÿ ýíåðãèé ñ ïîñëåäóþùåé ðåëàêñàöèåé. Ðåëàêñàöèÿ

ñèñòåìû ïðîâîäèëàñü ñ ïîìîùüþ òåðìîñòàòà Íîñå - Õóâåðà. Íüþòîíîâñêèå óðàâ-

íåíèÿ äâèæåíèÿ àòîìîâ èíòåãðèðîâàëèñü ïî àëãîðèòìó Âåðëå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.

Äëÿ ðàñ÷åòà êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè 𝑠𝑖𝑗 ê ÿ÷åéêå ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèêëàäû-

âàëîñü ëèíåéíî óâåëè÷èâàþùååñÿ âî âðåìåíè íàïðÿæåíèå ñ îäíîé íåíóëåâîé êîì-

ïîíåíòîé è âû÷èñëÿëèñü âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì äåôîðìàöèè. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ

äåôîðìàöèé ìåíåå 2% êðèâûå íàïðÿæåíèå - äåôîðìàöèÿ ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíû è ïî

íàêëîíàì äàííûõ êðèâûõ èç çàêîíà Ãóêà ðàññ÷èòûâàëèñü èñêîìûå êîýôôèöèåíòû

ïîäàòëèâîñòè 𝑠𝑖𝑗.

Òàáëèöà 5.5: Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè 𝑠𝑖𝑗 è êîýôôèöèåíòîâ æåñòêî-

ñòè 𝑐𝑖𝑗 äëÿ óãëåðîäíûõ àëìàçîïîäîáíûõ ñòðóêòóð ñ êóáè÷åñêîé àíèçîòðîïèåé.

ÓÀÔ 𝑠11, 𝑠44, 𝑠12, 𝑐11, 𝑐44, 𝑐12,

ÒÏà−1 ÒÏà−1 ÒÏà−1 ÃÏà ÃÏà ÃÏà

ÑA3 1.87 2.496 −0.44 625 401 192

ÑA4 1.87 9.64 −0.437 624 104 190

ÑA6 0.948 8.66 −0.072 1068 115 87.8

ÑA7 8.12 3.64 3.82 455 262 370

ÑA8 1.67 5.91 −0.299 650 169 142

ÑA9 3.73 7.31 −0.90 316 137 101

ÑB 5.53 10 −2.0 306 99.9 174

Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ äëÿ àëìàçîïîäîáíûõ ôàç ñ êóáè÷åñêîé àíèçîòðîïèåé

(𝐶𝐴3, 𝐶𝐴4, 𝐶𝐴6, 𝐶𝐴7, 𝐶𝐴8, 𝐶𝐴9 è 𝐶𝐵) ïðèâåäåíû â Òàáë.5.5. Äëÿ ãåêñàãîíàëüíîé

ôàçû 𝐶𝐴2, îñíîâûâàÿñü íà àíàëîãè÷íîì ìîäåëèðîâàíèè, èìååì ñëåäóþùèå çíà÷å-

íèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè 𝑠11 = 2.515 ÒÏà−1, 𝑠33 = 1.92 ÒÏà−1, 𝑠44 = 18.4

ÒÏà−1, 𝑠12 = 0.0906 ÒÏà−1, 𝑠13 = −0.3625 ÒÏà−1 è 𝑠66 = 5.94 ÒÏà−1. Èñïîëüçóÿ

ñâÿçü ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè ïîäàòëèâîñòè è êîýôôèöèåíòàìè æåñòêîñòè, ïîëó-

÷àåì 𝑐11 = 409 ÃÏà, 𝑐33 = 550 ÃÏà, 𝑐44 = 54.4 ÃÏà, 𝑐12 = −3.705 ÃÏà, 𝑐13 = 76.5 ÃÏà

è 𝑐66 = 168 ÃÏà.

Êîýôôèöèåíòû æåñòêîñòè äëÿ ôàç ñ êóáè÷åñêîé àíèçîòðîïèåé áûëè ðàññ÷è-

òàíû ñ ó÷åòîì êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì [171]

𝑐11 =
𝑠11 + 𝑠12

(𝑠11 − 𝑠12)(𝑠11 + 2𝑠12)
, 𝑐12 =

−𝑠12
(𝑠11 − 𝑠12)(𝑠11 + 2𝑠12)

, 𝑐44 =
1

𝑠44
,

à äëÿ ôàç ñ ãåêñàãîíàëüíîé àíèçîòðîïèåé êàê

𝑐11 + 𝑐12 =
𝑠33
𝑠
, 𝑐11 − 𝑐12 =

1

𝑠11 − 𝑠12
, 𝑐13 = −𝑠13

𝑠
,
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𝑐33 =
(𝑠11 + 𝑠12)

𝑠
, 𝑐44 =

1

𝑠44
, 𝑐66 =

1

𝑠66
,

ãäå 𝑠 = 𝑠33(𝑠11 + 𝑠12) − 2𝑠213 > 0.

Äåôîðìàöèÿ ñòðóêòóðû 𝐶𝐴5 âûÿâèëà åå íåóñòîé÷èâîñòü. Äàæå ìàëàÿ äå-

ôîðìàöèÿ (äî 0.01%) ïðèâîäèò ê ïåðåñòðîéêå ñòðóêòóðû ñ ðàçðûâîì íåêîòîðûõ

ñâÿçåé. Àíàëîãè÷íî, ôàçà 𝐶𝐴1 ïîêàçàëà ñåáÿ êàê ìàëîóñòîé÷èâàÿ â äèíàìè÷åñêèõ

óñëîâèÿõ.

Íà îñíîâàíèè çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè äëÿ ÓÀÔ ñ êóáè÷å-

ñêîé è ãåêñàãîíàëüíîé àíèçîòðîïèåé áûëà ïðîàíàëèçèðîâàíà èçìåí÷èâîñòü óïðóãèõ

¾òåõíè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ¿ (ìîäóëÿ Þíãà, êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà è ìîäóëÿ

ñäâèãà).

Òàáëèöà 5.6: Ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ Þíãà è ïàðàìåòðà àíèçîòðîïèè ∆.

ÓÀÔ ∆, 𝐸[100], 𝐸[110], 𝐸[111],

ÒÏà−1 ÃÏà ÃÏà ÃÏà

ÑA3 1.06 535 746 860

ÑA4 −2.51 535 320 282

ÑA6 −3.31 1055 384 317

ÑA7 9.85 123 313 644

ÑA8 −0.99 599 462 430

ÑA9 0.98 268 308 325

ÑB 2.53 181 234 260

Â Òàáë.5.6, îñíîâûâàÿñü íà âåëè÷èíàõ óïðóãèõ êîíñòàíò ðàâíîâåñíûõ ñòðóê-

òóð ñ êóáè÷åñêîé àíèçîòðîïèåé èç óãëåðîäíûõ àëìàçîïîäîáíûõ êëàñòåðîâ, ïðåä-

ñòàâëåííûõ â Òàáë.5.5, îïðåäåëåíû ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ Þíãà (5.1) è

çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà àíèçîòðîïèè ∆. Òðè èç ðàâíîâåñíûõ àëìàçîïîäîáíûõ ôàç ñ

êóáè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, 𝐶𝐴4, 𝐶𝐴6 è 𝐶𝐴8, èìåþò îòðèöàòåëüíóþ àíèçîòðîïèþ, à

÷åòûðå äðóãèõ - ïîëîæèòåëüíóþ àíèçîòðîïèþ. Íàèáîëüøèå ìîäóëè Þíãà îêàçûâà-

þòñÿ ó ôàçû 𝐶𝐴6 (1055 ÃÏà, ∆ < 0) ïðè ðàñòÿæåíèè â íàïðàâëåíèè [100] è ôàçû

𝐶𝐴3 (958 ÃÏà, ∆ > 0) â íàïðàâëåíèè [111]. Ïîëóæèðíûìè öèôðàìè â Òàáë.5.6

ïîìå÷åíû ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ Þíãà.

Ðàñ÷åòû áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ Π = −2𝑠12/∆ è 𝛿 = ∆/𝑠11 (ñì. ïîäðàç-

äåë 1.2.2) ïîêàçûâàþò, ÷òî äâå èç âîñüìè èçó÷åííûõ ðàâíîâåñíûõ àëìàçîïîäîá-

íûõ ñòðóêòóð ñ êóáè÷åñêîé àíèçîòðîïèåé 𝐶𝐴3 (Π = 0.816) è 𝐶𝐴7 (Π = 0.739)

ìîãóò èìåòü îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà (ñì. Òàáë.5.7), ò.å. ýòè àëìà-

çîïîäîáíûå ôàçû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè÷íûìè àóêñåòèêàìè. Ïîëíûõ àóêñåòèêîâ ñðåäè

èññëåäóåìûõ àëìàçîïîäîáíûõ ôàç íå îáíàðóæåíî. Â Òàáë.5.7 ïîìèìî çíà÷åíèé áåç-

ðàçìåðíûõ êîìïëåêñîâ Π è 𝛿 ïðèâåäåíû ãëîáàëüíûå ìàêñèìàëüíûå è ìèíèìàëüíûå

çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà (𝜈max, 𝜈min), óñðåäíåííîå ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì
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Òàáëèöà 5.7: Ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà (ãëîáàëüíûå ìàê-

ñèìóìû è ìèíèìóìû 𝜈max, 𝜈min, ýêñòðåìóìû ïðè ÷àñòíûõ îðèåíòàöèÿõ 𝜈[001] =

𝜈[100],[001], 𝜈[001],[110], 𝜈[11̄0],[110], 𝜈[111] = 𝜈(111),[111]), à òàêæå óñðåäíåííîå ïî âñåì íàïðàâ-

ëåíèÿì çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ⟨𝜈⟩ è çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíûõ êîìïëåêñîâ
Π è 𝛿.

ÓÀÔ Π 𝛿 𝜈min 𝜈max ⟨𝜈⟩ 𝜈[001] 𝜈[001],[110] 𝜈[11̄0],[110] 𝜈[111]

𝐶𝐴3 0.83 0.57 −0.07 0.33 0.15 0.24 0.33 −0.07 0.07

𝐶𝐴4 −0.35 −1.34 0.14 0.54 0.32 0.23 0.14 0.54 0.36

𝐶𝐴6 −0.04 −3.49 0.03 0.66 0.31 0.08 0.03 0.66 0.37

𝐶𝐴7 0.74 1.21 −0.40 1.14 0.38 0.45 1.14 −0.40 0.23

𝐶𝐴8 −0.61 −0.59 0.14 0.37 0.24 0.18 0.14 0.37 0.27

𝐶𝐴9 1.84 0.26 0.13 0.28 0.21 0.24 0.28 0.13 0.19

𝐶𝐵 1.58 0.46 0.17 0.47 0.33 0.36 0.47 0.17 0.30

çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ⟨𝜈⟩. Íàèìåíüøèé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà âûÿâ-

ëÿåòñÿ ó ðàâíîâåñíîé ñòðóêòóðû 𝐶𝐴7 (𝜈min = −0.4). Äëÿ ýòîãî àóêñåòèêà èìååòñÿ

áîëüøîé äèàïàçîí èçìåíåíèÿ (𝜈max−𝜈min = 1.54) êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà. Ñðåäíèé

êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ⟨𝜈⟩ äëÿ âñåõ ïðåäñòàâëåííûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ
îêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì è ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 0.21 äî 0.38. Çíà÷åíèÿ êîýô-

ôèöèåíòîâ Ïóàññîíà ïðè ÷àñòíûõ äëÿ ðàâíîâåñíûõ ÓÀÔ îðèåíòàöèÿõ èç Òàáë.5.7

áûëè ðàñ÷èòàíû ïî ôîðìóëàì (1.26)-(1.27) (ñì. ñòð.34). Äëÿ ñòðóêòóð 𝐶𝐴3 è 𝐶𝐴7

îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà áóäåò íàáëþäàòüñÿ ó êîýôôèöè-

åíòà 𝜈[11̄0],[110].

Ðèñ. 5.4: Ïîâåðõíîñòè àóêñåòè÷íîñòè 𝜈(𝜙, 𝜃, 𝜓) = 0 óãëåðîäíûõ àëìàçîïîäîáíûõ

ñòðóêòóð ÑÀ3 (à) è ÑÀ7 (á) ñ êóáè÷åñêîé àíèçîòðîïèåé.
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Íà Ðèñ.5.4 ïðîèëëþñòðèðîâàíû ïîâåðõíîñòè àóêñåòè÷íîñòè 𝜈(𝜙, 𝜃, 𝜓) = 0

äëÿ àëìàçîïîäîáíûõ ôàç 𝐶𝐴3 è 𝐶𝐴7, êîòîðûå áûëè ïîñòðîåíû â ïðîñòðàíñòâå óã-

ëîâ Ýéëåðà ñ ïåðèîäàìè 𝑇𝜙 = 𝜋/2, 𝑇𝜃 = 2𝜋 è 𝑇𝜓 = 𝜋. Äëÿ ýòèõ ôàç àóêñåòè÷íîñòü

èìååò ìåñòî âíóòðè ïðåäñòàâëåííûõ ïîâåðõíîñòåé. Ïî ýòèì ïîâåðõíîñòÿì ìîæíî

îïðåäåëèòü óãëû Ýéëåðà, ò.å. íàïðàâëåíèÿ ðàñòÿæåíèÿ, ïðè êîòîðûõ áóäåò íàáëþ-

äàòüñÿ îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà. Êàê âèäíî èç Ðèñ.5.4 íàèáîëüøåé

çîíîé àóêñåòè÷íîñòè áóäåò îáëàäàòü êðèñòàëëè÷åñêèé ìàòåðèàë 𝐶𝐴7.

Àíàëèç ôîðìóëû ìîäóëÿ ñäâèãà äëÿ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ïîçâîëÿåò îïðå-

äåëèòü ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ (ñì. ïîäðàçäåë 1.2.5, ñòð.50)

𝐺1 =
1

𝑠44
, 𝐺2 =

1

2(𝑠11 − 𝑠12)
.

Òàáëèöà 5.8: Ìàêñèìàëüíûå è ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ ñäâèãà, êîýôôèöèåíòà

àíèçîòðîïèè Çåíåðà 𝑃 è îáúåìíîãî ìîäóëÿ 𝐵.

ÓÀÔ 𝑃 𝐺1 = 𝑠−1
44 , 𝐺2 = (2(𝑠11 − 𝑠12))

−1, 𝐵, 𝐵, 𝐵,

ÃÏà ÃÏà ÃÏà ÃÏà ÃÏà

Íàñò. ðàá. [207,214] [213]

𝐶𝐴3 1.85 400 216 337 342 346.2

𝐶𝐴4 0.48 104 217 335 249 284.5

𝐶𝐴6 0.24 115 490 415 323 350.5

𝐶𝐴7 6.16 262 43 398 207 269.6

𝐶𝐴8 0.67 169 254 311 � 274.5

𝐶𝐴9 1.27 137 108 173 � 239.2

𝐶𝐵 1.50 100 66 218 � 277.6

Â Òàáë.5.8 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà àíèçîòðîïèè Çåíåðà 𝑃 = 1 +

2∆/𝑠44, ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé äëÿ ìîäóëÿ ñäâèãà è çíà÷åíèÿ îáúåìíîãî ìîäóëÿ,

îïðåäåëÿåìîãî ïî ôîðìóëå 𝐵 = (𝑐11 + 2𝑐12)/3. Íàèáîëüøèé ìîäóëü ñäâèãà îêàçû-

âàåòñÿ ó àëìàçîïîäîáíîé ôàçû 𝐶𝐴6 (490 ÃÏà) ïðè ýêñòðåìàëüíîì çíà÷åíèè 𝐺2.

Íàèìåíüøèé ìîäóëü ñäâèãà íàáëþäàåòñÿ ó ñòðóêòóðû 𝐶𝐵 (𝐺1min = 100 ÃÏà). Íàè-

áîëüøèé îáúåìíûé ìîäóëü âûÿâëÿåòñÿ ó ðàâíîâåñíîé ñòðóêòóðû 𝐶𝐴3 (339 ÃÏà), à

íàèìåíüøèé ó ñòðóêòóðû 𝐶𝐴9 (173 ÃÏà).

Ñòðóêòóðà 𝐶𝐴2 èìååò ãåêñàãîíàëüíóþ àíèçîòðîïèþ. Íà Ðèñ.5.5 ïðåäñòàâëå-

íà ïîâåðõíîñòü êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà äëÿ àëìàçîïîäîáíîé ôàçû 𝐶𝐴2, ïîñòðîåí-

íàÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (1.67). Ñòðóêòóðà 𝐶𝐴2 îêàçàëàñü ÷àñòè÷íûì àóêñåòèêîì.

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ðàâíî 𝜈min = −𝑠12/𝑠11 = −0.04.

Äðóãîå ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 𝜈 = −𝑠13/𝑠11 =

0.14. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà (𝜈max = 0.67) äîñòèãàåòñÿ ïðè

𝜃 = 0 è 𝜓 = 420, 1380. Åùå îäíî ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà
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Ðèñ. 5.5: Ïîâåðõíîñòü êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà (à) è êðèâàÿ àóêñåòè÷íîñòè â ïðî-

ñòðàíñòâå äâóõ óãëîâ Ýéëåðà (á) äëÿ ðàâíîâåñíîé àëìàçîïîäîáíîé ñòðóêòóðû 𝐶𝐴2

ñ ãåêñàãîíàëüíîé àíèçîòðîïèåé.

ðàâíî 𝜈 = −𝑠13/𝑠33 = 0.19. Óñðåäíåííîå ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì çíà÷åíèå êîýô-

ôèöèåíòà Ïóàññîíà ⟨𝜈⟩ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0.25. Íà Ðèñ.5.5á ïðåäñòàâëåíà êðèâàÿ
àóêñåòè÷íîñòè 𝜈 = 0, ïîñòðîåííàÿ ïî ôîðìóëå (1.67). Çîíà àóêñåòè÷íîñòè íàõîäèòñÿ

âíóòðè îáëàñòè, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñóíêå.

Ðèñ. 5.6: Èçìåí÷èâîñòü ìîäóëÿ Þíãà ðàâíîâåñíîé àëìàçîïîäîáíîé ñòðóêòóðû 𝐶𝐴2

ñ ãåêñàãîíàëüíîé àíèçîòðîïèåé. Æèðíûìè òî÷êàìè îòìå÷åíû ýêñòðåìàëüíûå çíà-

÷åíèÿ ìîäóëÿ Þíãà.

Èçìåí÷èâîñòü ìîäóëÿ Þíãà äëÿ àëìàçîïîäîáíîé ñòðóêòóðû 𝐶𝐴2 ïðîèëëþ-

ñòðèðîâàíà íà Ðèñ.5.6, íà êîòîðîì îòðàæåíû òàêæå çíà÷åíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷å-

íèé ìîäóëÿ Þíãà. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàâíî 521 ÃÏà. Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå

ìîäóëÿ Þíãà 𝐸min = 181 ÃÏà íàáëþäàåòñÿ ïðè 𝜓 = 460 è 1340.
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Ðèñ. 5.7: Ïîâåðõíîñòü ìîäóëÿ ñäâèãà äëÿ ðàâíîâåñíîé àëìàçîïîäîáíîé ñòðóêòóðû

𝐶𝐴2 ñ ãåêñàãîíàëüíîé àíèçîòðîïèåé.

Òàáëèöà 5.9: Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå (ïðè íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ) äëÿ êóáè÷å-

ñêîãî àëìàçà.

𝑐11, ÃÏà 𝑐12, ÃÏà 𝑐44, ÃÏà B, ÃÏà Ëèò. ññûëêà

1079 124 578 442 [238]

1076.4 125.2 577.4 442.3 [239]

1080.4 127 576.6 444.8 [240]

1080.4 127 576.6 443.9 [241]

Ïîâåðõíîñòü ìîäóëÿ ñäâèãà äëÿ àëìàçîïîäîáíîé ñòðóêòóðû 𝐶𝐴2 èçîáðàæåíà

íà Ðèñ.5.7. Çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ ñäâèãà ìåíÿþòñÿ îò 54.4 ÃÏà ïðè 𝜃 = 0 è ëþáîì 𝜓,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïëîñêîñòè ñêîëüæåíèÿ (100), äî 206 ÃÏà ïðè 𝜃 = 𝜋/2 è 𝜓 = 𝜋/2,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïëîñêîñòè ñêîëüæåíèÿ (010) â íàïðàâëåíèè [001]. Îáúåìíûé ìî-

äóëü 𝐵 = (2𝑐11 + 𝑐33 + 2𝑐12 + 4𝑐13)/9 äëÿ àëìàçîïîäîáíîé ôàçû 𝐶𝐴2 ðàâåí 87.1

ÃÏà. Ýòî çíà÷åíèå îêàçûâàåòñÿ îäíèì èç ñàìûì ìàëåíüêèõ â ñðàâíåíèè ñî çíà÷å-

íèÿìè îáúåìíîãî ìîäóëÿ äëÿ àëìàçîïîäîáíûõ ôàç ñ êóáè÷åñêîé àíèçîòðîïèåé (ñì.

Òàáë.5.8). Â ýòîé òàáëèöå äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåíû òàêæå ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ îáú-

åìíîãî ìîäóëÿ äëÿ òàêèõ æå àëìàçîïîäîáíûõ ôàç, ðàñ÷èòàííûå ïîëóýìïèðè÷åñêè-

ìè êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèìè ìåòîäàìè â ðàáîòàõ [207,213,214]. Âèäíû ñóùåñòâåííûå

êîëè÷åñòâåííûå ðàçëè÷èÿ ïîñëåäíèõ ñ ïîëó÷åííûìè çäåñü ìåòîäîì ìîëåêóëÿðíîé

äèíàìèêè çíà÷åíèÿìè 𝐵.

Äëÿ íåêîòîðîé îöåíêè ïîëó÷åííûõ âûøå ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê àëìà-

çîïîäîáíûõ ôàç, ñîáðàííûõ â Òàáë.5.5 è Òàáë.5.8, â Òàáë.5.9 ïðèâîäÿòñÿ òàêæå ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíûå äàííûå äëÿ êóáè÷åñêîãî àëìàçà èç ðàáîò [238�241]. Èç ñðàâíåíèÿ
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ìîæíî âèäåòü, ÷òî îáúåìíûé ìîäóëü êóáè÷åñêîãî àëìàçà (∼ 440 ÃÏà) ïðåâîñõîäèò

îáúåìíûå ìîäóëè âñåõ ðàññìîòðåííûõ àëìàçîïîäîáíûõ ôàç. Íàèìåíüøåå îòëè÷èå

ïî îáúåìíîìó ìîäóëþ èìååòñÿ ñ ôàçàìè 𝐶𝐴3, 𝐶𝐴6 è 𝐶𝐴7. ×òî êàñàåòñÿ êîýôôèöè-

åíòà æåñòêîñòè 𝑐11, òî íàáëþäàåòñÿ óäèâèòåëüíàÿ áëèçîñòü åãî äëÿ àëìàçîïîäîáíîé

ôàçû 𝐶𝐴6 ê òàêîìó êîýôôèöèåíòó æåñòêîñòè äëÿ êóáè÷åñêîãî àëìàçà (ñì. Òàáë.5.5

è Òàáë.5.9).

5.3. Заключение

Ìåòîäîì ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè áûëè ïîëó÷åíû ìîäóëè ïîäàòëèâîñòè äëÿ

òðåõ ôóëëåðèòîâ, ñîçäàííûõ íà îñíîâå ôóëëåðåíîâ Ñ60 è Ñ48. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ

äàííûõ áûëè èññëåäîâàíû èõ óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè - ìîäóëüÞíãà, êîýôôèöèåíò

Ïóàññîíà è ìîäóëü ñäâèãà. Ïîêàçàíî, ÷òî äâå èç èññëåäîâàííûõ ñòðóêòóð (ôóëëå-

ðèò Ñ48 è ôóëëåðèò Ñ60 ñ ÃÖÊ óêëàäêîé) ÿâëÿþòñÿ àóêñåòèêàìè. Ïðåäñòàâëåííûå

ðåçóëüòàòû êà÷åñòâåíî ñõîæè ñ ðàíåå èçâåñòíûìè èç ëèòåðàòóðû ìîäóëÿìè æåñòêî-

ñòè ôóëëåðèòà Ñ60, îïðåäåëåííûìè ýêñïåðèìåíòàëüíî â [228]. Îäíàêî, ïîëó÷åííûå

ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ â íåñêîëüêî ðàç áîëüøå. Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî ýêñïå-

ðèìåíòàëüíî ïîëó÷åííûå ìîíîêðèñòàëëû ôóëëåðèòà ñîäåðæàò ìíîãî äåôåêòîâ è,

êðîìå òîãî, ýêñïåðèìåíòàëüíûå èçìåðåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ïðè êîíå÷íûõ òåìïåðàòóðàõ,

â òî âðåìÿ êàê ïðåäñòàâëåííûå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ èäåàëüíîãî êðèñòàëëà ïðè

íóëåâîé òåìïåðàòóðå.

Ðàâíîâåñíûå àëìàçîïîäîáíûå ôàçû 𝐶𝐴1, 𝐶𝐴2, 𝐶𝐴3, 𝐶𝐴4, 𝐶𝐴5, 𝐶𝐴6, 𝐶𝐴7,

𝐶𝐴8, 𝐶𝐴9 è 𝐶𝐵, ïîëó÷åííûå ñøèâêîé ôóëëåðåíîïîäîáíûõ ìîëåêóë, áûëè èññëåäî-

âàíû ìåòîäîì ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. Ñðåäè íàçâàííûõ àëìàçîïîäîáíûõ ôàç âî-

ñåìü (𝐶𝐴1, 𝐶𝐴3, 𝐶𝐴4, 𝐶𝐴6, 𝐶𝐴7, 𝐶𝐴8, 𝐶𝐴9 è 𝐶𝐵) ÿâëÿþòñÿ êóáè÷åñêèìè. Ñòðóê-

òóðà 𝐶𝐴2 èìååò ãåêñàãîíàëüíóþ àíèçîòðîïèþ, à ñòðóêòóðà 𝐶𝐴5 òåòðàãîíàëüíóþ.

Ðàâíîâåñíàÿ ôàçà 𝐶𝐴5 îêàçàëàñü íåóñòîé÷èâîé, ôàçà 𝐶𝐴1 òàêæå ìàëîóñòîé÷èâà,

â òî âðåìÿ êàê âñå ïðî÷èå ôàçû óñòîé÷èâû ïî îòíîøåíèþ ê ìàëîé óïðóãîé äåôîð-

ìàöèè. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà íàïðÿæåíèé è óïðóãèõ êîíñòàíò ïîçâîëèëè ïðîàíàëè-

çèðîâàòü óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè (ìîäóëü Þíãà, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, ìîäóëü

ñäâèãà è îáúåìíûé ìîäóëü) àëìàçîïäîáíûõ ôàç íà îñíîâå êëàñòåðîâ ôóëëåðåíîïî-

äîáíûõ ìîëåêóë. Îáíàðóæåíî, ÷òî òðè èç äåñÿòè ðàññìîòðåííûõ àëìàçîïîäîáíûõ

ôàç, à èìåííî 𝐶𝐴2, 𝐶𝐴3 è 𝐶𝐴7, ÿâëÿþòñÿ àóêñåòèêàìè. Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíò

Ïóàññîíà ó íèõ îêàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì òîëüêî â îïðåäåëåííûõ íàïðàâëåíèÿõ,

òî äàííûå ñòðóêòóðû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè÷íûìè àóêñåòèêàìè.

Ôóëëåðèòû è ÓÀÔ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íîâûå ïåðñïåêòèâíûå ìàòåðèàëû, è

äàííûå ðåçóëüòàòû âíîñÿò âêëàä â èçó÷åíèå èõ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Ïðè ýòîì ïî-

èñê ìàòåðèàëîâ-àóêñåòèêîâ ÿâëÿåòñÿ âàæíîé çàäà÷åé, ïîñêîëüêó îíè ìîãóò èñïîëü-

çîâàòüñÿ äëÿ ðàçðàáîòêè êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ ñ çàäàííûìè óïðóãèìè ñâîéñòâà-

ìè.



Основные выводы

1. Âûÿâëåíî ñâûøå 450 êðèñòàëëè÷åñêèõ àóêñåòèêîâ ñðåäè 2000 êðèñòàëëîâ,

ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå î êîòîðûõ ñîáðàíû â ýíöèêëîïåäè÷åñêîì ñïðàâî÷íèêå

Ëàíäîëò - Áåðíñòàéíà (òîì 29à). Óñòàíîâëåíû êëàññèôèêàöèîííûå ñõåìû äëÿ àóê-

ñåòèêîâ èç êóáè÷åñêèõ è ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ è óñëîâèÿ äëÿ ïîèñêà êðèñòàë-

ëè÷åñêèõ àóêñåòèêîâ è àóêñåòèêîâ â ñðåäíåì.

2. Ðàçâèòà àíàëèòè÷åñêàÿ ìîäåëü öèëèíäðè÷åñêè àíèçîòðîïíûõ íàíî/ìèê-

ðîòðóáîê èç êðèñòàëëîâ ðàçëè÷íûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ñèñòåì äëÿ îïèñàíèÿ äåôîð-

ìàöèé ðàñòÿæåíèÿ è êðó÷åíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî áîëåå 1000 íàíî/ìèêðîòðóáîê ïðî-

ÿâëÿþò àóêñåòè÷åñêèå ñâîéñòâà.

3. Âïåðâûå óñòàíîâëåí ëèíåéíûé ïðÿìîé è îáðàòíûé ýôôåêò Ïîéíòèíãà äëÿ

õèðàëüíûõ íàíî/ìèêðîòðóáîê.

4. Ðåøåíû çàäà÷è ðàñòÿæåíèÿ ñëîèñòûõ ïëàñòèí è ñëîèñòûõ íàíî/ìèêðîòðó-

áîê, êîìïîçèòîâ èç àóêñåòèêîâ è íåàóêñåòèêîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ òàêèõ êîìïîçèòîâ

íàðóøàåòñÿ ïðàâèëî ñìåñåé, à ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà è êîýôôèöèåíò Ïóàññî-

íà ìîãóò äàæå ïðåâîñõîäèòü ìîäóëè Þíãà è êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà èñõîäíûõ

êðèñòàëëîâ.

5. Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïîâåðõíîñòíûõ âîëí Ðåëåÿ è Ëÿâà äëÿ

èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ ñ ïîëîæèòåëüíûì è îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàñ-

ñîíà.

6. Âûÿâëåíû àóêñåòèêè ñðåäè íîâûõ ôóëëåðèòîâ è óãëåðîäíûõ àëìàçîïîäîá-

íûõ ìàòåðèàëîâ.
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Приложения

П.1. Таблицы

Òàáëèöà Ï.1: Ïîëíûå àóêñåòèêè.

Êðèñòàëëû 𝛿 Π 𝜈min 𝜈max

Ba 1 0.55 −0.176 −0.45 −0.05

2 1.05 0.737 −0.29 0.82

Sm0.7Y0.3S 1 −0.86 1.369 −0.59 −0.12

2 −0.99 0.987 −0.49 0.004

Sm0.75Y0.25S 1 −0.70 1.656 −0.58 −0.17

2 −0.60 2.251 −0.67 −0.30

3 −1.05 0.8 −0.42 0.07

Sm0.75La0.25S [175] −0.65 1.225 −0.40 −0.06

Sm0.65La0.35S [175] −0.05 12.785 −0.35 −0.32

Sm0.75Tm0.25S [175] −0.34 2.683 −0.46 −0.25

Òàáëèöà Ï.2: Êóáè÷åñêèå êðèñòàëëû ñ 0 < Π < 0.1.

Êðèñòàëëû 𝛿 Π 𝜈min 𝜈max

UTe −4.99 0.006 −0.01 0.71

GeTe-SnTe −3.16 0.007 −0.01 0.61

ReO3 −2.94 0.010 −0.01 0.59

SmB6 −1.68 0.020 −0.02 0.45

USe −7.04 0.023 −0.08 0.76

USb −4.50 0.024 −0.05 0.68

Sm0.85Tm0.15S [175] −1.06 0.056 −0.03 0.33

SnTe −3.06 0.058 −0.09 0.57

311
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Òàáëèöà Ï.3: Êóáè÷åñêèå êðèñòàëëû ñ 0.1 ≤ Π < 0.2.

Êðèñòàëëû 𝛿 Π 𝜈min 𝜈max

Sm0.90La0.10S [175] −1.71 0.179 −0.15 0.38

Òàáëèöà Ï.4: Êóáè÷åñêèå êðèñòàëëû ñ 0.2 ≤ Π < 0.3.

Êðèñòàëëû 𝛿 Π 𝜈min 𝜈max

FeS2 −0.84 0.289 −0.12 0.21

Òàáëèöà Ï.5: Êóáè÷åñêèå êðèñòàëëû ñ 0.5 ≤ Π < 0.6.

Êðèñòàëëû 𝛿 Π 𝜈min 𝜈max

Tm0.99Se −1.79 0.520 −0.47 0.23
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Òàáëèöà Ï.6: Êóáè÷åñêèå êðèñòàëëû ñ 0.6 ≤ Π < 0.7.

Êðèñòàëëû 𝛿 Π 𝜈min 𝜈max

TmSe −1.75 0.620 −0.54 0.18

Mn85.3Ni8.8C5.9 1.34 0.664 −0.72 1.34

InTl (27at%Tl, 125 K) [56] 1.50 0.666 −7.41 7.83

CuMn (72at%Mn) 1.29 0.670 −0.61 1.21

InTl (27at%Tl, 200 K) [56] 1.48 0.673 −1.98 3.01

Mn84.7Ni9.2C6.1 1.27 0.678 −0.57 1.18

FePd (28at%Pd) 1.44 0.684 −1.08 1.87

InTl (25at%Tl) 1.45 0.684 −1.17 2.13

Yb 1.04 0.687 −0.34 0.75

InTl (28.13at%Tl) 1.44 0.687 −1.08 2.00

CuAlNi 1.34 0.690 −0.66 1.41

(Cu-14.5wt%Al-3.15wt%Ni)

AlNi (60at%Ni) 1.38 0.690 −0.74 1.53

NiCr2O4 1.43 0.690 −0.95 1.83

InTl (27at%Tl, 290 K) [56] 1.43 0.691 −0.97 1.89

Cu67.7Zn19.4Al12.9 1.38 0.692 −0.73 1.53

InTl (27at%Tl) 1.44 0.692 −1.02 1.98

CuAlZn 1.34 0.693 −0.65 1.42

(Cu-17at%Al-14.3at%Zn)

InTl (30.16at%Tl) 1.43 0.693 −0.94 1.85

PuGa (1wt%Ga) 1.22 0.694 −0.48 1.09

Cu66.5Zn20.8Al12.7 1.33 0.695 −0.65 1.43

Cs 1.09 0.695 −0.36 0.83

CuAuZn2 1.41 0.696 −0.81 1.68

Cu25Ni25Zn50 1.35 0.699 −0.66 1.46
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Òàáëèöà Ï.7: Êóáè÷åñêèå êðèñòàëëû ñ 0.7 ≤ Π < 0.8.

Кристаллы 𝛿 Π 𝜈min 𝜈max

AlNi (63.2at%Ni) 1.29 0.701 −0.55 1.28

1.49 0.668 −2.48 3.12

Cu30Ni20Zn50 1.33 0.703 −0.61 1.41

CuAlNi (Cu-14wt%Al-4.1wt%Ni) 1.32 0.704 −0.58 1.37

CuZn (43at%Zn) 1.33 0.704 −0.59 1.38

Au30Cu23Zn47 1.37 0.704 −0.67 1.52

CuZn (46at%Zn) 1.32 0.705 −0.58 1.37

CuZn (47.8at%Zn) 1.32 0.705 −0.57 1.37

𝛽1-AgCd (47.9at%Cd) 1.34 0.707 −0.61 1.45

Au23Cu30Zn47 1.36 0.707 −0.65 1.51

InTl (35.15at%Tl) 1.39 0.707 −0.71 1.63

Li 1.29 0.708 −0.54 1.29

FeNi (31at%Ni) 1.18 0.708 −0.42 1.01

Cu35Ni15Zn50 1.32 0.710 −0.56 1.37

CuZn (44.3at%Zn) 1.31 0.710 −0.55 1.35

LiMg (3.01at%Mg) 1.29 0.711 −0.52 1.30

LiMg (1.09at%Mg) 1.29 0.711 −0.52 1.29

Cu53Zn47 1.21 0.712 −0.53 1.30

𝛽1-AgCd (46.7at%Cd) 1.30 0.712 −0.54 1.33

FeAl (25at%Al) 1.21 0.713 −0.44 1.10

LiMg (4.28at%Mg) 1.29 0.713 −0.53 1.31

FeAl (27at%Al) 1.20 0.713 −0.43 1.08

AgZn (42at%Zn) 1.32 0.713 −0.56 1.39

LiMg (2.26at%Mg) 1.29 0.713 −0.52 1.29

LiD 0.51 0.714 −0.10 0.25

FeAl (28.1at%Al) 1.19 0.714 −0.42 1.04

CuZn (48.2at%Zn) 1.29 0.714 −0.52 1.31

AuCuZn (Au-33wt%Cu-47wt%Zn) 1.32 0.715 −0.55 1.39

AgZn (45at%Zn) 1.31 0.715 −0.55 1.37

FePd (34at%Pd) 1.31 0.716 −0.54 1.37

CuZn (48.3at%Zn) 1.28 0.716 −0.50 1.27

AgZn (47at%Zn) 1.31 0.716 −0.53 1.35

Au20Cu33Zn47 1.33 0.716 −0.65 1.51

Cu40Ni10Zn50 1.29 0.717 −0.51 1.29

Au15Cu38Zn47 1.30 0.717 −0.53 1.34

AgZn (53at%Zn) 1.29 0.719 −0.51 1.31

MnFe (61.5at%Fe) 1.02 0.720 −0.29 0.75

CuZn (48.1at%Zn) 1.28 0.720 −0.49 1.27

CuZn (45at%Zn) 1.32 0.720 −0.54 1.39
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Таблица П.7 – Продолжение

Кристаллы 𝛿 Π 𝜈min 𝜈max

LiH 0.52 0.721 −0.10 0.25

CuSn (15at%Sn) 1.30 0.721 −0.52 1.34

InTl (39.06at%Tl) 1.36 0.722 −0.61 1.54

AgZn (51at%Zn) 1.28 0.723 −0.50 1.29

AgZn (49at%Zn) 1.28 0.724 −0.49 1.29

FeAl (23.6at%Al) 1.18 0.725 −0.39 1.04

Cu45Ni5Zn50 1.26 0.725 −0.47 1.23

FeNi (32.1at%Ni) 1.06 0.726 −0.31 0.82

FeNi (33.3at%Ni) 1.08 0.726 −0.32 0.85

FeNi (30.4at%Ni) 1.03 0.728 −0.29 0.77

FeNi (34.2at%Ni) 1.10 0.729 −0.33 0.89

CuZn (48.8at%Zn) 1.30 0.729 −0.50 1.34

AuZn (47at%Zn) 1.31 0.729 −0.52 1.38

FeNi (32.7at%Ni) 1.08 0.731 −0.31 0.86

FeAl (22.4at%Al) 1.14 0.732 −0.36 0.98

CuZn (47.5at%Zn) 1.24 0.733 −0.43 1.19

Na 1.24 0.733 −0.44 1.20

CuZn (50at%Zn) 1.14 0.734 −0.35 0.96

FeAl (34at%Al) 1.08 0.734 −0.31 0.87

FeNi (29at%Ni) 1.02 0.736 −0.29 0.77

Au50Mn22Zn28 1.25 0.737 −0.44 1.24

AlNi (55at%Ni) 1.20 0.738 −0.39 1.10

AgZn (50at%Zn) 1.25 0.738 −0.43 1.22

Cu2MnAl 1.13 0.739 −0.36 0.92

K 1.24 0.740 −0.42 1.21

1.27 0.731 −0.46 1.26

FePt (28at%Pt) 1.14 0.741 −0.34 0.98

Rb 1.22 0.742 −0.40 1.15

FeAl (19.8at%Al) 1.10 0.744 −0.32 0.92

Cu50Zn50 1.21 0.744 −0.39 1.13

FeNi (36.5at%Ni) 1.12 0.745 −0.32 0.94

AuZn (50at%Zn) 1.26 0.748 −0.43 1.28

FeCrNi (70at%Fe,18at%Cr,12at%Ni) 1.01 0.749 −0.26 0.77

AgZn (46.5at%Zn) 1.21 0.749 −0.38 1.14

FeNi (38.8at%Ni) 1.12 0.751 −0.32 0.96

CoFe (10at%Fe) 1.14 0.752 −0.33 0.99

CuMn (40at%Mn) 1.08 0.752 −0.29 0.88

AgZn (48.5at%Zn) 1.18 0.753 −0.36 1.09

FeNi (27.2at%Ni) 0.99 0.755 −0.24 0.74

FeAl (40.1at%Al) 1.02 0.756 −0.25 0.78
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Таблица П.7 – Продолжение

Кристаллы 𝛿 Π 𝜈min 𝜈max

FeAl (17.8at%Al) 1.06 0.757 −0.28 0.86

Ca 1.06 0.760 −0.27 0.86

0.99 0.803 −0.19 0.78

FeNi (41.3at%Ni) 1.11 0.763 −0.30 0.95

PbTl (61.41at%Tl) 1.26 0.763 −0.41 1.31

Ni3Al 0.90 0.765 −0.19 0.69

0.97 0.804 −0.18 0.76

0.98 0.814 −0.18 0.78

0.98 0.815 −0.18 0.78

0.98 0.821 −0.17 0.78

Sr 1.05 0.766 −0.26 0.85

1.10 0.748 −0.31 0.92

PbTl (71.68at%Tl) 1.22 0.771 −0.36 1.21

PbTl (52.66at%Tl) 1.25 0.771 −0.38 1.27

FeCrNi (62.4at%Fe, 0.98 0.779 −0.21 0.74

19.5at%Cr,18at%Ni)

FeNiCrMo (14.5at%Ni, 1.02 0.779 −0.23 0.81

14.5at%Cr,2.5at%Mo)

FeAl (14.5at%Al) 1.01 0.779 −0.22 0.79

Th 1.01 0.780 −0.22 0.79

1.00 0.799 −0.20 0.79

FeNi (44at%Ni) 1.09 0.780 −0.26 0.93

FeCrNi (71at%Fe, 1.09 0.781 −0.23 0.83

9at%Cr,10at%Ni)

BaTiO3 1.04 0.782 −0.24 0.85

0.87 0.882 −0.09 0.68

CoAlNi (14.48at%Al,6.55at%Ni) 1.06 0.785 −0.24 0.89

CoAl (13.7at%Al) 1.07 0.785 −0.25 0.91

InTl (76.5at%Tl) 1.22 0.785 −0.33 1.22

CoAlNi (13.3at%Al,2.92at%Ni) 1.07 0.786 −0.25 0.90

CoAlNi (13.33at%Al,4.59at%Ni) 1.06 0.787 −0.24 0.90

CoAlNi (12.5at%Al,4.66at%Ni) 1.05 0.789 −0.24 0.88

PbTl (40.5at%Tl) 1.20 0.789 −0.31 1.17

CoAlNi (12.68at%Al, 1.05 0.790 −0.23 0.87

6.57at%Ni)

CoAl (12.59at%Al) 1.06 0.790 −0.24 0.89

CuAl (14at%Al) 1.09 0.791 −0.25 0.94

AlNi (50at%Ni) 1.03 0.791 −0.22 0.84

0.95 0.824 −0.16 0.74

0.96 0.826 −0.16 0.76

FeCrNi (67.3at%Fe, 0.97 0.792 −0.20 0.81
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Таблица П.7 – Продолжение

Кристаллы 𝛿 Π 𝜈min 𝜈max

19.3at%Cr,13.3at%Ni)

FeCrNi (70.5at%Fe, 1.01 0.792 −0.21 0.81

17.5at%Cr, 12at%Ni)

PbTl (31.77at%Tl) 1.17 0.793 −0.29 1.13

Ni0.73Zn0.37Cr2O4 1.18 0.794 −0.30 1.14

Ce 0.89 0.794 −0.17 0.64

CoAlNi (10.58at%Al,6.57at%Ni) 1.03 0.797 −0.22 0.85

CoAlNi (10.39at%Al,4.72at%Ni) 1.03 0.798 −0.22 0.86

CoAl (10.49at%Al) 1.04 0.799 −0.22 0.87



ГЛАВА 5. УГЛЕРОДНЫЕ АУКСЕТИКИ 318

Òàáëèöà Ï.8: Êóáè÷åñêèå êðèñòàëëû ñ 0.8 ≤ Π < 0.9.

Кристаллы 𝛿 Π 𝜈min 𝜈max

FeNi (48.8at%Ni) 0.97 0.803 −0.18 0.75

FeSi (24.85at%Si) 0.97 0.803 −0.18 0.75

CuAl (13.25at%Al) 1.07 0.803 −0.23 0.92

AgMg 1.00 0.803 −0.20 0.80

1.00 0.800 −0.20 0.79

C10H16 1.00 0.803 −0.20 0.80

0.88 0.906 −0.07 0.71

0.77 0.981 −0.01 0.61

CoFe (14at%Fe) 1.03 0.805 −0.21 0.85

CuAl (12.55at%Al) 1.06 0.805 −0.22 0.92

FeSi (11.68at%Si) 0.96 0.810 −0.17 0.75

CoFe (12at%Fe) 1.02 0.810 −0.20 0.84

CuAl (11.77at%Al) 1.05 0.810 −0.21 0.90

CuZn (22.7at%Zn) 1.05 0.810 −0.21 0.90

FeNi (50.2at%Ni) 1.02 0.811 −0.20 0.85

InTl (81.5at%Tl) 1.17 0.811 −0.26 1.13

FeAl (9.6at%Al) 0.94 0.811 −0.17 0.72

FeSi (11at%Si) 0.96 0.811 −0.18 0.76

CuZn (19at%Zn) 1.07 0.812 −0.21 0.93

FeSi (12.91at%Si) 0.95 0.813 −0.17 0.74

FeSi (8.89at%Si) 0.96 0.814 −0.17 0.76

FeSi (10.1at%Si) 0.98 0.815 −0.18 0.78

CuAl (10.8at%Al) 1.05 0.815 −0.20 0.89

SiC 0.70 0.816 −0.10 0.44

0.67 0.814 −0.09 0.41

CoFe (8at%Fe) 1.00 0.817 −0.18 0.81

1.07 0.777 −0.26 0.89

CuAl (9.86at%Al) 1.04 0.817 −0.20 0.89

CuZn (29at%Zn) 1.05 0.817 −0.20 0.90

LiIn 1.05 0.817 −0.20 0.90

PbTl (17.6at%Tl) 1.14 0.817 −0.24 1.07

FeCrNi (76at%Fe, 1.00 0.818 −0.18 0.83

12at%Cr,12at%Ni)

CuAl (10.3at%Al) 1.04 0.818 −0.20 0.89

CuAl (10.22at%Al) 1.04 0.818 −0.20 0.89

FeNi (58.8at%Ni) 0.95 0.819 −0.16 0.74

CuAl (9at%Al) 1.04 0.819 −0.20 0.89

CuAl (9.85at%Al) 1.04 0.819 −0.20 0.89

CoFe (6at%Fe) 0.99 0.820 −0.17 0.80
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Таблица П.8 – Продолжение

Кристаллы 𝛿 Π 𝜈min 𝜈max

0.98 0.812 −0.18 0.78

CuAl (9.98at%Al) 1.03 0.820 −0.19 0.88

PbTl (20.5at%Tl) 1.14 0.820 −0.24 1.09

CuSi (7.69at%Si) 1.05 0.822 −0.20 0.91

FePd (37at%Pd) 1.07 0.824 −0.20 0.94

PbTl (14.9at%Tl) 1.12 0.824 −0.23 1.05

CuAl (8.4at%Al) 1.03 0.826 −0.18 0.87

CuZn (17.4at%Zn) 1.02 0.826 −0.18 0.87

FeSi (8.59at%Si) 0.93 0.827 −0.15 0.71

Ni50.6Al 0.98 0.828 −0.16 0.79

NiСo (32at%Co) 0.95 0.828 −0.16 0.75

CuSi (5.16at%Si) 1.03 0.829 −0.18 0.87

PbIn (5.5at%In) 1.12 0.829 −0.22 1.05

PbTl (5.01at%Tl) 1.10 0.831 −0.21 1.02

CuAl (7.5at%Al) 1.02 0.832 −0.17 0.86

CuAl (7.05at%Al) 1.02 0.833 −0.17 0.86

CuAl (7.4at%Al) 1.02 0.834 −0.17 0.86

CuAl (6.5at%Al) 1.01 0.834 −0.17 0.86

CuZn (14.3at%Zn) 1.02 0.834 −0.17 0.86

Co 0.95 0.835 −0.15 0.76

CuAl (6.9at%Al) 1.01 0.835 −0.17 0.85

PbTl (1.77at%Tl) 1.10 0.835 −0.20 1.03

PbTl (6.1at%Tl) 1.10 0.836 −0.20 1.03

Pb 1.10 0.837 −0.20 1.02

PbTl (3.5at%Tl) 1.10 0.837 −0.20 1.02

PbTl (1.06at%Tl) 1.10 0.838 −0.20 1.03

FeSi (6.29at%Si) 0.92 0.839 −0.14 0.71

PbTl (2.35at%Tl) 1.10 0.839 −0.20 1.02

FeSi (7at%Si) 0.91 0.840 −0.13 0.71

CuAl (5at%Al) 1.00 0.840 −0.16 0.85

NiСo (62at%Co) 0.93 0.841 −0.14 0.73

FeAl2O4 0.97 0.841 −0.15 0.79

CuAl (4.85at%Al) 1.00 0.841 −0.16 0.85

CuMn (5.8at%Mn) 1.00 0.842 −0.16 0.84

NiFeSi (2.7at%FeSi) 0.88 0.843 −0.12 0.66

CuAl (4.34at%Al) 1.00 0.843 −0.16 0.84

CuAl (4.0at%Al) 1.00 0.843 −0.16 0.84

CuGe (1.71at%Ge) 1.00 0.843 −0.16 0.84

CuMn (5at%Mn) 1.00 0.843 −0.16 0.84

CuSi (4.17at%Si) 1.01 0.843 −0.16 0.86
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Таблица П.8 – Продолжение

Кристаллы 𝛿 Π 𝜈min 𝜈max

CuSn (3.30at%Sn) 1.01 0.843 −0.16 0.86

CuAl (4.81at%Al) 1.00 0.844 −0.16 0.85

FeCoCrMo (25at%Co, 1.02 0.845 −0.06 0.32

30at%Cr,3.4at%Mo)

CuZn (4.59at%Zn) 1.00 0.845 −0.15 0.84

CuZn (9.1at%Zn) 0.99 0.845 −0.15 0.83

Na8[Al6SiO24](OH)2·nH2O 0.96 0.845 −0.14 0.78

FeSi (4.42at%Si) 0.89 0.846 −0.12 0.68

CuGa (5.9at%Ga) 1.00 0.846 −0.15 0.84

FeSi (25.1at%Si) 0.86 0.847 −0.12 0.64

CuAl (3.1at%Al) 0.99 0.847 −0.15 0.83

CuMn (3.5at%Mn) 0.99 0.847 −0.15 0.83

CuGa (4.15at%Ga) 1.00 0.847 −0.15 0.84

FeSi (6.3at%Si) 0.89 0.848 −0.12 0.68

FeSi (5.86at%Si) 0.89 0.848 −0.12 0.69

CuAl (3.4at%Al) 0.99 0.848 −0.15 0.83

CuSn (1.84at%Sn) 1.00 0.849 −0.15 0.84

CuZn (5.02at%Zn) 0.99 0.850 −0.15 0.83

CuAl (2.21at%Al) 0.99 0.850 −0.15 0.83

ThC0.063 0.92 0.850 −0.13 0.72

CuNi (6.04at%Ni) 0.97 0.851 −0.14 0.81

CuZn (4.1at%Zn) 0.98 0.851 −0.14 0.82

CuGe (1.03at%Ge) 0.99 0.851 −0.15 0.83

CuGa (3.27at%Ga) 0.99 0.851 −0.15 0.83

CuMn (2.6at%Mn) 0.98 0.852 −0.14 0.83

CuAl (2.14at%Al) 0.98 0.853 −0.14 0.83

CuAl (0.75at%Al) 0.98 0.854 −0.14 0.82

CuAl (1.95at%Al) 0.98 0.854 −0.14 0.83

CuMn (1.25at%Mn) 0.98 0.854 −0.14 0.82

CuGa (1.35at%Ga) 0.98 0.854 −0.14 0.83

CuGa (2.15at%Ga) 0.99 0.854 −0.14 0.83

CuGa (1.58at%Ga) 0.98 0.854 −0.14 0.82

CuSn (0.86at%Sn) 0.99 0.854 −0.14 0.83

NiAl (12.5at%Al) 0.93 0.855 −0.13 0.74

CuNi (31.1at%Ni) 0.96 0.855 −0.13 0.79

CuNi (9.73at%Ni) 0.97 0.855 −0.14 0.81

CuNi (3.02at%Ni) 0.98 0.855 −0.14 0.82

CuAl (1at%Al) 0.98 0.855 −0.14 0.82

CuZn (1.93at%Zn) 0.98 0.855 −0.14 0.82

CuAu (10at%Au) 1.00 0.855 −0.15 0.86
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Таблица П.8 – Продолжение

Кристаллы 𝛿 Π 𝜈min 𝜈max

1.00 0.859 −0.14 0.85

CuNi (4.49at%Ni) 0.98 0.856 −0.14 0.82

CuAl (0.2at%Al) 0.98 0.856 −0.14 0.82

CuNi (53.8at%Ni) 0.95 0.857 −0.13 0.77

CuNi (6.02at%Ni) 0.98 0.857 −0.14 0.82

CuGa (0.36at%Ga) 0.98 0.857 −0.14 0.82

CuAu (2.8at%Au) 0.99 0.857 −0.14 0.83

CuAu (5at%Au) 0.99 0.857 −0.14 0.83

CuNi (2.34at%Ni) 0.98 0.858 −0.14 0.82

CuZn (0.87at%Zn) 0.98 0.858 −0.14 0.82

CuAu (7.5at%Au) 0.99 0.858 −0.14 0.85

NiСo (43.5at%Co) 0.89 0.859 −0.11 0.70

CuAl (0.04at%Al) 0.97 0.860 −0.13 0.82

Cu 0.98 0.860 −0.13 0.82

CuAu (2at%Au) 0.98 0.860 −0.13 0.83

CuNi (65.5at%Ni) 0.94 0.861 −0.12 0.76

CuNi (23at%Ni) 0.97 0.861 −0.13 0.82

KO2PbCu(NO2)O6 1.07 0.861 −0.16 0.99

FeAl (4at%Al) 0.87 0.863 −0.11 0.66

NiСo (38.45at%Co) 0.89 0.864 −0.11 0.69

CuAu (0.23at%Au) 0.97 0.864 −0.13 0.82

CuNi (77.2at%Ni) 0.92 0.866 −0.11 0.74

Mg0.75Fe0.35Al1.90O4 0.87 0.869 −0.10 0.67

AgAl (5.2at%Al) 1.00 0.869 −0.13 0.87

FeNi (73at%Ni) 0.88 0.870 −0.10 0.69

CrNi (80.4at%Ni) 0.88 0.871 −0.10 0.68

NiO3Fe (73.8at%Ni) 0.89 0.871 −0.10 0.69

CuNi (82.2at%Ni) 0.90 0.871 −0.11 0.72

AgIn (8.36at%In) 0.99 0.871 −0.13 0.86

AgIn (7.9at%In) 0.98 0.872 −0.12 0.84

FeNi (79.2at%Ni) 0.88 0.873 −0.10 0.68

NiСo (26.35at%Co) 0.87 0.876 −0.10 0.67

AgIn (4at%In) 0.97 0.876 −0.12 0.83

AgSn (3.17at%Sn) 0.98 0.880 −0.12 0.85

NiAl (7.9at%Al) 0.88 0.881 −0.09 0.69

CuNi (9at%Ni) 0.94 0.882 −0.10 0.77

AgSn (5.9at%Sn) 0.99 0.883 −0.11 0.87

Ba(NO3)2 0.93 0.883 −0.10 0.77

AgMg (7.33at%Mg) 0.97 0.885 −0.11 0.83

AgZn (3.53at%Zn) 0.97 0.885 −0.11 0.84
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Таблица П.8 – Продолжение

Кристаллы 𝛿 Π 𝜈min 𝜈max

AgAl (3.9at%Al) 0.98 0.885 −0.11 0.85

AgSn (4at%Sn) 0.98 0.885 −0.11 0.85

AgSn (7.8at%Sn) 1.01 0.885 −0.12 0.89

Ag6Sn4P12Ge6 0.77 0.887 −0.07 0.56

AgIn (6at%In) 0.97 0.888 −0.11 0.84

PdAg (10at%Ag) 0.98 0.889 −0.11 0.85

AgIn (1.2at%In) 0.96 0.889 −0.10 0.82

AgMg (3.07at%Mg) 0.96 0.889 −0.10 0.83

AgZn (2.4at%Zn) 0.97 0.889 −0.10 0.84

MgAl2O4 0.79 0.890 −0.07 0.59

CuNi (92.7at%Ni) 0.87 0.890 −0.08 0.68

AgAu (6at%Au) 0.94 0.891 −0.10 0.79

AgAl (1.6at%Al) 0.97 0.891 −0.10 0.85

AgSn (0.9at%Sn) 0.96 0.892 −0.10 0.83

AgCd (1.34at%Cd) 0.96 0.895 −0.10 0.82

AgIn (2at%In) 0.98 0.895 −0.10 0.85

CuAu (25at%Au) 0.96 0.896 −0.10 0.83

AgCd (1.92at%Cd) 0.96 0.896 −0.10 0.82

NiAl (4.1at%Al) 0.85 0.897 −0.08 0.66

AgAu (2at%Au) 0.96 0.897 −0.09 0.82

AgPd (6.22at%Pd) 0.95 0.898 −0.09 0.82

AgAu (4at%Au) 0.95 0.899 −0.09 0.81

Ag 0.95 0.899 −0.09 0.81
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Òàáëèöà Ï.9: Êóáè÷åñêèå êðèñòàëëû ñ 0.9 ≤ Π < 1.

Кристаллы 𝛿 Π 𝜈min 𝜈max

NiСo (10.11at%Co) 0.84 0.900 −0.07 0.65

FeNi (89.5at%Ni) 0.84 0.900 −0.07 0.65

AgSn (2at%Sn) 0.98 0.900 −0.10 0.86

ZnFe2O4 0.82 0.904 −0.07 0.63

Ni 0.85 0.904 −0.07 0.66

CeAg 0.95 0.905 −0.09 0.82

Tl (FCC) 1.00 0.906 −0.09 0.91

(BCC) 1.02 0.915 −0.09 0.94

Fe 0.81 0.911 −0.13 0.82

AlNi (47.5at%Ni) 0.81 0.914 −0.06 0.62

CeSn3 0.74 0.923 −0.05 0.54

AgAu (25at%Au) 0.94 0.920 −0.07 0.81

CuCl 0.96 0.924 −0.07 0.86

AgAu (50at%Au) 0.93 0.928 −0.06 0.81

PdAg (2at%Ag) 0.93 0.933 −0.06 0.82

Fe2.05Ti0.95O4 0.95 0.934 −0.06 0.85

Pb(NO3)2 0.91 0.935 −0.05 0.78

HgSe 0.91 0.935 −0.05 0.77

Ge0.72Si0.28 0.73 0.936 −0.04 0.54

PdRh (1at%Rh) 0.93 0.936 −0.06 0.82

FeCrCo 0.77 0.937 −0.04 0.58

(35at%Cr,15at%Co)

MgO·2.61Al2O3 0.72 0.940 −0.03 0.53

AuNi (42.42at%Ni) 0.93 0.940 −0.05 0.82

PdRh (5at%Rh) 0.92 0.942 −0.05 0.80

AgAu (75at%Au) 0.94 0.942 −0.05 0.84

𝛽-HgS 0.91 0.948 −0.04 0.80

Pd 0.92 0.949 −0.04 0.81

LiF 0.61 0.950 −0.02 0.41

CuI 0.85 0.954 −0.03 0.70

MgO·3.5Al2O3 0.73 0.957 −0.02 0.55

0.72 0.941 −0.03 0.53

0.72 0.952 −0.03 0.53

HgTe 0.85 0.957 −0.03 0.71

ZnS 0.81 0.959 −0.03 0.66

ZnSe 0.78 0.960 −0.03 0.62

FeCr (19.43at%Cr) 0.72 0.962 −0.02 0.54

AuNi (9.72at%Ni) 0.95 0.962 −0.03 0.87

AuNi (2.95at%Ni) 0.95 0.966 −0.03 0.87
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Таблица П.9 – Продолжение

Кристаллы 𝛿 Π 𝜈min 𝜈max

Au 0.95 0.969 −0.03 0.88

CuBr 0.90 0.969 −0.03 0.79

1.02 0.870 −0.14 0.91

AuNi (24.2at%Ni) 0.91 0.976 −0.02 0.82

Cu3Au 0.86 0.983 −0.01 0.74

0.96 0.895 −0.10 0.83

0.91 0.930 −0.06 0.77

0.88 0.962 −0.03 0.75

CuAu (80at%Au) 0.92 0.983 −0.01 0.82

CdTe 0.83 0.986 −0.01 0.70

LaAg 0.84 0.994 −0.004 0.72

PdRh (20at%Rh) 0.82 0.999 −0.001 0.70

Sr(NO3)2 0.82 0.999 −0.001 0.69
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Òàáëèöà Ï.10: Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà äëÿ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ,

ïîïàäàþùèå â îáëàñòè çíà÷åíèé 𝛿 è 𝜈0, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àÿì 1 è 2.

Кристаллы 𝛿 𝜈0 𝜈011̄ 𝜈min 𝜈100 𝜈max 𝑝1 𝑝2 Случай

Li и его сплавы с Mg 1.09-4.28 % ат. (4 сплава)

Li 1.29 0.457 −0.530 −0.532 1.286 1.286 0.20 0 1

Li4.28aMg 1.29 0.460 −0.521 −0.522 1.296 1.296 0.17 0 1

Сплавы Mn (3 сплава)

Mn8.8Ni5.9C 1.34 0.445 −0.682 −0.732 1.348 1.348 0.49 0 1

Mn28Cu 1.29 0.432 −0.600 −0.612 1.217 1.217 0.36 0 1

Сплавы Fe-Pd

Fe28Pd 1.44 0.492 −0.813 −1.079 1.759 1.928 0.66 0.60 1+2

Fe34Pd 1.31 0.469 −0.539 −0.541 1.359 1.359 0.23 0 1

Сплавы Ni с Al, Cu и C (5 сплавов)

Ni40Al 1.38 0.476 −0.690 −0.753 1.536 1.538 0.50 0.22 1+2

Ni12.5Cu8.6Al 1.32 0.465 −0.575 −0.582 1.367 1.367 0.31 0 1

Сплавы Cu с Zn 44.3-48.8 % ат. (8 сплавов)

Cu44.3Zn 1.31 0.465 −0.551 −0.554 1.348 1.348 0.26 0 1

Cu48.8Zn 1.30 0.474 −0.503 −0.503 1.354 1.354 0.07 0 1

Сплавы Cu с Zn 14.3-20.8 % ат. и Al 17-12.9 % ат. (3 сплава)

Cu14.3Zn17Al 1.34 0.464 −0.623 −0.646 1.407 1.407 0.40 1

Cu19.4Zn12.9Al 1.38 0.477 −0.685 −0.746 1.540 1.543 0.50 0.23 1+2

Сплав Cu с Sn

Cu15Sn 1.30 0.469 −0.518 −0.519 1.339 1.339 0.16 0 1

Сплавы Zn с Cu 25-40 % ат. и Ni 10-25 % ат. (4 сплава)

Zn2CuNi 1.35 0.472 −0.625 −0.649 1.452 1.452 0.41 0 1

Zn40Cu10Ni 1.29 0.462 −0.514 −0.514 1.303 1.303 0.14 0 1

Сплавы Zn с Cu 23-38.8 % ат. и Au 7.6-53 % ат. (8 сплавов)
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Таблица П.10 – Продолжение

Кристаллы 𝛿 𝜈0 𝜈011̄ 𝜈min 𝜈100 𝜈max 𝑝1 𝑝2 Случай

Zn53Au 1.31 0.477 −0.514 −0.515 1.384 1.384 0.14 0 1

Zn2CuAu 1.41 0.491 −0.726 −0.832 1.663 1.715 0.554 0.47 1+2

Сплавы Ag с Zn 42-50 % ат. (4 сплава)

Ag42Zn 1.32 0.471 −0.557 −0.561 1.384 1.384 0.275 0 1

AgZn 1.29 0.464 −0.510 −0.510 1.306 1.306 0.12 0 1

Сплавы Ag с Cd 46.7-47.9 % ат. (2 сплава)

Ag47.9Cd 1.34 0.474 −0.595 −0.608 1.435 1.435 0.35 0 1

Сплавы In с Tl 25-39.06 % ат., Т=125-290 K (5 сплавов)

In25Tl 1.45 0.496 −0.833 −1.171 1.803 2.07 0.69 0.66 1+2

In27Tl 1,44 0.498 −0.792 −1.018 1.779 1.982 0.62 0.63 1+2

In27Tl, 200 K 1.48 0.498 −0.931 −1.982 1.915 2.851 0.814 0.802 1+2

In27Tl, 125 K 1.50 0.499 - - - - - - -

In39.06Tl 1.36 0.491 −0.591 −0.603 1.534 1.536 0.348 0.214 1+2

Шпинель NiCr2O4

NiCr2O4 1.43 0.493 −0.778 −0.965 1.731 1.853 0.619 0.566 1+2
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Òàáëèöà Ï.11: Ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ Þíãà äëÿ ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàë-

ëîâ è çíà÷åíèÿ óãëà 𝜃0, ïðè êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ çíà÷åíèå 𝐸3.

Кристаллы 𝐸1 𝐸2 𝐸3 𝜃0

ГПа ГПа ГПа град

Al(IO3)3·2HIO3·6H2O 22.4 min 30.1 min 38.4 max 51.8

Ca10(PO4)6(OH)2 139 max 114 max 107 min 54.7

117 max 112 max 107 min 50.0

Ca10(PO4)6F2 143 max 116 max 114 min 60.9

Ba(NO2)·2H2O 22.2 min 37.0 max - - -

BaFe12O19 191 max 234 max 187 min 29.7

BaSc1.05Fe10.95O19 169 min 229 max - - -

BaSc1.25Fe10.75O19 164 min 226 max - - -

BaSc1.65Fe10.35O19 164 min 221 max - - -

BaSc2.2Fe9.8O19 164 min 214 max - - -

Be3Al2Si6O18 221 max 237 max 184 min 42.9

Be 348 max 290 min - - -

Be-Cu at 0% Cu 356 max 293 min - - -

Be-Cu at 1.1% Cu 360 max 292 min - - -

Be-Cu at 2.4% Cu 355 max 290 min - - -

BeO 451 max 397 max 379 min 54.0

465 max 417 max 373 min 49.6

K(Mg,Fe)3-AlSi3O10(OH,F)2 52.9 max 179 max 20.5 min 42.4

Bi2Ge3O9 59.9 min 98.0 max - - -

BN3 136 min 138 min 165 max 45.5

Cd 28.9 min 80.6 max - - -

Cd-Mg at 0.07% Mg 32.4 min 82.0 max - - -

Cd-Mg at 0.5% Mg 30.4 min 82.0 max - - -

Cd-Mg at 3.33% Mg 29.9 min 76.9 max - - -

Cd-Mg at 14.01% Mg 22.4 min 47.8 max - - -

Cd-Mg 25(Cd3Mg) 31.7 max 32.4 max 28.4 min 43.9

Cd-Mg 33.3(Cd3Mg) 35.1 max 41.3 max 34.1 min 32.3

CdSe 59.2 max 43.1 max 37.9 min 52.7

57.6 max 42.8 max 37.5 min 52.3

59.9 max 43.1 max 37.9 min 52.9

CdSe 59.5 max 43.3 max 38.9 min 53.7

CdSe0.95Te0.05 61.0 max 43.7 max 39.5 min 54.2

CdSe0.9Te0.1 57.5 max 41.7 max 39.5 min 57.5

CdSe0.7Te0.3 58.8 max 42.0 max 38.2 min 54.5

CdSe0.55Te0.45 57.1 max 38.5 max 34.0 min 53.8

CdS 62.9 max 48.8 max 42.7 min 51.8

58.9 max 48.3 max 34.4 min 47.6
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Таблица П.11 – Продолжение

Кристаллы 𝐸1 𝐸2 𝐸3 𝜃0

ГПа ГПа ГПа град

63.3 max 49.0 max 43.9 min 52.6

64.0 max 51.8 max 43.3 min 49.9

65.9 max 52.3 max 43.5 min 50.0

CdTe 51.5 max 38.8 max 33.0 min 51.3

Cd0.9982Zn0.018 28.1 min 79.7 max - - -

Cd0.952Zn0.048 28.7 min 82.4 max - - -

Cd0.751Zn0.249 31.4 min 87.0 max - - -

CaMg2 55.6 max 49.8 max 46.2 min 51.1

(Na2Ca)4(AlSiO4)6− CO3·nH2O 76.9 max 50.0 min - - -

Na6Ca(AlSiO4)6CO3·nH2O 82.6 max 57.5 max 53.5 min 56.4

81.3 max 84.0 max 62.9 min 44.2

CeF3 195 max 131 max 100 min 50.2

CeNi5 210 max 152 min - - -

CsCuCl3 41.2 max 23.7 max 16.7 min 50.0

41.5 max 23.3 max 16.6 min 50.3

CsS2O6 14.6 min 21.0 max - - -

CsNiCl3 58.5 max 30.1 max 18.8 min 49.2

CsNiF3 90.9 max 34.5 max 15.9 min 48.1

94.3 max 39.2 max 8.9 min 46.1

Co 271 max 196 max 185 min 57.3

Co-32 wt% Ni 321 min 240 min 475 max 39.9

CuCl 40.0 max 18.9 max 18.2 min 63.3

Dy 69.0 max 62.5 max 60.8 min 55.2

Er 75.8 max 70.9 max 68.1 min 51.7

Gd 62.1 max 54.6 max 52.7 min 55.2

62.1 max 55.6 max 53.0 min 53.1

Gd-40 at%Y 67.1 max 57.1 max 55.0 min 56.1

GaN 150 max 196 max 82.6 min 43.2

GaSe 33.6 max 95.2 max 28.5 min 34.2

GaS 37.7 max 111 max 30.2 min 35.9

C (графит) 36.4 max 1020 max 14.2 min 41.6

C(NH2)3I 5.95 max 16.3 max 5.85 min 21.5

Hf 163 max 140 max 139 min 65.5

Ho 71.4 max 65.4 max 63.9 min 55.9

In2Bi 35.2 max 16.4 min - - -

InN 82.6 max 104 max 35.5 min 44.0

InSe 25.8 min 86.2 max - - -

15.5 min 44.4 min 44.5 max 82.4

LaF3 196 max 133 max 100 min 50.0
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Таблица П.11 – Продолжение

Кристаллы 𝐸1 𝐸2 𝐸3 𝜃0

ГПа ГПа ГПа град

Pb5Ge3O11 82.0 max 56.2 max 54.0 min 59.9

Pb5GeO4(VO4)2 61.7 max 57.1 max 48.6 min 47.5

Pb5SiO4(VO4)2 58.5 max 56.82 max 56.81 min 73.2

𝛽-LiAlSiO4 67.1 min 112 min 138 max 55.5

𝛼-LiIO3 46.7 max 66.2 max 45.7 min 27.5

58.1 min 65.8 min 69.9 max 53.3

LiClO4·3H2O 23.8 max 32.5 max 19.8 min 39.0

LiClO4·3D2O 23.6 max 32.5 max 19.8 min 38.6

LiKSO4 54.05 min 40.2 min 54.08 max 11.0

Lu at 0.6% H 67.6 max 69.9 max 67.1 min 32.7

Lu at 1.5% H 68.0 max 71.4 max 67.4 min 32.0

Mg 50.8 max 45.5 max 42.9 min 52.2

Mg-Li at 0%Li 50.5 max 45.2 max 42.7 min 52.2

Mg-Li at 1.51%Li 50.3 max 45.0 max 42.5 min 52.2

Mg-Li at 3.02%Li 50.0 max 44.8 max 42.3 min 52.0

Mg-Li at 5.10%Li 49.5 max 44.4 max 41.9 min 52.1

Mg-Li at 7.00%Li 49.0 max 44.1 max 41.6 min 52.0

Mg-Li at 10.0%Li 48.5 max 43.5 max 41.1 min 52.2

Mg-Li at 12.05%Li 48.1 max 43.3 max 40.8 min 51.8

Mg-Li at 14.15%Li 47.6 max 42.7 max 40.3 min 52.1

Mg-Li at 15.94%Li 47.2 max 42.4 max 39.9 min 51.9

Mg-E E at 0% 50.8 max 45.5 max 42.9 min 52.2

Mg-E Ag at 0.07% 51.5 max 45.2 max 42.9 min 53.3

Mg-E Ag at 0.26% 50.8 max 45.5 max 43.3 min 52.9

Mg-E Ag at 0.37% 50.8 max 45.5 max 42.9 min 52.2

Mg-E Ag at 0% 50.5 max 45.2 max 42.7 min 52.1

Mg-E Ag at 0.26% 50.8 max 45.5 max 43.1 min 52.5

Mg-E Ag at 0.37% 51.0 max 45.5 max 43.1 min 52.8

Mg-E Sn at 0.21% 51.0 max 45.2 max 42.8 min 52.6

Mg-E Sn at 0.27% 50.8 max 45.2 max 42.9 min 52.6

Mg-E Sn at 0.43% 50.8 max 45.2 max 42.8 min 52.5

Mg-E Sn at 0.52% 50.8 max 45.0 max 42.5 min 52.5

Mg-E Sn at 0.72% 50.0 max 45.2 max 42.6 min 51.5

Mg-E Sn at 1.00% 49.8 max 44.8 max 42.2 min 51.7

Mg-E Sn at 0.21% 50.5 max 45.2 max 42.7 min 52.2

Mg-E Sn at 0.46% 50.3 max 45.0 max 42.5 min 52.2

Mg-E Sn at 0.67% 50.3 max 45.2 max 42.7 min 52.0

Mg-E Sn at 0.94% 50.5 max 45.0 max 42.4 min 52.2

Mg-E In at 0.83% 52.4 max 45.0 max 42.5 min 53.5
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Таблица П.11 – Продолжение

Кристаллы 𝐸1 𝐸2 𝐸3 𝜃0

ГПа ГПа ГПа град

Mg-E In at 1.96% 50.3 max 45.0 max 42.4 min 52.0

Mg-E In at 1.02% 51.0 max 45.0 max 42.6 min 52.8

Mg-E In at 1.35% 50.3 max 45.0 max 42.5 min 52.2

Mg-E In at 1.96% 50.3 max 44.8 max 42.3 min 52.3

MgZn2 107 max 79.4 max 69.7 min 52.4

107 max 77.9 max 67.4 min 52.2

MnAs 108 max 38.5 min - - -

Mn5Si3 192 max 149 min - - -

MoS2 45.2 max 209 max 44.9 min 17.9

KAl2Si3AlO10(OH,F)2 52.9 max 167 max 37.2 min 38.2

Nd 54.1 max 42.2 max 39.0 min 54.2

NdCo5 149 max 111 min - - -

Na3KAl4Si4O16 116 max 58.8 min - - -

NbF3 208 max 141 max 111 min 50.6

C7H12 1.64 min 0.74 min 1.84 max 28.2

KMg3AlSi3O10(OH,F)2 45.5 max 164 max 19.7 min 41.9

48.8 max 170 max 22.3 min 41.6

Pr 51.8 max 37.6 max 34.9 min 55.6

PrF3 202 max 134 max 103 min 50.5

Re 588 max 474 max 429 min 52.4

RbMnCl3 42.7 max 35.3 max 10.1 min 45.5

RbNiCl3 50.8 max 28.1 max 9.16 min 46.4

Ru 550 max 479 max 459 min 54.9

SmCo5 167 max 129 max 128 min 64.8

Sc 94.3 max 80.0 max 72.4 min 51.4

SiC 556 max 481 max 421 min 49.7

Ag2Al 120 max 84.0 min - - -

𝛽-AgI 20.0 max 12.5 max 10.8 min 53.7

Tc 345 min 313 min 402 max 41.1

Tb 61.0 max 55.9 max 54.5 min 55.5

64.1 max 57.5 max 55.3 min 54.0

Tb-50% Ho 70.4 max 61.0 max 58.3 min 54.6

Tl 30.8 max 9.62 min - - -

32.2 max 9.62 min - - -

Ti 146 max 103 min - - -

TiB2 254 min 388 min 510 max 53.2

WC 826.4 min 595 min 826.8 max 10.0

UPt3 159 max 200 max 119 min 41.6

Y 69.4 max 64.9 max 60.9 min 49.9
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Таблица П.11 – Продолжение

Кристаллы 𝐸1 𝐸2 𝐸3 𝜃0

ГПа ГПа ГПа град

63.7 max 63.7 max 62.7 min 45.0

Zn 36.1 min 122 min 126 max 71.2

ZnO 148 max 128 max 121 min 54.1

139 max 126 max 122 min 53.3

179 max 131 max 125 min 57.8

ZnSe 100 max 84.7 max 69.6 min 48.8

𝛼-ZnS 116 max 90.9 max 78.9 min 51.3

ZnS 116 max 89.5 max 78.4 min 51.7

116 max 89.7 max 78.7 min 51.9

ZnS-MgS 113 max 88.3 max 76.0 min 51.1

116 max 88.7 max 76.3 min 51.3

ZnTe 78.1 max 66.2 max 55.9 min 49.3

𝛼-Zr 125 max 99.0 max 90.9 min 53.5

Zr-O at 0%O 124 max 98.0 max 95.4 min 59.6

Zr-O at 7%O 121 min 110 min 122 max 28.9

Zr-O at 8%O 121 min 112 min 127 max 38.8

Zr-O at 24%O 164 min 159 min 192 max 43.5
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Òàáëèöà Ï.12: Ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà äëÿ ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ.

Кристаллы 𝜈1 𝜈2 𝜈3 𝜈4 𝜈5 𝜈6 𝜈7 𝜈8

Al(IO3)3·2HIO3·6H2O 0.37 - 0.50 max 0.11 min - - 0.17 min 0.41 max - - - -

Ca10(PO4)6(OH)2 0.31 - 0.25 - 0.205 0.37 max - - - - 0.20 min - -

0.45 - 0.43 - −0.12 min 0.48 max - - - - - - - -

Ca10(PO4)6F2 0.30 - 0.24 - 0.232 - 0.34 max - - - - 0.229 min - -

Ba(NO2)·2H2O 0.22 min 0.36 - 0.39 max - - - - - - - - - -

BaFe12O19 0.24 min 0.29 min 0.36 max 0.33 max - - - - - - 0.32 -

BaSc1.05Fe10.95O19 0.23 min 0.32

min

min 0.35 max 0.32 - - - - - - - - -

BaSc1.25Fe10.75O19 0.23 min 0.32 min 0.35 max 0.32 - - - - - - - - -

BaSc1.65Fe10.35O19 0.23 min 0.31 min 0.36 max 0.32 - - - - - - - - -

BaSc2.2Fe9.8O19 0.23 min 0.31 min 0.37 max 0.31 - - - - - - - - -

Be3Al2Si6O18 0.21 - 0.22 min 0.30 max 0.37 max - - - - 0.20 min 0.27 -

Be 0.02 - 0.01 - 0.08 max - - -0.005 min - - - - - -

Be-Cu at 0% Cu 0.00 - 0.00 - 0.09 max -0.03 min - - - - - - - -

Be-Cu at 1.1% Cu 0.00 - 0.00 - 0.09 max 0.00 - -0.005 min - - - - - -

Be-Cu at 2.4% Cu 0.011 - 0.009 - 0.102 max - - -0.04 min - - - - - -

BeO 0.18 - 0.16 min 0.32 max 0.25 max - - - - - - 0.24 -

0.15 - 0.13 min 0.25 max 0.27 max - - - - - - 0.21 -

K(Mg,Fe)3-

AlSi3O10(OH,F)2

0.06 - 0.20 - 0.16 - 0.79 max - - - - 0.02 min - -

Bi2Ge3O9 0.23 - 0.37 max 0.08 min - - 0.22 - - - - - - -

BN3 0.39 - 0.39 - 0.55 - - - 0.27 min 0.58 max - - - -

Cd 0.26 - 0.73 max 0.10 min - - 0.25 min 0.27 max - - - -

Cd-Mg at 0.07% Mg 0.26 - 0.65 max 0.13 min - - 0.25 min 0.26 max - - - -

Cd-Mg at 0.5% Mg 0.22 - 0.58 max 0.17 min - - 0.19 min 0.23 max - - - -
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Таблица П.12 – Продолжение

Кристаллы 𝜈1 𝜈2 𝜈3 𝜈4 𝜈5 𝜈6 𝜈7 𝜈8

Cd-Mg at 3.33% Mg 0.21 - 0.54 max 0.15 min - - 0.18 min 0.22 max - - - -

Cd-Mg at 14.01% Mg 0.31 - 0.66 max 0.003 min - - 0.28 min 0.31 max - - - -

Cd-Mg 25(Cd3Mg) 0.308 min 0.314 min 0.47 max 0.39 max - - - - - - 0.38 -

Cd-Mg 33.3(Cd3Mg) 0.22 min 0.26 min 0.50 max 0.30 - - - - - - - - -

CdSe 0.33 - 0.24 min 0.48 max 0.45 max - - - - 0.30 min 0.38 -

0.33 - 0.24 min 0.48 max 0.45 max - - - - 0.30 min 0.38 -

0.32 - 0.23 min 0.49 max 0.44 max - - - - 0.30 min 0.38 -

CdSe 0.33 - 0.24 min 0.48 max 0.43 max - - - - 0.31 min 0.37 -

CdSe0.95Te0.05 0.27 - 0.20 min 0.46 max 0.40 max - - - - 0.27 min 0.35 -

CdSe0.9Te0.1 0.29 - 0.21 min 0.54 max 0.37 max - - - - - - - -

CdSe0.7Te0.3 0.32 - 0.23 min 0.50 max 0.42 max - - - - 0.31 min 0.38 -

CdSe0.55Te0.45 0.27 - 0.18 min 0.54 max 0.41 max - - - - 0.27 min - -

CdS 0.33 - 0.26 min 0.48 max 0.45 max - - - - 0.31 min 0.38 -

−0.34 min −0.28 min 0.48 max - - 0.15 max - - - - 0.13 -

0.33 - 0.26 min 0.50 max 0.43 max - - - - 0.32 min 0.39 -

0.33 - 0.27 min 0.49 max 0.47 max - - - - 0.30 min 0.39 -

0.32 - 0.25 min 0.50 max 0.46 max - - - - 0.30 min 0.39 -

CdTe 0.29 - 0.22 min 0.47 max 0.44 max - - - - 0.28 min 0.37 -

Cd0.9982Zn0.018 0.27 - 0.78 max 0.05 min - - 0.24 min 0.28 max - - - -

Cd0.952Zn0.048 0.26 - 0.76 max 0.09 min - - 0.24 min 0.27 max - - - -

Cd0.751Zn0.249 0.25 - 0.69 max 0.13 min - - 0.24 min 0.26 max - - - -

CaMg2 0.21 - 0.18 min 0.23 max 0.29 max - - - - 0.19 min 0.22 -

(Na2Ca)4(AlSiO4)6−

CO3·nH2O

0.231 - 0.15 - 0.00 min 0.234 max - - - - - - - -

Na6Ca(AlSiO4)6CO3·
nH2O

0.12 - 0.08 min 0.59 max 0.27 - - - - - - - - -
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Таблица П.12 – Продолжение

Кристаллы 𝜈1 𝜈2 𝜈3 𝜈4 𝜈5 𝜈6 𝜈7 𝜈8

0.089 min 0.092 min 0.45 max 0.31 max - - - - - - 0.28 -

CeF3 0.24 - 0.16 min 0.43 max 0.48 max - - - - 0.21 min 0.33 -

CeNi5 0.29 - 0.21 min 0.41 max 0.30 - - - - - - - - -

CsCuCl3 0.26 - 0.15 min 0.34 max 0.55 max - - - - 0.17 min 0.28 -

0.20 - 0.11 min 0.37 max 0.53 max - - - - 0.16 min 0.29 -

CsS2O6 0.18 - 0.26 - 0.45 max - - 0.14 min - - - - - -

CsNiCl3 0.20 - 0.11 min 0.35 max 0.60 max - - - - 0.13 min 0.28 -

CsNiF3 0.16 - 0.06 min 0.45 max 0.72 max - - - - 0.10 min 0.32 -

0.12 - 0.05 min 0.33 max 0.86 max - - - - 0.04 min 0.26 -

Co 0.25 - 0.18 min 0.46 max 0.35 max - - - - - - - -

Co-32 wt% Ni 1.96 - 1.46 min 4.51 - 2.23 - - - 5.93 max - - - -

CuCl 0.36 - 0.17 min 0.68 max 0.44 max - - - - 0.36 - 0.42 -

Dy 0.22 - 0.20 min 0.29 max 0.26 max - - - - - - 0.25 -

Er 0.20 - 0.18 min 0.30 max 0.24 max - - - - - - 0.24 -

Gd 0.24 - 0.21 min 0.31 max 0.29 max - - - - 0.24 min 0.27 -

0.22 - 0.20 min 0.32 max 0.28 max - - - - - - 0.27 -

Gd-40 at%Y 0.17 - 0.15 min 0.33 max 0.24 max - - - - - - 0.24 -

GaN 0.37 - 0.49 - 0.18 - 0.72 max - - - - 0.13 min - -

GaSe 0.09 min 0.26 - 0.26 - 0.50 max - - - - - - 0.26 -

GaS 0.08 - 0.24 min 0.26 max 0.54 max - - - - 0.07 min 0.25 -

C (графит) 0.01 - 0.34 - 0.16 - 0.86 max - - - - 0.004 min - -

C(NH2)3I 0.152 - 0.42 - 0.40 - 0.46 max - - - - 0.149 min - -

Hf 0.26 - 0.22 min 0.35 max 0.28 max - - - - - - - -

Ho 0.21 - 0.19 min 0.28 max 0.24 max - - - - - - 0.24 -

In2Bi 0.33 - 0.15 min 0.72 max - - - - - - - - - -

InN 0.41 - 0.52 - 0.22 - 0.79 max - - - - 0.12 min - -
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Таблица П.12 – Продолжение

Кристаллы 𝜈1 𝜈2 𝜈3 𝜈4 𝜈5 𝜈6 𝜈7 𝜈8

InSe 0.19 - 0.65 max 0.22 - - - - - - - 0.17 min - -

0.33 - 0.93 max −0.03 min - - 0.28 min 0.34 max - - - -

LaF3 0.22 - 0.15 min 0.44 max 0.47 max - - - - 0.20 min 0.33 -

Pb5Ge3O11 0.20 - 0.14 min 0.33 max 0.30 max - - - - 0.20 min 0.26 -

Pb5GeO4(VO4)2 0.35 - 0.32 - 0.14 min 0.45 max - - - - - - - -

Pb5SiO4(VO4)2 0.415 - 0.40 - 0.06 min 0.416 max - - - - - - - -

𝛽-LiAlSiO4 0.35 - 0.58 max 0.14 min - - 0.13 min 0.42 max - - - -

𝛼-LiIO3 0.1869 - 0.26 min 0.31 max 0.33 max - - - - 0.1876 min 0.29 -

0.25 - 0.28 - 0.316 - - - 0.18 min 0.325 max - - - -

LiClO4·3H2O 0.13 min 0.18 min 0.40 max 0.39 max - - - - - - 0.30 -

LiClO4·3D2O 0.13 min 0.18 min 0.40 max 0.38 max - - - - - - 0.30 -

LiKSO4 0.28 - 0.20 - 0.4137 - - - 0.17 min 0.414 max - - - -

Lu at 0.6% H 0.237 min 0.245 min 0.29 max 0.26 - - - - - - - - -

Lu at 1.5% H 0.22 min 0.24 min 0.30 max 0.25 - - - - - - - - -

Mg 0.25 - 0.23 min 0.35 max 0.32 max - - - - 0.25 min 0.30 -

Mg-Li at 0%Li 0.25 - 0.23 min 0.36 max 0.32 max - - - - 0.25 min 0.30 -

Mg-Li at 1.51%Li 0.26 - 0.23 min 0.36 max 0.32 max - - - - 0.26 min 0.30 -

Mg-Li at 3.02%Li 0.26 - 0.23 min 0.35 max 0.32 max - - - - 0.25 min 0.30 -

Mg-Li at 5.10%Li 0.26 - 0.23 min 0.36 max 0.32 max - - - - 0.26 min 0.30 -

Mg-Li at 7.00%Li 0.25 - 0.23 min 0.35 max 0.32 max - - - - 0.25 min 0.30 -

Mg-Li at 10.0%Li 0.26 - 0.23 min 0.35 max 0.32 max - - - - 0.26 min 0.30 -

Mg-Li at 12.05%Li 0.25 - 0.23 min 0.35 max 0.32 max - - - - 0.25 min 0.30 -

Mg-Li at 14.15%Li 0.26 - 0.23 min 0.35 max 0.32 max - - - - 0.26 min 0.30 -

Mg-Li at 15.94%Li 0.25 - 0.23 min 0.35 max 0.32 max - - - - 0.25 min 0.30 -

Mg-E E at 0% 0.25 - 0.23 min 0.36 max 0.32 max - - - - 0.25 min 0.30 -

Mg-E Ag at 0.07% 0.26 - 0.23 min 0.36 max 0.32 max - - - - 0.26 min 0.30 -
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Таблица П.12 – Продолжение

Кристаллы 𝜈1 𝜈2 𝜈3 𝜈4 𝜈5 𝜈6 𝜈7 𝜈8

Mg-E Ag at 0.26% 0.25 - 0.23 min 0.36 max 0.31 max - - - - - - 0.30 -

Mg-E Ag at 0.37% 0.25 - 0.23 min 0.35 max 0.32 max - - - - 0.25 min 0.30 -

Mg-E Ag at 0% 0.25 - 0.23 min 0.35 max 0.32 max - - - - 0.25 min 0.30 -

Mg-E Ag at 0.26% 0.25 - 0.23 min 0.35 max 0.31 max - - - - 0.25 min 0.30 -

Mg-E Ag at 0.37% 0.26 - 0.23 min 0.35 max 0.31 max - - - - 0.26 min 0.30 -

Mg-E Sn at 0.21% 0.26 - 0.23 min 0.35 max 0.32 max - - - - 0.26 min 0.30 -

Mg-E Sn at 0.27% 0.26 - 0.23 min 0.35 max 0.32 max - - - - 0.26 min 0.30 -

Mg-E Sn at 0.43% 0.26 - 0.23 min 0.35 max 0.32 max - - - - 0.26 min 0.30 -

Mg-E Sn at 0.52% 0.26 - 0.23 min 0.36 max 0.32 max - - - - 0.26 min 0.30 -

Mg-E Sn at 0.72% 0.26 - 0.23 min 0.36 max 0.32 max - - - - 0.25 min 0.30 -

Mg-E Sn at 1.00% 0.25 - 0.23 min 0.36 max 0.32 max - - - - - - 0.30 -

Mg-E Sn at 0.21% 0.25 - 0.23 min 0.36 max 0.32 max - - - - 0.25 min 0.30 -

Mg-E Sn at 0.46% 0.26 - 0.23 min 0.36 max 0.32 max - - - - 0.26 min 0.30 -

Mg-E Sn at 0.67% 0.26 - 0.23 min 0.36 max 0.32 max - - - - 0.26 min 0.30 -

Mg-E Sn at 0.94% 0.26 - 0.23 min 0.36 max 0.32 max - - - - 0.26 min 0.30 -

Mg-E In at 0.83% 0.26 - 0.22 min 0.36 max 0.33 max - - - - 0.26 min 0.30 -

Mg-E In at 1.96% 0.26 - 0.23 min 0.35 max 0.32 max - - - - 0.26 min 0.30 -

Mg-E In at 1.02% 0.26 - 0.23 min 0.36 max 0.32 max - - - - 0.26 min 0.30 -

Mg-E In at 1.35% 0.26 - 0.23 min 0.36 max 0.32 max - - - - 0.26 min 0.30 -

Mg-E In at 1.96% 0.26 - 0.23 min 0.35 max 0.32 max - - - - 0.26 min 0.30 -

MgZn2 0.19 - 0.14 min 0.42 max 0.35 max - - - - - - 0.30 -

0.19 - 0.14 min 0.41 max 0.37 max - - - - - - 0.30 -

MnAs 0.22 - 0.08 - 0.19 - - - −0.04 min 0.24 max - - - -

Mn5Si3 0.14 - 0.11 min 0.49 max - - - - - - - - - -

MoS2 0.12 - 0.58 max −0.28 min - - - - - - - - - -
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Таблица П.12 – Продолжение

Кристаллы 𝜈1 𝜈2 𝜈3 𝜈4 𝜈5 𝜈6 𝜈7 𝜈8

KAl2Si3AlO10(OH,F)2 0.06 - 0.20 min 0.22 max 0.59 max - - - - 0.05 min 0.21 -

Nd 0.21 - 0.16 min 0.40 max 0.32 max - - - - - - 0.30 -

NdCo5 0.35 - 0.26 min 0.41 max - - - - - - - - - -

Na3KAl4Si4O16 0.19 - 0.094 - 0.46 max - - 0.088 min - - - - - -

NbF3 0.23 - 0.15 min 0.44 max 0.46 max - - - - 0.21 min 0.33 -

C7H12 0.39 - 0.18 - 0.76 - - - −0.15 min 0.99 max - - - -

KMg3AlSi3O10(OH,F)2 0.12 - 0.44 - 0.11 - 0.80 max - - - - 0.03 min - -

0.07 - 0.25 - 0.15 - 0.76 max - - - - 0.03 min - -

Pr 0.20 - 0.14 min 0.42 max 0.32 max - - - - - - 0.30 -

PrF3 0.22 - 0.15 min 0.45 max 0.47 max - - - - 0.21 min 0.34 -

Re 0.24 - 0.19 min 0.38 max 0.35 max - - - - 0.23 min 0.30 -

RbMnCl3 0.29 - 0.24 min 0.32 max 0.81 max - - - - 0.08 min 0.29 -

RbNiCl3 0.49 - 0.27 - 0.12 - 0.84 max - - - - 0.06 min - -

Ru 0.23 - 0.20 min 0.278 max 0.284 max - - - - 0.22 min 0.25 -

SmCo5 0.35 - 0.27 min 0.381 max 0.377 max - - - - 0.33 min 0.34 -

Sc 0.21 - 0.18 min 0.34 max 0.32 max - - - - 0.21 min 0.28 -

SiC 0.09 - 0.08 min 0.18 max 0.25 max - - - - - - 0.16 -

Ag2Al 0.34 - 0.24 min 0.48 max 0.35 - - - - - - - - -

𝛽-AgI 0.38 - 0.24 min 0.56 max 0.50 max - - - - 0.33 min 0.42 -

Tc 0.31 - 0.28 - 0.34 - - - 0.14 min 0.40 max - - - -

Tb 0.25 - 0.23 min 0.279 max 0.284 max - - - - 0.25 min 0.26 -

0.23 - 0.21 min 0.30 max 0.28 max - - - - 0.23 min 0.26 -

Tb-50% Ho 0.17 - 0.15 min 0.29 max 0.24 max - - - - - - 0.23 -

Tl 0.38 - 0.12 - 0.779 - - - 0.10 min 0.783 max - - - -

0.37 - 0.11 - 0.798 - - - 0.10 min 0.799 max - - - -

Ti 0.27 - 0.19 min 0.49 max 0.27 - - - - - - - - -
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Таблица П.12 – Продолжение

Кристаллы 𝜈1 𝜈2 𝜈3 𝜈4 𝜈5 𝜈6 𝜈7 𝜈8

TiB2 0.29 - 0.45 max 0.38 min - - −0.03 min 0.54 max - - 0.40 -

WC 0.27 - 0.20 - 0.28 - - - 0.15 min 0.30 max - - - -

UPt3 0.38 - 0.48 - 0.19 - 0.61 max - - - - 0.18 min - -

Y 0.19 - 0.18 min 0.33 max 0.26 max - - - - - - 0.25 -

0.261 - 0.261 min 0.27 max - - - - - - 0.2609 min - -

Zn 0.25 - 0.85 max −0.07 min - - 0.07 min 0.28 max - - - -

ZnO 0.32 - 0.27 min 0.44 max 0.37 max - - - - 0.32 min 0.36 -

0.33 - 0.30 min 0.42 max 0.36 max - - - - 0.33 min 0.36 -

0.30 - 0.22 min 0.47 max 0.38 max - - - - 0.30 min 0.36 -

ZnSe 0.23 - 0.19 min 0.35 max 0.40 max - - - - 0.21 min 0.29 -

𝛼-ZnS 0.24 - 0.19 min 0.41 max 0.39 max - - - - 0.24 min 0.32 -

ZnS 0.26 - 0.20 min 0.398 max 0.395 max - - - - 0.25 min 0.32 -

0.26 - 0.20 min 0.40 max 0.39 max - - - - 0.25 min 0.32 -

ZnS-MgS 0.27 - 0.21 min 0.44 max 0.41 max - - - - 0.26 min 0.34 -

0.26 - 0.20 min 0.45 max 0.41 max - - - - 0.26 min 0.34 -

ZnTe 0.24 - 0.21 min 0.36 max 0.39 max - - - - 0.23 min 0.30 -

𝛼-Zr 0.30 - 0.24 min 0.40 max 0.39 max - - - - 0.28 min 0.34 -

Zr-O at 0%O 0.32 - 0.25 min 0.40 max 0.36 max - - - - 0.31 min 0.34 -

Zr-O at 7%O 0.35 max 0.32 max 0.27 min - - 0.30 min - - - - - -

Zr-O at 8%O 0.36 max 0.34 max 0.22 min - - 0.29 min - - - - - -

Zr-O at 24%O 0.39 max 0.38 max 0.10 min - - 0.27 min - - - - - -
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Òàáëèöà Ï.13: Ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ ñäâèãà äëÿ ãåêñàãîíàëüíûõ êðè-

ñòàëëîâ è çíà÷åíèÿ óãëîâ 𝜃0, 𝜓0 (â ãðàäóñàõ), ïðè êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ çíà÷åíèå

𝐺4, à òàêæå çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ Π3, Π03 è 𝛼3 = Π03(2Π03 − Π3).

Кристаллы Π03 Π3 𝛼3 𝐺1, 𝐺2, 𝐺3, 𝐺4, 𝜃0 𝜓0

ГПа ГПа ГПа ГПа

Al(IO3)3·2HIO3·6H2O 0.78 0.18 1.08 16.0 13.6 9.0 13.7 76.1 75.6

Ca10(PO4)6(OH)2 −0.19 −0.16 0.04 39.7 47.2 49.0 45.4 62.8 59.1

−0.09 −0.43 −0.02 36.2 63.5 39.7 – – –

Ca10(PO4)6F2 −0.13 −0.07 0.03 43.7 47.1 50.4 46.6 68.3 66.6

Ba(NO2)·2H2O 0.02 −0.16 0.01 11.2 13.3 10.9 – – –

BaFe12O19 −0.14 −0.17 0.02 71.9 86.2 83.4 81.4 56.7 49.0

BaSc1.05Fe10.95O19 −0.07 −0.16 0.00 70.9 84.7 76.6 – – –

BaSc1.25Fe10.75O19 −0.06 −0.16 0.00 69.9 83.5 74.7 – – –

BaSc1.65Fe10.35O19 −0.08 −0.16 0.00 68.5 81.4 74.3 – – –

BaSc2.2Fe9.8O19 −0.08 −0.14 0.00 67.6 78.2 73.3 73.2 48.5 27.8

Be3Al2Si6O18 −0.28 −0.26 0.09 67.6 90.9 94.1 84.3 61.5 57.1

Be 0.04 0.21 −0.01 163 134 156 – – –

Be-Cu at 0% Cu 0.06 0.27 −0.01 171 135 161 – – –

Be-Cu at 1.1% Cu 0.05 0.27 −0.01 170 134 161 – – –

Be-Cu at 2.4% Cu 0.10 0.31 −0.01 173 132 158 – – –

BeO −0.15 0.02 0.05 153 151 180 – – –

−0.23 −0.11 0.08 148 167 193 164 69.6 68.1

K(Mg,Fe)3 - −0.84 −0.92 0.65 5.80 76.9 37.5 17.7 58.5 52.1

AlSi3O10(OH,F)2

Bi2Ge3O9 0.11 −0.29 0.06 32.2 45.5 29.0 – – –

BN3 0.32 0.46 0.06 64.9 44.5 49.2 50.2 53.2 41.5

Cd 0.23 −0.49 0.21 18.8 36.8 15.3 – – –

Cd-Mg at 0.07% Mg 0.19 −0.44 0.16 20.3 36.2 17.0 – – –

Cd-Mg at 0.5% Mg 0.23 −0.41 0.20 20.8 35.0 16.9 – – –

Cd-Mg at 3.33% Mg 0.24 −0.39 0.21 20.5 33.3 16.5 – – –

Cd-Mg at 14.01% Mg 0.29 −0.42 0.29 13.9 23.8 10.8 – – –

Cd-Mg 25(Cd3Mg) −0.17 −0.07 0.04 10.2 11.0 12.2 10.9 70.8 69.6

Cd-Mg 33.3(Cd3Mg) −0.13 −0.04 0.03 13.3 13.8 15.4 13.8 74.9 74.4

CdSe −0.32 −0.08 0.17 13.4 14.5 19.6 14.5 75.5 75.0

−0.31 −0.09 0.17 13.2 14.5 19.2 14.4 74.6 74.0

−0.32 −0.07 0.18 13.4 14.5 19.7 14.4 76.2 75.8

CdSe −0.29 −0.05 0.16 13.9 14.7 19.6 14.6 77.7 77.5

CdSe0.95Te0.05 −0.30 −0.03 0.17 14.5 15.0 20.7 15.0 80.6 80.5

CdSe0.9Te0.1 −0.23 0.10 0.13 14.9 13.6 19.5 – – –

CdSe0.7Te0.3 −0.29 −0.02 0.16 13.8 14.0 19.4 14.0 82.8 82.8

CdSe0.55Te0.45 −0.35 −0.01 0.24 12.3 12.5 18.9 12.5 84.6 84.6
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Таблица П.13 – Продолжение

Кристаллы Π03 Π3 𝛼3 𝐺1, 𝐺2, 𝐺3, 𝐺4, 𝜃0 𝜓0

ГПа ГПа ГПа ГПа

CdS −0.30 −0.09 0.15 15.0 16.4 21.3 16.3 74.1 73.5

−0.61 −0.08 0.69 15.0 16.3 38.4 16.3 79.7 79.6

−0.27 −0.04 0.14 15.6 16.3 21.4 16.3 78.5 78.3

−0.32 −0.14 0.16 14.9 17.4 22.1 17.1 70.5 69.3

−0.34 −0.14 0.18 15.0 17.4 22.7 17.1 71.4 70.3

CdTe −0.34 −0.12 0.19 11.6 13.2 17.7 13.0 73.0 72.3

Cd0.9982Zn0.018 0.36 −0.47 0.43 20.1 37.8 14.8 – – –

Cd0.952Zn0.048 0.31 −0.47 0.33 20.0 37.8 15.3 – – –

Cd0.751Zn0.249 0.20 −0.47 0.18 20.3 38.6 16.9 – – –

CaMg2 −0.18 −0.10 0.05 18.1 20.2 22.0 19.8 67.5 65.5

(Na2Ca)4(AlSiO4)6− −0.07 −0.05 0.01 23.8 25.0 25.6 24.8 65.9 63.4

CO3·nH2O

Na6Ca(AlSiO4)6CO3 −0.30 −0.69 −0.03 21.7 70.4 31.0 – – –

nH2O −0.37 −0.17 0.21 24.0 29.0 37.9 28.3 70.1 68.7

CeF3 −0.48 −0.25 0.34 34.2 45.7 65.7 43.8 68.8 67.2

CeNi5 −0.09 0.19 0.03 64.5 54.1 70.7 – – –

CsCuCl3 −0.57 −0.38 0.43 5.5 8.8 12.7 8.0 65.9 63.4

−0.57 −0.35 0.46 5.6 8.5 13.0 7.9 67.1 65.0

CsS2O6 0.15 0.13 0.02 8.2 7.2 7.1 7.4 61.7 57.5

CsNiCl3 −0.66 −0.46 0.56 6.0 11.2 17.5 9.7 65.1 62.4

CsNiF3 −0.80 −0.61 0.78 4.7 11.9 22.9 9.2 64.1 61.0

−0.91 −0.84 0.89 2.4 14.8 25.8 6.7 61.3 56.8

Co −0.24 0.06 0.13 70.9 66.8 93.6 – – –

CuCl −0.33 0.24 0.30 7.0 5.6 10.4 – – –

Dy −0.10 0.00 0.02 24.3 24.3 27.1 24.3 90.0 90.0

Er −0.11 0.01 0.02 27.5 27.3 30.8 – – –

Gd −0.13 −0.01 0.03 20.7 20.8 23.8 20.8 83.7 83.7

−0.14 −0.01 0.04 20.8 21.1 24.2 21.1 80.8 80.6

Gd-40 at%Y −0.16 0.05 0.06 22.5 21.5 26.6 – – –

GaN −0.60 −0.71 0.29 24.1 83.1 59.7 48.1 56.9 49.4

GaSe −0.54 −0.73 0.18 10.2 37.9 21.9 19.6 54.2 43.9

GaS −0.58 −0.76 0.23 10.4 44.3 25.1 21.5 55.1 45.7

C (графит) −0.88 −0.99 0.69 4.00 439 34.3 13.9 58.0 51.4

C(NH2)3I −0.34 −0.60 0.03 2.30 5.80 3.60 3.50 48.7 28.4

Hf 0.47 1.18 −0.12 55.6 25.5 37.8 – – –

Ho −0.09 0.02 0.02 25.9 25.5 28.5 – – –

In2Bi 0.04 1.01 −0.03 9.62 4.79 9.28 – – –

InN −0.69 −0.77 0.41 9.90 42.7 31.5 22.2 58.1 51.4

InSe −0.24 −0.67 −0.05 11.7 35.2 15.3 – – –
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Таблица П.13 – Продолжение

Кристаллы Π03 Π3 𝛼3 𝐺1, 𝐺2, 𝐺3, 𝐺4, 𝜃0 𝜓0

ГПа ГПа ГПа ГПа

0.51 −0.49 0.76 11.7 22.9 7.80 - - -

LaF3 −0.49 −0.25 0.35 34.5 46.1 67.3 44.2 69.0 67.4

Pb5Ge3O11 −0.24 0.02 0.12 21.6 21.2 28.6 – – –

Pb5GeO4(VO4)2 −0.25 −0.33 0.04 16.8 25.1 22.3 21.5 54.6 44.6

Pb5SiO4(VO4)2 −0.01 −0.24 0.00 20.2 26.7 20.4 – – –

𝛽-LiAlSiO4 0.95 0.16 1.67 57.2 49.1 29.3 49.4 78.0 77.7

𝛼-LiIO3 −0.20 −0.29 0.02 18.0 25.3 22.5 22.1 53.0 41.2

0.21 0.18 0.05 29.4 25.0 24.4 25.8 62.4 58.5

LiClO4·3H2O −0.39 −0.38 0.16 7.20 11.6 11.9 10.1 60.7 55.8

LiClO4·3D2O −0.38 −0.37 0.15 7.30 11.6 11.8 10.2 60.5 55.6

LiKSO4 0.15 0.51 −0.03 21.4 14.2 18.7 – – –

Lu at 0.6% H −0.03 −0.01 0.00 26.8 27.0 27.7 27.0 75.5 75.0

Lu at 1.5% H −0.04 −0.01 0.00 27.1 27.5 28.3 27.4 73.8 73.1

Mg −0.15 −0.02 0.04 16.4 16.8 19.3 16.8 79.2 79.0

Mg-Li at 0%Li −0.15 −0.02 0.04 16.3 16.7 19.3 16.7 79.7 79.5

Mg-Li at 1.51%Li −0.15 −0.02 0.04 16.2 16.6 19.1 16.6 78.8 78.6

Mg-Li at 3.02%Li −0.15 −0.03 0.04 16.1 16.6 19.0 16.5 78.2 77.9

Mg-Li at 5.10%Li −0.15 −0.02 0.04 16.0 16.4 18.8 16.4 78.5 78.2

Mg-Li at 7.00%Li −0.15 −0.03 0.04 15.9 16.3 18.7 16.3 78.2 77.9

Mg-Li at 10.0%Li −0.15 −0.03 0.04 15.7 16.1 18.5 16.1 78.2 78.0

Mg-Li at 12.05%Li −0.15 −0.03 0.04 15.6 16.0 18.3 16.0 78.0 77.7

Mg-Li at 14.15%Li −0.15 −0.02 0.04 15.4 15.8 18.1 15.8 78.3 78.1

Mg-Li at 15.94%Li −0.15 −0.03 0.04 15.2 15.7 18.0 15.7 77.8 77.5

Mg-E E at 0% −0.15 −0.02 0.04 16.4 16.7 19.3 16.7 79.7 79.5

Mg-E Ag at 0.07% −0.16 −0.02 0.05 16.4 16.7 19.4 16.7 80.7 80.5

Mg-E Ag at 0.26% −0.15 −0.02 0.04 16.4 16.7 19.3 16.7 79.3 79.1

Mg-E Ag at 0.37% −0.15 −0.02 0.04 16.4 16.8 19.3 16.8 78.8 78.6

Mg-E Ag at 0% −0.15 −0.02 0.04 16.3 16.7 19.3 16.7 78.5 78.2

Mg-E Ag at 0.26% −0.15 −0.02 0.04 16.5 16.8 19.3 16.8 80.4 80.2

Mg-E Ag at 0.37% −0.15 −0.01 0.04 16.5 16.8 19.4 16.8 80.9 80.7

Mg-E Sn at 0.21% −0.15 −0.03 0.04 16.3 16.7 19.3 16.7 78.2 77.9

Mg-E Sn at 0.27% −0.15 −0.02 0.04 16.4 16.7 19.2 16.7 79.1 78.9

Mg-E Sn at 0.43% −0.15 −0.02 0.04 16.3 16.7 19.2 16.7 78.4 78.2

Mg-E Sn at 0.52% −0.16 −0.02 0.04 16.2 16.6 19.2 16.6 78.6 78.4

Mg-E Sn at 0.72% −0.15 −0.02 0.04 16.2 16.6 19.1 16.6 78.8 78.6

Mg-E Sn at 1.00% −0.15 −0.02 0.04 16.1 16.4 19.0 16.4 79.3 79.2

Mg-E Sn at 0.21% −0.15 −0.02 0.04 16.3 16.7 19.3 16.7 79.7 79.5

Mg-E Sn at 0.46% −0.15 −0.02 0.04 16.2 16.6 19.1 16.6 78.8 78.6

Mg-E Sn at 0.67% −0.15 −0.02 0.04 16.3 16.7 19.2 16.7 79.1 78.9
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Таблица П.13 – Продолжение

Кристаллы Π03 Π3 𝛼3 𝐺1, 𝐺2, 𝐺3, 𝐺4, 𝜃0 𝜓0

ГПа ГПа ГПа ГПа

Mg-E Sn at 0.94% −0.16 −0.02 0.05 16.2 16.6 19.2 16.5 78.7 78.4

Mg-E In at 0.83% −0.17 −0.02 0.06 16.2 16.6 19.6 16.5 79.9 79.8

Mg-E In at 1.96% −0.15 −0.03 0.04 16.1 16.7 19.0 16.6 76.7 76.4

Mg-E In at 1.02% −0.16 −0.02 0.05 16.2 16.6 19.2 16.6 78.7 78.4

Mg-E In at 1.35% −0.15 −0.02 0.04 16.2 16.6 19.1 16.6 78.8 78.6

Mg-E In at 1.96% −0.15 −0.03 0.04 16.1 16.6 19.0 16.5 77.8 77.5

MgZn2 −0.33 −0.07 0.20 26.2 28.0 39.1 27.9 77.2 76.8

−0.36 −0.09 0.22 25.1 27.7 39.0 27.5 75.3 74.8

MnAs 0.36 1.14 −0.15 34.5 16.1 25.4 – – –

Mn5Si3 −0.01 0.47 0.01 73.5 50.0 74.6 – – –

MoS2 −0.40 −0.87 −0.03 18.6 146 30.8 – – –

KAl2Si3AlO10(OH,F)2 −0.67 −0.82 0.34 12.2 68.5 36.6 28.3 56.3 48.1

Nd −0.25 0.00 0.12 15.0 15.1 20.0 15.1 87.8 87.8

NdCo5 −0.04 0.19 0.01 46.9 39.3 48.8 – – –

Na3KAl4Si4O16 0.06 0.83 −0.04 36.9 20.2 34.7 – – –

NbF3 −0.46 −0.21 0.32 38.5 49.0 70.9 47.5 70.0 68.6

C7H12 1.22 3.33 −1.09 0.90 0.20 0.40 – – –

KMg3AlSi3O10(OH,F)2 −0.81 −0.92 0.57 5.60 73.5 29.9 16.5 57.8 50.9

−0.81 −0.91 0.57 6.50 73.5 34.0 18.8 57.9 51.2

Pr −0.27 0.03 0.16 13.6 13.2 18.7 – – –

PrF3 −0.48 −0.22 0.35 35.7 45.9 68.4 44.4 70.1 68.7

Re −0.26 −0.06 0.12 161 172 217 171 75.7 75.2

RbMnCl3 −0.82 −0.79 0.69 2.80 13.4 15.4 7.00 60.5 55.6

RbNiCl3 −0.81 −0.80 0.67 2.50 12.6 13.4 6.30 60.2 55.1

Ru −0.14 −0.03 0.04 181 187 211 187 75.9 75.4

SmCo5 −0.13 0.03 0.04 48.3 46.7 55.7 – – –

Sc −0.24 −0.07 0.10 27.7 29.8 36.4 29.6 74.4 73.7

SiC −0.29 −0.17 0.12 169 204 237 198 67.2 65.2

Ag2Al −0.12 0.20 0.05 34.1 28.4 38.7 – – –

𝛽-AgI −0.37 −0.07 0.25 3.70 4.00 6.00 4.00 77.8 77.5

Tc 0.39 0.51 0.10 175 116 127 131 55.0 45.5

Tb −0.09 −0.02 0.01 21.4 21.8 23.5 21.8 76.6 76.2

−0.13 −0.02 0.03 21.7 22.1 24.9 22.1 79.3 79.1

Tb-50% Ho −0.16 0.00 0.05 23.7 23.7 28.2 23.7 90.0 90.0

Tl 0.17 1.68 −0.23 7.20 2.70 6.20 – – –

0.14 1.69 −0.20 7.20 2.70 6.30 – – –

Ti −0.06 0.34 0.03 46.5 34.7 49.5 – – –

TiB2 1.21 0.79 1.96 250 140 113 151 66.2 63.8

WC 0.16 0.41 −0.01 328 233 282 – – –
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Таблица П.13 – Продолжение

Кристаллы Π03 Π3 𝛼3 𝐺1, 𝐺2, 𝐺3, 𝐺4, 𝜃0 𝜓0

ГПа ГПа ГПа ГПа

UPt3 −0.40 −0.55 0.10 37.2 83.5 62.2 58.4 54.0 43.5

Y −0.14 0.00 0.04 24.3 24.4 28.4 24.4 86.3 86.3

−0.02 −0.01 0.00 24.6 25.0 25.3 24.9 67.2 65.2

Zn 0.97 −0.40 2.28 39.5 65.6 20.0 – – –

ZnO −0.16 0.01 0.05 44.6 44.4 53.0 – – –

−0.11 0.01 0.03 44.8 44.6 50.5 – – –

−0.22 0.05 0.11 46.7 44.4 60.1 – – –

ZnSe −0.34 −0.21 0.16 25.0 31.4 37.9 30.3 67.2 65.1

𝛼-ZnS −0.32 −0.11 0.17 28.7 32.3 42.0 31.9 72.9 72.1

ZnS −0.31 −0.11 0.15 28.5 32.0 41.1 31.7 72.5 71.7

−0.31 −0.11 0.16 28.7 32.0 41.3 31.7 73.0 72.1

ZnS-MgS −0.32 −0.11 0.17 27.2 30.6 40.1 30.3 72.9 72.1

−0.33 −0.11 0.18 27.4 30.6 40.9 30.3 73.5 72.8

ZnTe −0.31 −0.17 0.14 20.2 24.4 29.3 23.7 68.2 66.4

𝛼-Zr −0.24 −0.06 0.10 33.2 35.5 43.7 35.3 75.1 74.6

Zr-O at 0%O −0.15 0.03 0.05 36.0 35.0 42.6 – – –

Zr-O at 7%O 0.07 0.07 0.00 46.1 43.1 43.1 43.8 60.0 54.7

Zr-O at 8%O 0.14 0.07 0.03 49.0 45.9 43.1 46.2 69.3 67.8

Zr-O at 24%O 0.29 0.04 0.16 75.2 72.5 58.1 72.5 79.7 79.5
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Òàáëèöà Ï.14: Ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ è ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññî-

íà äëÿ 6-òè êîíñòàíòíûõ òåòðàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ.

Кристаллы 𝜈min 𝜈max ⟨𝜈⟩
Al2Cu 0.19 0.54 0.34

0.17 0.49 0.31

NH4H2AsO4 −0.06 0.66 0.35

−0.34 0.73 0.33

NH4H2AsO4 44% deuterated −0.46 1.10 0.35

NH4H2PO4 −0.12 0.66 0.34

ND4D2PO4 𝑆𝐸 −0.11 0.59 0.32

BaClF −0.05 0.73 0.31

BaLaGa3O7 0.16 0.63 0.35

Ba2Si2TiO8 𝑆𝐸 0.13 0.29 0.20

𝑆𝐸 0.14 0.42 0.27

BaTiO3 𝑆𝐸 −0.13 1.03 0.38

𝑆𝐸 −0.18 0.98 0.35

BaTiO3 𝑆𝐷 0.04 0.77 0.34

𝑆𝐷 −0.16 0.77 0.32

𝑆𝐷 −0.22 0.44 0.06

CdGeAs2 −0.09 0.78 0.33

−0.05 0.73 0.33

𝛽-CdP2 (300K) 0.02 0.52 0.33

Ca2Sr(C2H5CO2)6 0.12 0.54 0.34

0.14 0.51 0.34

CsH2AsO4 −0.11 0.88 0.32

CsNiF3 0.06 0.72 0.36

CoF2 −0.12 0.69 0.34

CoPt −0.003 0.57 0.31

GeO2 −0.12 0.51 0.26

In −0.42 1.31 0.45

−0.71 1.64 0.47

InBi −0.21 0.97 0.37

In-3.4 at% Cd −0.32 1.22 0.45

In-3.42 at% Cd −0.33 1.22 0.45

In-5 at% Pb −0.30 1.17 0.45

In-17 at% Pb 0.30 0.49 0.41

In-10 at% Tl −0.47 1.35 0.46

In-11.5 at% Tl −0.41 1.32 0.46

In-15 at% Tl −0.48 1.38 0.46

FeF2 −0.13 0.70 0.36

FeGe2 −0.77 0.39 −0.13

La1.86Sr0.14CuO4 0.11 0.37 0.24
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Таблица П.14 – Продолжение

Кристаллы 𝜈min 𝜈max ⟨𝜈⟩
Pb0.37Ba0.63Nb2O6 𝑆𝐸 0.18 0.33 0.24

𝑆𝐷 0.08 0.29 0.15

Pb0.346Ba0.59Na0.036Li0.028-Nb2O6 𝑆𝐸 −0.04 0.35 0.07

𝑆𝐷 0.02 0.31 0.09

Li2B4O7 𝑆𝐸 −0.15 0.61 0.15

LuAsO4 −0.08 0.80 0.32

LuPO4 −0.11 0.83 0.33

MgF2 −0.01 0.57 0.28

MnF2 −0.07 0.75 0.36

Hg2Br2 −1.02 1.94 0.40

Hg2Cl2 −0.91 1.75 0.40

HgI2 −0.11 0.80 0.34

Hg2I2 −0.96 1.98 0.40

MoSi2 0.10 0.22 0.15

NiF2 −0.04 0.71 0.35

𝛼-NiSO4·6H2O −0.06 0.72 0.22

0.0006 0.76 0.35

PdPb2 0.22 0.59 0.39

C(CH2ONO2)4 0.06 0.58 0.30

KD2AsO4 −0.07 0.64 0.37

KD2PO4 −0.13 0.65 0.27

KH2AsO4 −0.05 0.63 0.29

KH2PO4 −0.13 0.65 0.28

K2.89Li1.55Nb5.11O15 𝑆𝐸 0.06 0.40 0.22

𝑆𝐷 0.09 0.30 0.22

(K1/6Na1/6Sr1/2Ba1/6)Nb2O6 𝑆𝐸 0.21 0.36 0.27

𝑆𝐷 −0.16 0.33 0.05

RbD2AsO4 −0.41 0.56 0.19

RbH2AsO4 −0.37 0.58 0.16

RbH2PO4 −0.14 0.76 0.29

Scapolite 0.15 0.58 0.33

0.21 0.47 0.31

AgGaS2 −0.06 0.83 0.38

Ag2SO4·4NH3 0.22 0.47 0.34

Na2S·9H2O 0.27 0.42 0.32

Stishovite −0.04 0.44 0.22

Sr1−𝑥Ba𝑥Nb2O6 x=0.25 0.17 0.33 0.24

x=0.29 0.19 0.36 0.26

𝑆𝐸 0.12 0.33 0.23

𝑆𝑃 0.26 0.42 0.32
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Таблица П.14 – Продолжение

Кристаллы 𝜈min 𝜈max ⟨𝜈⟩
x=0.50 𝑆𝐸 0.09 0.30 0.19

x=0.55 0.14 0.40 0.25

SrClF 0.08 0.51 0.29

Sr4LiKNb10O30 𝑆𝐸 0.17 0.36 0.28

TeO2 −0.80 1.49 0.35

−0.85 1.55 0.35

TlSe −0.22 0.66 0.28

−0.18 0.49 0.18

Sn −0.03 0.80 0.36

SnO2 −0.11 0.62 0.30

TiO2 −0.03 0.68 0.29

WSi2 0.10 0.25 0.15

(NH2)2CO −0.80 1.89 0.44

−0.98 1.73 0.37

Vesuvian 0.20 0.26 0.23

ZnF2 −0.05 0.65 0.35

−0.05 0.66 0.35

Zn[C(NH2)3]2(SO4)2 −0.14 0.67 0.31

𝛼-ZnP2 0.08 0.38 0.26

ZrSiO4 0.07 0.62 0.30

Zr2Ni 0.10 0.81 0.42
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Òàáëèöà Ï.15: Ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ è ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññî-

íà äëÿ îðòîðîìáè÷åñêèõ àóêñåòèêîâ.

Кристаллы 𝜈min 𝜈max ⟨𝜈⟩
C10H6(CH2)2 0.03 0.53 0.30

−0.28 0.43 0.13

NH4B5O8·4H2O −0.10 0.85 0.38

CaSO4 −0.05 0.76 0.29

SbSI 0.02 0.54 0.27

−0.01 0.54 0.26

CaCO3 −0.06 0.44 0.18

BaMnF4, s
𝐸 −0.05 0.87 0.34

C14H12N2 −0.02 0.76 0.36

(C6H5)2CO −0.02 0.55 0.30

(CH3)3NCH2COO·H3BO3 −0.39 1.22 0.41

(CH3)3NCH2COO·CaCl2·2H2O −0.08 0.79 0.36

(CH3)3NCH2COO·(CH)2(COOH)2 −0.05 0.91 0.39

Cd(COOH)2 −0.09 0.98 0.35

Ca(COOH)2 −0.23 0.81 0.31

C6H4COOHCOOCs −0.07 0.74 0.32

CuCl2·2H2O −0.02 0.52 0.29

Cu-14 wt% Al 3.0 wt% Ni −0.70 1.43 0.40

C6H4(NO2)2 −0.01 0.60 0.28

Gd2(MoO4)3 −0.03 0.35 0.20

[CN3H6]C4H6NO4 −0.18 0.77 0.34

[CN3H6]2C8H4O4 −0.28 0.94 0.39

In4Se3 −0.06 0.73 0.26

HIO3 0 0.40 0.17

−0.02 0.51 0.20

DIO3 −0.02 0.51 0.20

I −0.48 1.31 0.30

Iododurene −0.27 0.91 0.33

N -Isopropylcarbazole −0.16 0.84 0.35

PbBr2 −0.19 0.90 0.36

LiGaO2, s
𝐸 −0.03 0.26 0.15

Li2GeO3 + 4 at% Si, s𝐸 −0.12 0.27 0.11

MgSO4·7H2O −0.10 0.75 0.37

−0.05 0.65 0.33

C6N2O3H6 −0.91 1.05 0.20

NiSO4·7H2O −0.09 0.69 0.33

C6H4(OH)2 −0.08 0.83 0.35

KNaC4H4O6·4H2O −0.06 0.81 0.36
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Таблица П.15 – Продолжение

Кристаллы 𝜈min 𝜈max ⟨𝜈⟩
C6H4COOHCOORb −0.04 0.74 0.34

−0.12 0.59 0.24

AgTlSe −0.42 1.07 0.39

NaNH4C4H4O6·4H2O −0.08 0.92 0.38

0.01 0.83 0.41

Na2CoGeO4, s
𝐷 −0.03 0.73 0.36

NaBF4 (293K) −0.05 0.71 0.29

Na2GeO3, s
𝐸 −0.02 0.57 0.28

Na2C4H4O6·2H2O −0.05 0.88 0.40

(Fe,Mg)2(Al,Fe
+3)9O6SiO4(O,OH)2 −0.20 0.95 0.32

Sr(COOH)2·2H2O −0.39 0.28 0.03

0.13 0.50 0.32

TbF3 −0.02 0.62 0.33

Tb2(MoO4)3, s
𝐸 −0.01 0.57 0.26

C8H4O4HTl −0.24 0.77 0.29

SC(NH2)2 −0.28 1.00 0.36

SC(NH2)2 (293K) −0.37 1.07 0.36

Ni3B −0.04 0.65 0.34

C24H18 −0.06 0.77 0.34

(CH3NHCH2COOH)3·CaCl2 −0.48 0.76 0.22

𝛼-U −0.02 0.54 0.20

ZnSO4·7H2O −0.15 0.71 0.27

−0.04 0.66 0.34
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Òàáëèöà Ï.16: Êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà äëÿ êðèñòàëëîâ ãèäðîôòàëàòîâ (ìèíèìàëüíûå (𝜈min), ìàêñèìàëüíûå (𝜈max) è ñîîòâåò-

ñòâóþùèå èì íàïðàâëåíèÿ ïðîäîëüíîãî ðàñòÿæåíèÿ n è ïîïåðå÷íîé äåôîðìàöèè m, âäîëü íàïðàâëåíèé, ñðåäíèå ⟨𝜈⟩ ïî âñåì
íàïðàâëåíèÿì). Ïðèìå÷àíèå. Â ñèìâîëå, îáîçíà÷àþùåì êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, ïåðâûå òðè èíäåêñà óêàçûâàþò íàïðàâëåíèå

ïîïåðå÷íîé äåôîðìàöèè, ïîñëåäíèå òðè � íàïðàâëåíèå ðàñòÿæåíèÿ. Â ñëó÷àå GPhCs ïðè òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà

Ïóàññîíà 1% 𝜈[010],[100] = 0.726, 𝜈max = 𝜈[010],[503] = 0.733. Òàêæå ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ: 𝜈1 = 𝜈[010],[100], 𝜈2 = 𝜈[001],[100], 𝜈3 = 𝜈[011],[100],

𝜈4 = 𝜈[100],[010], 𝜈5 = 𝜈[001],[010], 𝜈6 = 𝜈[101],[010], 𝜈7 = 𝜈[100],[001], 𝜈8 = 𝜈[010],[001], 𝜈9 = 𝜈[110],[001]

Ñîåäèíåíèå 𝜈min n m 𝜈max n m ⟨𝜈⟩ 𝜈1 𝜈2 𝜈3 𝜈4 𝜈5 𝜈6 𝜈7 𝜈8 𝜈9

GPhK 0.06 [043] [043] 0.56 [001] [100] 0.33 0.37 0.50 0.48 0.38 0.06 0.12 0.56 0.07 0.39

GPhRb −0.12 [043] [043] 0.58 [110] [001] 0.24 0.35 0.55 0.48 0.43 0.01 0.09 0.50 0.01 0.34

GPhCs −0.07 [073] [073] 0.73 [503] [010] 0.32 0.73 0.37 0.47 0.50 0.11 0.14 0.35 0.15 0.32

GPhNH4 −0.01 [052] [052] 0.63 [001] [100] 0.33 0.49 0.50 0.50 0.54 0.01 0.04 0.63 0.01 0.55
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Òàáëèöà Ï.17: Êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà 𝜈𝑟𝑧 è 𝜈𝜙z äëÿ òîíêîé êóáè÷åñêîé íàíî/ìèêðîòðóáêè è çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà òîëùèíû

𝜌0, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ñìåíà çíàêà êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà.

Кристаллы Π 𝛿 𝜈𝑟𝑧 𝜈𝜙𝑧 𝜌0 при 𝜈𝑟𝑧 = 0 𝜌0 при 𝜈𝜙𝑧 = 0

𝜌− 1 ≪ 1 𝑟 = 𝑟0 𝑟 = 𝑟0 𝑟 = 𝑅0

ZnO 3.06 0.233 0.40 0.27 – 13.3 –

Al 2.80 0.259 0.42 0.27 – 10 –

Pt 1.59 0.528 0.57 0.21 – 2.5 –

Ta 1.51 0.496 0.50 0.17 – 2.26 –

Ir 1.28 0.469 0.39 0.08 – 1.78 –

Si 1.22 0.457 0.36 0.06 – 1.47 –

Rh 1.19 0.533 0.43 0.07 – 1.41 –

AuGa2 1.08 0.786 0.70 0.05 – 1.16 –

Ge 1.07 0.506 0.36 0.02 – 1.15 –

Cd0.55Mn0.45Te 1.02 0.796 0.68 0.02 – 1.05 –

CdTe 0.986 0.829 0.70 −0.01 – – 1.01

Pd 0.981 0.953 0.81 −0.04 – – 1.04

Au 0.969 0.953 0.88 −0.03 – – 1.07

AuNi (2.95%atNi) 0.966 0.950 0.87 −0.03 – – 1.07

ZnSe 0.960 0.783 0.62 −0.03 – – 1.09

LiF 0.950 0.608 0.41 −0.02 – – 1.11

CeSn3 0.923 0.741 0.54 −0.05 – – 1.77

Fe 0.911 0.810 0.62 −0.06 – – 1.21

Tl (FCC) 0.906 1.00 0.92 −0.09 – – 1.22

Ni 0.904 0.846 0.66 −0.07 – – 1.23

Ag 0.900 0.948 0.81 −0.09 – – 1.24

CrNi (80.4%atNi) 0.871 0.879 0.68 −0.10 – – 1.33

Cu 0.860 0.977 0.82 −0.13 – – 1.37
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Таблица П.17 – Продолжение

Кристаллы Π 𝛿 𝜈𝑟𝑧 𝜈𝜙𝑧 𝜌0 при 𝜈𝑟𝑧 = 0 𝜌0 при 𝜈𝜙𝑧 = 0

𝜌− 1 ≪ 1 𝑟 = 𝑟0 𝑟 = 𝑟0 𝑟 = 𝑅0

CuGe (1.71%atGe) 0.843 0.996 0.84 −0.16 – – 1.43

Pb 0.837 1.10 1.02 −0.20 – – 1.45

Co 0.835 0.954 0.76 −0.15 – – 1.46

LiIn 0.817 1.05 0.90 −0.20 – – 1.53

SiC 0.816 0.701 0.44 −0.10 – – 1.54

FeNi (48.8%atNi) 0.803 0.966 0.75 −0.18 – – 1.60

Ce 0.794 0.895 0.64 −0.17 – – 1.64

Th 0.780 1.01 0.79 −0.22 – – 1.72

Sr 0.766 1.05 0.85 −0.26 – – 1.8

Ca 0.760 1.06 0.86 −0.27 – – 1.83

AgZn (46.5%atZn) 0.749 1.21 1.14 −0.38 – – 1.90

Rb 0.742 1.22 1.15 −0.40 – – 1.95

K 0.740 1.24 1.21 −0.42 – – 1.96

Au50Mn22Zn28 0.737 1.25 1.24 −0.44 – – 1.98

Ba 0.737 1.05 0.82 −0.29 – – 1.99

Na 0.733 1.24 1.20 −0.44 – – 2.02

Li 0.708 1.29 1.29 −0.53 – – 2.25

Cs 0.695 1.09 0.83 −0.36 – – 2.41

Yb 0.687 1.04 0.75 −0.34 – – 2.51

FePd (28%atPd) 0.684 1.44 1.74 −0.80 – – 2.48

CuMn (72%atMn) 0.670 1.29 1.21 −0.60 – – 2.88

Mn85.3Ni8.8C5.9 0.664 1.34 1.34 −0.68 – – 3.08

TmSe 0.62 −1.75 −0.29 0.18 7.03 – 3.03

Tm0.99Se 0.52 −1.8 −0.25 0.23 6.5 – 5.60
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Таблица П.17 – Продолжение

Кристаллы Π 𝛿 𝜈𝑟𝑧 𝜈𝜙𝑧 𝜌0 при 𝜈𝑟𝑧 = 0 𝜌0 при 𝜈𝜙𝑧 = 0

𝜌− 1 ≪ 1 𝑟 = 𝑟0 𝑟 = 𝑟0 𝑟 = 𝑅0

Sm0.90La0.10S [175] 0.179 −1.71 −0.08 0.38 5.32 – –

Sm0.85Tm0.15S [175] 0.056 −1.06 −0.02 0.33 9.24 – –

SmB6 0.020 −1.68 −0.009 0.45 6.68 – –

Pb0.71Sn0.29Te −0.008 −3.04 0.005 0.61 2.63 – –

𝐿𝑖2𝑂 −0.331 −0.586 0.08 0.30 26.5 – –

Nb −0.523 −1.33 0.21 0.61 3.91 – –

AgCl −0.621 −1.21 0.23 0.61 4.16 – –

Cr −0.676 −0.475 0.13 0.32 41.3 – –

FeTi −0.734 −0.594 0.17 0.40 19.2 – –

CeAl2 −0.858 −0.395 0.14 0.31 75.7 – –

Mo −1.05 −0.490 0.21 0.40 12.72 – –
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Òàáëèöà Ï.18: Êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà äëÿ òîíêèõ íàíî/ìèêðîòðóáîê 𝜈𝑟𝑧, 𝜈𝜙𝑧 èç 6-òè êîíñòàíòíûõ òåòðàãîíàëüíûõ êðèñòàë-

ëîâ ïðè íóëåâîì óãëå õèðàëüíîñòè 𝛼 = 0, è êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà òîëùèíû 𝜌𝑐𝑟.

Трубки из кристаллов 𝜈𝑟𝑧 𝜈𝜙𝑧 𝜌𝑐𝑟 при 𝜈𝑟𝑧 = 0 𝜌𝑐𝑟 при 𝜈𝜙𝑧 = 0

(𝜌− 1 ≪ 1) (𝜌− 1 ≪ 1) 𝑟 = 𝑟0 𝑟 = 𝑅0 𝑟 = 𝑟0 𝑟 = 𝑅0

Al2Cu 0.33 0.27 – – 217 –

0.20 0.33 201 – – –

NH4H2AsO4 0.66 −0.06 – – * 1.18**

0.73 −0.34 – – * 2.66**

NH4H2AsO4 44% deuterated 1.10 −0.46 – – * 2.39**

NH4H2PO4 0.66 −0.12 – – * 1.43**

ND4D2PO4 𝑆𝐸 0.58 −0.11 – – * 1.42**

BaClF 0.72 −0.04 – – * 1.11**

BaLaGa3O7 0.50 0.33 – – 18.0 –

Ba2Si2TiO8 𝑆𝐸 0.22 0.21 – – – –

𝑆𝐸 0.32 0.26 – – – –

BaTiO3 𝑆𝐸 0.65 0.29 – – 3.59 –

𝑆𝐸 0.67 0.19 – – 1.94 –

BaTiO3 𝑆𝐷 0.45 0.43 – – – –

𝑆𝐷 0.48 0.42 – – – –

𝑆𝐷 0.03 0.44 12.7 – – –

CdGeAs2 0.48 0.33 – – 15.2 –

0.45 0.35 – – 80.1 –

𝛽-CdP2 (300K) 0.35 0.35 – – – –

Ca2Sr(C2H5CO2)6 0.31 0.43 563 – – –

0.44 0.27 – – 7.95 –

CsH2AsO4 0.03 0.01 – – 2.01 –

CsNiF3 0.06 0.45 5.41 – – –
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Таблица П.18 – Продолжение

Трубки из кристаллов 𝜈𝑟𝑧 𝜈𝜙𝑧 𝜌𝑐𝑟 при 𝜈𝑟𝑧 = 0 𝜌𝑐𝑟 при 𝜈𝜙𝑧 = 0

(𝜌− 1 ≪ 1) (𝜌− 1 ≪ 1) 𝑟 = 𝑟0 𝑟 = 𝑅0 𝑟 = 𝑟0 𝑟 = 𝑅0

CoF2 0.15 0.64 2.93 – – –

CoPt 0.32 0.43 303 – – –

GeO2 0.17 0.47 7.57 – – –

In 0.64 0.31 – – 3.87 –

1.04 -0.07 – – * 1.14**

InBi 0.61 0.35 – – 7.19 –

In-3.4 at% Cd 0.46 0.50 6·105 – – –

In-3.42 at% Cd 0.47 0.49 – – – –

In-5 at% Pb 0.21 0.75 2.13 – – –

In-17 at% Pb 0.45 0.33 – – 20.1 –

In-10 at% Tl 0.53 0.43 – – 112 –

In-11.5 at% Tl 0.56 0.40 – – 18.7 –

In-15 at% Tl 0.46 0.50 3·105 – – –

FeF2 0.19 0.62 3.38 – – –

FeGe2 0.39 −0.04 – – * 1.21**

La1.86Sr0.14CuO4 0.27 0.11 – – 2.98 –

Pb0.37Ba0.63Nb2O6 𝑆𝐸 0.29 0.29 Не зависит от 𝜌

𝑆𝐷 0.13 0.29 – – – –

Pb0.346Ba0.59Na0.036Li0.028-Nb2O6 𝑆𝐸 −0.03 0.35 19.4** * – –

𝑆𝐷 0.04 0.31 218 – – –

Li2B4O7 𝑆𝐸 0.61 −0.13 – – * 1.54**

LuAsO4 0.32 −0.02 – – * 1.16**

LuPO4 0.30 0.01 – – 1.04 –

MgF2 0.13 0.57 3.77 – – –

MnF2 0.13 0.70 2.24 – – –
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Таблица П.18 – Продолжение

Трубки из кристаллов 𝜈𝑟𝑧 𝜈𝜙𝑧 𝜌𝑐𝑟 при 𝜈𝑟𝑧 = 0 𝜌𝑐𝑟 при 𝜈𝜙𝑧 = 0

(𝜌− 1 ≪ 1) (𝜌− 1 ≪ 1) 𝑟 = 𝑟0 𝑟 = 𝑅0 𝑟 = 𝑟0 𝑟 = 𝑅0

Hg2Br2 0.02 0.90 1.23 – – –

Hg2Cl2 0.02 0.91 1.20 – – –

HgI2 0.80 −0.11 – – * 1.31**

Hg2I2 0.02 0.88 1.30 – – –

MoSi2 0.13 0.22 585 – – –

NiF2 0.13 0.68 2.44 – – –

𝛼-NiSO4·6H2O 0.02 0.72 1.92 – – –

0.14 0.75 1.97 – – –

PdPb2 0.35 0.38 – – – –

C(CH2ONO2)4 0.58 0.06 – – 1.26 –

KD2AsO4 0.52 −0.07 – – * 1.29**

KD2PO4 0.25 −0.13 – – * 2.80**

KH2AsO4 0.30 −0.05 – – * 1.37**

KH2PO4 0.28 −0.13 – – * 2.40**

K2.89Li1.55Nb5.11O15 𝑆𝐸 0.40 0.21 – – 5.97 –

𝑆𝐷 0.30 0.26 – – – –

(K1/6Na1/6Sr1/2Ba1/6)Nb2O6 𝑆𝐸 0.36 0.26 – – 498 –

𝑆𝐷 −0.15 0.33 7.26** * – –

RbD2AsO4 0.18 −0.41 – – * *

RbH2AsO4 0.08 −0.37 – – * *

RbH2PO4 0.27 −0.14 – – * 3.55**

Scapolite 0.23 0.27 6·105 – – –

0.22 0.29 981 – – –

AgGaS2 0.55 0.29 – – 4.97 –

Ag2SO4·4NH3 0.25 0.42 27.3 – – –
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Таблица П.18 – Продолжение

Трубки из кристаллов 𝜈𝑟𝑧 𝜈𝜙𝑧 𝜌𝑐𝑟 при 𝜈𝑟𝑧 = 0 𝜌𝑐𝑟 при 𝜈𝜙𝑧 = 0

(𝜌− 1 ≪ 1) (𝜌− 1 ≪ 1) 𝑟 = 𝑟0 𝑟 = 𝑅0 𝑟 = 𝑟0 𝑟 = 𝑅0

Na2S·9H2O 0.31 0.32 – – – –

Stishovite 0.16 0.40 13.1 – – –

Sr1−𝑥Ba𝑥Nb2O6 x=0.25 0.28 0.27 – – – –

x=0.29 0.26 0.36 – – – –

𝑆𝐸 0.33 0.27 – – – –

𝑆𝑃 0.42 0.30 – – 41.9 –

x=0.50 𝑆𝐸 0.22 0.28 – – – –

x=0.55 0.15 0.36 43.3 – – –

SrClF 0.50 0.10 – – 1.53 –

Sr4LiKNb10O30 𝑆𝐸 0.36 0.34 – – – –

TeO2 0.02 0.91 1.22 – – –

0.02 0.92 1.19 – – –

TlSe 0.53 −0.22 – – * 2.16**

0.45 −0.10 – – * 1.55**

Sn 0.10 0.76 1.81 – – –

SnO2 0.14 0.59 3.44 – – –

TiO2 0.13 0.59 3.38 – – –

WSi2 0.11 0.25 104 – – –

(NH2)2CO 0.53 −0.17 – – * 1.81**

0.16 −0.07 – – * 2.27**

Vesuvian 0.20 0.26 5∙104 – – –

ZnF2 0.16 0.63 3.16 – – –

0.16 0.63 3.09 – – –

Zn[C(NH2)3]2(SO4)2 0.67 −0.14 – – * 1.47**

𝛼-ZnP2 0.36 0.08 – – 1.65 –
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Таблица П.18 – Продолжение

Трубки из кристаллов 𝜈𝑟𝑧 𝜈𝜙𝑧 𝜌𝑐𝑟 при 𝜈𝑟𝑧 = 0 𝜌𝑐𝑟 при 𝜈𝜙𝑧 = 0

(𝜌− 1 ≪ 1) (𝜌− 1 ≪ 1) 𝑟 = 𝑟0 𝑟 = 𝑅0 𝑟 = 𝑟0 𝑟 = 𝑅0

ZrSiO4 0.28 0.07 – – 1.71 –

Zr2Ni 0.15 0.74 2.04 – – –
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Òàáëèöà Ï.19: Êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà äëÿ òîíêèõ íàíî/ìèêðîòðóáîê 𝜈𝑟𝑧, 𝜈𝜙𝑧 èç 6-òè êîíñòàíòíûõ òåòðàãîíàëüíûõ êðèñòàë-

ëîâ ïðè íóëåâîì óãëå õèðàëüíîñòè 𝛼 = 𝜋/4, è êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà òîëùèíû 𝜌𝑐𝑟.

Трубки из кристаллов 𝜈𝑟𝑧 𝜈𝜙𝑧 𝜌𝑐𝑟 при 𝜈𝑟𝑧 = 0 𝜌𝑐𝑟 при 𝜈𝜙𝑧 = 0

(𝜌− 1 ≪ 1) (𝜌− 1 ≪ 1) 𝑟 = 𝑟0 𝑟 = 𝑅0 𝑟 = 𝑟0 𝑟 = 𝑅0

Al2Cu 0.29 0.35 105 – – –

0.19 0.35 85.4 – – –

NH4H2AsO4 0.26 0.59 6.20 – – –

0.27 0.50 16.5 – – –

NH4H2AsO4 44% deuterated 0.42 0.45 – – – –

NH4H2PO4 0.23 0.60 4.67 – – –

ND4D2PO4 𝑆𝐸 0.21 0.59 4.82 – – –

BaClF 0.73 −0.06 – – * 1.16**

BaLaGa3O7 0.63 0.16 – – 1.77 –

Ba2Si2TiO8 𝑆𝐸 0.23 0.17 – – 6∙103 –

𝑆𝐸 0.37 0.14 – – 2.73 –

BaTiO3 𝑆𝐸 1.04 −0.13 – – * 1.27**

𝑆𝐸 0.98 −0.18 – – * 1.42**

BaTiO3 𝑆𝐷 0.77 0.04 – – 1.11 –

𝑆𝐷 0.77 0.07 – – 1.20 –

𝑆𝐷 0.04 0.22 – – – –

CdGeAs2 0.78 −0.09 – – * 1.24**

0.72 −0.05 – – * 1.15**

𝛽-CdP2 (300K) 0.52 0.02 – – 1.10 –

Ca2Sr(C2H5CO2)6 0.26 0.52 11.1 – – –

0.36 0.41 – – – –

CsH2AsO4 0.004 0.88 1.29 – – –

CsNiF3 0.06 0.45 5.47 – – –
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Таблица П.19 – Продолжение

Трубки из кристаллов 𝜈𝑟𝑧 𝜈𝜙𝑧 𝜌𝑐𝑟 при 𝜈𝑟𝑧 = 0 𝜌𝑐𝑟 при 𝜈𝜙𝑧 = 0

(𝜌− 1 ≪ 1) (𝜌− 1 ≪ 1) 𝑟 = 𝑟0 𝑟 = 𝑅0 𝑟 = 𝑟0 𝑟 = 𝑅0

CoF2 0.47 −0.12 – – * 1.63**

CoPt 0.57 −0.003 – – * 1.01**

GeO2 0.35 −0.11 – – * 1.87**

In 1.31 −0.42 – – * 1.85**

1.64 −0.69 – – * 2.25**

InBi 0.97 −0.05 – – * 1.10**

In-3.4 at% Cd 1.22 −0.32 – – * 1.65**

In-3.42 at% Cd 1.22 −0.33 – – * 1.67**

In-5 at% Pb 0.55 0.35 – – 10.2 –

In-17 at% Pb 0.47 0.30 – – 9.47 –

In-10 at% Tl 1.35 −0.47 – – * 1.93**

In-11.5 at% Tl 1.32 −0.41 – – * 1.80**

In-15 at% Tl 1.38 −0.48 – – * 1.94**

FeF2 0.58 −0.13 – – * 1.51**

FeGe2 0.35 0.07 – – 1.67 –

La1.86Sr0.14CuO4 0.19 0.37 62.9 – – –

Pb0.37Ba0.63Nb2O6 𝑆𝐸 0.33 0.20 – – 16.2 –

𝑆𝐷 0.13 0.27 – – – –

Pb0.346Ba0.59Na0.036Li0.028-Nb2O6 𝑆𝐸 −0.04 0.14 * * – –

𝑆𝐷 0.06 0.11 – – – –

Li2B4O7 𝑆𝐸 0.52 0.03 – – 1.13 –

LuAsO4 0.09 0.72 2.03 – – –

LuPO4 0.08 0.74 1.91 – – –

MgF2 0.31 −0.01 – – * 1.09**

MnF2 0.47 −0.07 – – * 1.34**
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Таблица П.19 – Продолжение

Трубки из кристаллов 𝜈𝑟𝑧 𝜈𝜙𝑧 𝜌𝑐𝑟 при 𝜈𝑟𝑧 = 0 𝜌𝑐𝑟 при 𝜈𝜙𝑧 = 0

(𝜌− 1 ≪ 1) (𝜌− 1 ≪ 1) 𝑟 = 𝑟0 𝑟 = 𝑅0 𝑟 = 𝑟0 𝑟 = 𝑅0

Hg2Br2 0.21 0.01 – – 1.08 –

Hg2Cl2 0.18 0.13 – – 9.37 –

HgI2 0.25 0.65 3.69 – – –

Hg2I2 0.25 −0.19 – – * 3.78**

MoSi2 0.14 0.12 – – 186 –

NiF2 0.44 −0.04 – – * 1.21**

𝛼-NiSO4·6H2O 0.06 0.22 – – – –

0.46 0.20 – – 3.54 –

PdPb2 0.35 0.37 – – – –

C(CH2ONO2)4 0.46 0.26 – – 6.28 –

KD2AsO4 0.18 0.63 3.26 – – –

KD2PO4 0.08 0.65 2.53 – – –

KH2AsO4 0.11 0.63 2.86 – – –

KH2PO4 0.09 0.65 2.51 – – –

K2.89Li1.55Nb5.11O15 𝑆𝐸 0.40 0.20 – – 5.29 –

𝑆𝐷 0.29 0.28 – – – –

(K1/6Na1/6Sr1/2Ba1/6)Nb2O6 𝑆𝐸 0.33 0.32 – – – –

𝑆𝐷 −0.16 0.31 8.29** * – –

RbD2AsO4 0.06 0.56 3.33 – – –

RbH2AsO4 0.02 0.58 2.99 – – –

RbH2PO4 0.05 0.76 1.77 – – –

Scapolite 0.17 0.45 9.65 – – –

0.21 0.30 278 – – –

AgGaS2 0.84 −0.06 – – * 1.16**

Ag2SO4·4NH3 0.33 0.23 – – 15.6 –
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Таблица П.19 – Продолжение

Трубки из кристаллов 𝜈𝑟𝑧 𝜈𝜙𝑧 𝜌𝑐𝑟 при 𝜈𝑟𝑧 = 0 𝜌𝑐𝑟 при 𝜈𝜙𝑧 = 0

(𝜌− 1 ≪ 1) (𝜌− 1 ≪ 1) 𝑟 = 𝑟0 𝑟 = 𝑅0 𝑟 = 𝑟0 𝑟 = 𝑅0

Na2S·9H2O 0.27 0.42 140 – – –

Stishovite 0.27 −0.04 – – * 1.32**

Sr1−𝑥Ba𝑥Nb2O6 x=0.25 0.26 0.33 – – – –

x=0.29 0.26 0.36 – – – –

𝑆𝐸 0.31 0.30 – – – –

𝑆𝑃 0.41 0.33 – – 5·103 –

x=0.50 𝑆𝐸 0.22 0.30 – – – –

x=0.55 0.14 0.40 18.0 – – –

SrClF 0.51 0.08 – – 1.39 –

Sr4LiKNb10O30 𝑆𝐸 0.36 0.34 – – – –

TeO2 0.26 −0.18 – – * 4.36**

0.26 −0.18 – – * 3.98**

TlSe 0.53 −0.22 – – * 2.16**

0.33 0.18 – – 4.53 –

Sn 0.28 0.36 6·103 – – –

SnO2 0.38 −0.11 – – * 1.74**

TiO2 0.32 −0.03 – – * 1.23**

WSi2 0.13 0.11 – – 128 –

(NH2)2CO 0.08 0.82 1.53 – – –

0.01 0.91 1.21 – – –

Vesuvian 0.20 0.24 – – – –

ZnF2 0.46 −0.05 – – * 1.21**

0.46 −0.05 – – * 1.23**

Zn[C(NH2)3]2(SO4)2 0.43 0.28 – – 9.33 –

𝛼-ZnP2 0.25 0.37 218 – – –
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Таблица П.19 – Продолжение

Трубки из кристаллов 𝜈𝑟𝑧 𝜈𝜙𝑧 𝜌𝑐𝑟 при 𝜈𝑟𝑧 = 0 𝜌𝑐𝑟 при 𝜈𝜙𝑧 = 0

(𝜌− 1 ≪ 1) (𝜌− 1 ≪ 1) 𝑟 = 𝑟0 𝑟 = 𝑅0 𝑟 = 𝑟0 𝑟 = 𝑅0

ZrSiO4 0.12 0.61 3.02 – – –

Zr2Ni 0.11 0.81 1.62 – – –
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Òàáëèöà Ï.20: Çíà÷åíèÿ ìîäóëåé Þíãà íàíî/ìèêðîòðóáîê èç 6-òè êîíñòàíòíûõ òåò-

ðàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ ïðè äâóõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ óãëà õèðàëüíîñòè 𝛼 è ïà-

ðàìåòðàõ òîëùèíû 𝜌 .

Трубки из кристаллов 𝐸, ГПа

𝛼 = 0 𝛼 = 𝜋/4

𝜌− 1 ≪ 1 𝜌 = 10 𝜌− 1 ≪ 1 𝜌 = 10

Al2Cu 135.5 135.6 120.4 120.5

128.2 128.7 124.7 125.4

NH4H2AsO4 50.5 54.3 19.7 20.3

51.8 61.3 19.3 19.5

NH4H2AsO4 44% deuterated 40.5 58.0 15.3 15.3

NH4H2PO4 54.6 59.7 19.3 20.1

ND4D2PO4 𝑆𝐸 52.6 56.4 19.5 20.3

BaClF 61.7 67.7 62.7 69.3

BaLaGa3O7 99.7 100.3 125.1 129.8

Ba2Si2TiO8 𝑆𝐸 131.6 131.6 137.9 138.0

𝑆𝐸 136.4 136.5 158.7 160.1

BaTiO3 𝑆𝐸 124.2 127.1 197.6 237.7

𝑆𝐸 136.1 141.4 197.5 237.6

BaTiO3 𝑆𝐷 137.9 137.9 234.7 253.6

𝑆𝐷 160.3 160.4 256.2 275.3

𝑆𝐷 182.1 187.7 253.3 254.5

CdGeAs2 46.3 46.5 74.6 84.3

50.3 50.5 80.3 88.7

𝛽-CdP2 (300K) 53.5 53.5 79.9 83.8

Ca2Sr(C2H5CO2)6 7.04 7.07 5.93 6.03

7.25 7.29 5.87 5.87

CsH2AsO4 51.5 51.6 6.39 11.0

CsNiF3 34.4 35.9 34.5 36.0

CoF2 50.3 54.7 155.6 166.2

CoPt 175.4 176.0 310.6 328.3

GeO2 218.3 223.9 456.1 476.9

In 6.72 6.87 13.9 23.1

4.83 5.99 7.62 21.9

InBi 18.9 19.2 30.3 35.3

In-3.4 at% Cd 5.71 5.72 15.2 22.5

In-3.42 at% Cd 5.75 5.75 15.1 22.5

In-5 at% Pb 5.46 6.16 14.1 14.2

In-17 at% Pb 20.4 20.5 21.2 21.3

In-10 at% Tl 4.46 4.47 11.5 20.5

In-11.5 at% Tl 5.32 5.35 12.5 20.7
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Таблица П.20 – Продолжение

Трубки из кристаллов 𝐸, ГПа

𝛼 = 0 𝛼 = 𝜋/4

𝜌− 1 ≪ 1 𝜌 = 10 𝜌− 1 ≪ 1 𝜌 = 10

In-15 at% Tl 3.76 3.76 11.2 20.3

FeF2 46.1 49.1 138.2 151.5

FeGe2 209.2 211.2 187.6 188.4

La1.86Sr0.14CuO4 222.2 223.2 158.7 159.8

Pb0.37Ba0.63Nb2O6 𝑆𝐸 172.4 172.4 194.2 194.7

𝑆𝐷 172.4 173.3 177.0 177.6

Pb0.346Ba0.59Na0.036Li0.028-Nb2O6 𝑆𝐸 196.1 201.2 259.7 261.0

𝑆𝐷 196.1 198.6 253.2 253.3

Li2B4O7 𝑆𝐸 112.4 121.1 95.9 99.3

LuAsO4 244.5 250.5 66.8 79.6

LuPO4 285.7 290.8 75.4 91.9

MgF2 79.4 84.3 187.8 191.6

MnF2 36.2 41.5 130.7 138.4

Hg2Br2 2.21 4.68 22.5 22.8

Hg2Cl2 2.78 6.26 28.2 28.2

HgI2 24.4 27.5 7.63 8.01

Hg2I2 1.85 3.45 18.1 19.0

MoSi2 383.0 383.8 434.1 434.1

NiF2 58.1 65.2 189.6 198.0

𝛼-NiSO4·6H2O 15.4 18.4 43.4 43.6

15.1 17.3 48.2 48.7

PdPb2 676.6 676.8 684.2 684.3

C(CH2ONO2)4 12.5 13.1 9.90 9.98

KD2AsO4 57.8 61.7 20.1 21.5

KD2PO4 63.3 65.0 19.6 22.0

KH2AsO4 61.0 62.3 21.6 23.6

KH2PO4 67.1 69.2 20.6 23.1

K2.89Li1.55Nb5.11O15 𝑆𝐸 166.9 167.9 168.1 169.1

𝑆𝐷 184.8 184.9 179.5 179.5

(K1/6Na1/6Sr1/2Ba1/6)Nb2O6 𝑆𝐸 188.7 189.0 175.4 175.4

𝑆𝐷 196.1 205.3 202.0 210.7

RbD2AsO4 40.5 43.5 12.7 13.8

RbH2AsO4 43.9 45.7 13.6 15.0

RbH2PO4 59.2 60.7 12.5 15.8

Scapolite 81.3 81.3 61.4 62.7

81.3 81.4 79.3 79.5

AgGaS2 38.2 38.7 57.6 65.8

Ag2SO4·4NH3 21.6 21.7 28.7 28.7
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Таблица П.20 – Продолжение

Трубки из кристаллов 𝐸, ГПа

𝛼 = 0 𝛼 = 𝜋/4

𝜌− 1 ≪ 1 𝜌 = 10 𝜌− 1 ≪ 1 𝜌 = 10

Na2S·9H2O 26.4 26.4 22.8 22.9

Stishovite 337.8 342.9 580.6 592.3

Sr1−𝑥Ba𝑥Nb2O6 x=0.25 189.8 189.8 175.0 175.1

x=0.29 174.2 174.6 174.4 174.7

𝑆𝐸 188.0 188.0 180.8 180.8

𝑆𝑃 191.9 192.5 184.3 184.6

x=0.50 𝑆𝐸 185.2 185.3 179.4 179.6

x=0.55 155.3 156.8 145.7 147.9

SrClF 80.0 82.3 81.6 84.3

Sr4LiKNb10O30 𝑆𝐸 180.2 180.2 180.2 180.2

TeO2 8.55 17.3 108.4 112.5

8.26 18.0 117.3 121.5

TlSe 24.3 27.5 24.3 27.6

37.7 39.9 28.2 28.4

Sn 23.6 28.8 64.4 64.5

SnO2 134.6 144.2 368.3 386.5

TiO2 147.1 158.1 370.7 380.0

WSi2 402.9 404.8 482.0 482.1

(NH2)2CO 10.5 11.8 1.64 2.32

22.3 22.6 1.91 4.17

Vesuvian 132.5 132.5 134.5 134.6

ZnF2 54.9 59.2 153.8 161.7

54.3 58.7 154.4 162.5

Zn[C(NH2)3]2(SO4)2 21.9 24.7 14.0 14.0

𝛼-ZnP2 124.1 125.9 85.4 85.7

ZrSiO4 377.4 380.9 156.0 169.9

Zr2Ni 46.3 53.2 34.7 44.0
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П.2. К экспериментальному изучению ауксетическо-

го поведения вогнутой ячеистой решетки [47–

49]

Â 1987 ãîäó âïåðâûå áûë ïîëó÷åí àóêñåòèê � ïîëèìåðíàÿ ïåíà [110]. Ñ ýòî-

ãî ìîìåíòà íà÷àëîñü àêòèâíîå òåîðåòè÷åñêîå è ýêñïåðèìåíòàëüíîå èçó÷åíèå ôè-

çè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ êîíñòðóêöèé ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì

Ïóàññîíà. Â èññëåäîâàíèè àóêñåòèêîâ ìîæíî âûäåëèòü îäíî èç âàæíûõ íàïðàâ-

ëåíèé � ïîñòðîåíèå àóêñåòè÷åñêèõ ñòåðæíåâûõ ìîäåëåé è ñòðóêòóð (ìåòàìàòåðèà-

ëîâ) [103,108,114�116]. Âïåðâûå â ðàáîòàõ [114�116] áûëè ðàññìîòðåíû ïëîñêèå àóê-

ñåòè÷åñêèå êîíñòðóêöèè. Ïðè èññëåäîâàíèè ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ÿ÷åèñòûõ ñòðóê-

òóð â êà÷åñòâå ÿ÷åéêè ÷àñòî èñïîëüçóþò âîãíóòûé øåñòèóãîëüíèê ñ ¾ïðÿìûìè¿

ýëåìåíòàìè (ñì. [103, 108]). Â äàííîì ðàçäåëå Ïðèëîæåíèÿ ïðåäëîæåí äèçàéí àóê-

ñåòè÷åñêîé äâóìåðíîé ïëîñêîñòè, ñîñòîÿùåé èç âîãíóòûõ øåñòèóãîëüíèêîâ, è èñ-

ïîëüçîâàííîé íàìè äëÿ èññëåäîâàíèÿ èçìåí÷èâîñòè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà. Ïðî-

èçâîäÿùèé øåñòèóãîëüíèê ýòîé ïëîñêîñòè èìååò ÷àñòü ñòîðîí ¾ñèíóñîèäàëüíîé¿

ôîðìû (Ðèñ.Ï.1).

Ðèñ. Ï.1: ×åòûðå ïëîñêèõ îáðàçöà ñ öåíòðàëüíîé çîíîé 28×24×0.7 ìì è ñëåäóþùè-

ìè äèçàéíàìè: âîãíóòûå øåñòèóãîëüíèêè ñ ïðÿìîëèíåéíûìè ýëåìåíòàìè, îáðàçåö

zz (à); âîãíóòûå øåñòèóãîëüíèêè ñ êðèâîëèíåéíûìè ýëåìåíòàìè, îáðàçåö ss (á);

âîãíóòûå øåñòèóãîëüíèêè ñ êðèâîëèíåéíûìè ýëåìåíòàìè è îòñóòñòâóþùèì îäíèì

ãîðèçîíòàëüíûì ýëåìåíòîì, îáðàçåö ssH (â); âîãíóòûå øåñòèóãîëüíèêè ñ êðèâîëè-

íåéíûìè ýëåìåíòàìè è îòñóòñòâóþùèì îäíèì âåðòèêàëüíûì ýëåìåíòîì, îáðàçåö

ssV (ã).

Ïðîãðàììà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé âêëþ÷àëà ïðîâåäåíèå ìåõàíè-

÷åñêèõ èñïûòàíèé íà îäíîîñíîå ðàñòÿæåíèå ñåðèè ïëîñêèõ îáðàçöîâ, ïîëó÷åííûõ
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èç íåàóêñåòè÷åñêîãî ïîëèýòèëåíòåðåôòàëàòà (ÏÝÒ-à àìîðôíûé) òîëùèíîé 0.7 ìì,

ìåòîäîì ðåçêè ôåìòîñåêóíäíûì ëàçåðîì. Ëàçåðíàÿ óñòàíîâêà ïîçâîëÿëà îñóùåñòâ-

ëÿòü ïåðåìåùåíèÿ çàãîòîâêè ñ ìèêðîííîé òî÷íîñòüþ, ñðåäíÿÿ ìîùíîñòü èçëó÷å-

íèÿ 3 Âò. Äëèòåëüíîñòü èìïóëüñîâ èçëó÷åíèÿ 500 ôñ, ýíåðãèÿ èìïóëüñà 120 ìêÄæ.

Ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ â èìïóëüñå äîñòèãàëà 240 ÌÂò. Â ðåçóëüòàòå áûëè âûðåçà-

íû ÷åòûðå ïëîñêèõ îáðàçöà ðàçìåðàìè 112.5 × 24 × 0.7 ìì ñ öåíòðàëüíîé çîíîé

28×24×0.7 ìì (Ðèñ.Ï.1). Îáðàçöû èìåëè ñëåäóþùèé äèçàéí: îáðàçåö zz � âîãíóòûå

øåñòèóãîëüíèêè ñ ïðÿìîëèíåéíûìè ýëåìåíòàìè (Ðèñ.Ï.1à), îáðàçåö ss � âîãíóòûå

øåñòèóãîëüíèêè ñ êðèâîëèíåéíûìè ýëåìåíòàìè (Ðèñ.Ï.1á), îáðàçåö ssH � âîãíóòûå

øåñòèóãîëüíèêè ñ êðèâîëèíåéíûìè ýëåìåíòàìè è îòñóòñòâóþùèì îäíèì ãîðèçîí-

òàëüíûì ýëåìåíòîì (Ðèñ.Ï.1â), îáðàçåö ssV � âîãíóòûå øåñòèóãîëüíèêè ñ êðèâîëè-

íåéíûìè ýëåìåíòàìè è îòñóòñòâóþùèì îäíèì âåðòèêàëüíûì ýëåìåíòîì (Ðèñ.Ï.1ã).

Äèçàéí îáðàçöîâ áûë òàêèì, ÷òî ïîïåðå÷íûé ðàçìåð ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèè âûáè-

ðàëñÿ ðàâíûì òîëùèíå èñõîäíîé ïëàñòèíû.

Ðèñ. Ï.2: Äèàãðàììà ðàñòÿãèâàþùàÿ ñèëà � ïåðåìåùåíèå (𝐹 −∆𝑙𝑦) (à) è èçìåíåíèå

ïîïåðå÷íîãî ïåðåìåùåíèÿ ∆𝑙𝑥 â çàâèñèìîñòè îò ïðîäîëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ ∆𝑙𝑦 (á).

Âñå ÷åòûðå îáðàçöà ïîäâåðãàëè ìîíîòîííîìó îäíîîñíîìó ðàñòÿæåíèþ íà

óñòàíîâêå MTS Synergie 400 ñî ñêîðîñòüþ 1 ìì/ìèí ñ îäíîâðåìåííîé ðåãèñòðà-

öèåé ïåðåìåùåíèé è óñèëèé. Îáðàçöû ðàñòÿãèâàëèñü äî ìîìåíòà, êîãäà îíè îñòà-

âàëèñü ïëîñêèìè. Èçìåíåíèå ãåîìåòðèè îáðàçöà ðåãèñòðèðîâàëîñü ñ ïîìîùüþ 12-

Ìåãàïèêñåëüíîé êàìåðîé Dahua IPC-HF81200E. Ñèëà è ïåðåìåùåíèÿ áàëàíñèðíîé

áàëêè âåðõíåãî çàõâàòà òàêæå ðåãèñòðèðîâàëèñü âñòðîåííûìè äàò÷èêàìè óñòàíîâ-

êè. Ñìåùåíèÿ è äåôîðìàöèè áûëè ðàññ÷èòàíû ïîñëå ïîëó÷åíèÿ âèäåî è ôîòîèçîá-

ðàæåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà öèôðîâîé êîððåëÿöèè èçîáðàæåíèé â ïðîãðàìì-

íîì îáåñïå÷åíèè Ncorr [242].
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П.2.1. Результаты и обсуждение

Íà Ðèñ.Ï.2à ïðåäñòàâëåíû äèàãðàììû ðàñòÿãèâàþùàÿ ñèëà � ïåðåìåùåíèå

(𝐹 − ∆𝑙𝑦) äëÿ ÷åòûðåõ ïëîñêîñòíûõ îáðàçöîâ. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, äèàãðàììû

èññëåäóåìûõ îáðàçöîâ ïîäîáíû äî çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèÿ ðàâíîãî 12 ìì. Ìàêñè-

ìàëüíîå ïðîäîëüíîå ïåðåìåùåíèå îáðàçöà zz îêàçûâàåòñÿ ãîðàçäî ìåíüøå, ÷åì ó

îáðàçöîâ ñ êðèâîëèíåéíûìè ýëåìåíòàìè. Ðàçëè÷èå ñâÿçàíî ñ îñîáåííîñòüþ êîí-

ñòðóêöèè êðèâîëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ. ß÷åèñòûå êîíñòðóêöèè, ñîäåðæàùèå êðèâî-

ëèíåéíûå ýëåìåíòû, èñïûòûâàþò áîëüøèå ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè. Íà Ðèñ.Ï.3

ïðåäñòàâëåíû ñíèìêè äëÿ ÷åòûðåõ èññëåäóåìûõ îáðàçöîâ íà ðàçíûõ ñòàäèÿõ äå-

ôîðìèðîâàíèÿ.

Íà Ðèñ.Ï.2á ïîêàçàíî èçìåíåíèå ïîïåðå÷íîãî ïåðåìåùåíèÿ ∆𝑙𝑥 â çàâèñè-

ìîñòè îò ïðîäîëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ ∆𝑙𝑦 äëÿ ÷åòûðåõ îáðàçöîâ. Îáðàçåö zz èìååò

ìåíüøèå ïåðåìåùåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ îáðàçöàìè, ñîäåðæàùèìè êðèâîëèíåéíûå

ýëåìåíòû. Ìàêñèìàëüíîå èçìåíåíèå ïðîäîëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ äëÿ îáðàçöà ñ ïðÿ-

ìîëèíåéíûìè ýëåìåíòàìè ñîñòàâèëî 9.6 ìì. Â ñëó÷àå îáðàçöîâ ñ êðèâîëèíåéíûìè

ýëåìåíòàìè ìàêñèìàëüíîå èçìåíåíèå ïðîäîëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ îêàçàëîñü áîëåå 18

ìì (îáðàçåö ss � 18.6 ìì, îáðàçåö ssH � 18.8 ìì, îáðàçåö ssV � 20.8 ìì). Îáðàçåö ñ

îòñóòñòâóþùèì âåðòèêàëüíûì ýëåìåíòîì óäëèíèëñÿ ãîðàçäî ñèëüíåå ïî ñðàâíåíèþ

ñ äðóãèìè îáðàçöàìè, ñîäåðæàùèå êðèâîëèíåéíûå ýëåìåíòû. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî

èç-çà îòñóòñòâèÿ ãîðèçîíòàëüíîãî ýëåìåíòà îáðàçåö ïîçæå òåðÿë óñòîé÷èâîñòü (ñì.

Ðèñ.Ï.3). Èçìåíåíèÿ ïîïåðå÷íîãî ïåðåìåùåíèÿ òàêæå îêàçûâàåòñÿ áîëüøèì ó îá-

ðàçöîâ ñ êðèâîëèíåéíûìè ýëåìåíòàìè ïî ñðàâíåíèþ ñ îáðàçöîì zz. Ìàêñèìàëüíûå

èçìåíåíèÿ ïîïåðå÷íûõ ïåðåìåùåíèé ñîîòâåòñòâîâàëè 6.4 ìì äëÿ îáðàçöà zz, 9.2 ìì

äëÿ îáðàçöà ss, 8.9 ìì äëÿ îáðàçöà ssH è 7.2 ìì äëÿ îáðàçöà ssV. Èç Ðèñ.Ï.3 âèäíî,

÷òî äåôåêò, ïðåäñòàâëåííûé â îáðàçöå ssV, óìåíüøàåò ïîïåðå÷íûå ïåðåìåùåíèÿ ïî

ñðàâíåíèþ ñ îáðàçöîì ss è îáðàçöîì ssH.

Â òåîðèè óïðóãîñòè ìàëûõ äåôîðìàöèé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà îïðåäåëÿ-

åòñÿ ïî ôîðìóëå 𝜈 = −𝜀𝑥/𝜀𝑦, ãäå 𝜀𝑦 - ïðîäîëüíàÿ äåôîðìàöèÿ, 𝜀𝑥 - ïîïåðå÷íàÿ

äåôîðìàöèÿ. Àíàëîãè÷íî ðàññ÷èòûâàëñÿ êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ïðè ïëàñòè÷åñêîé

äåôîðìàöèè äëÿ îáðàçöîâ ñ ÿ÷åèñòîé ðåøåòêîé. Â ýòîì ñëó÷àå 𝜀𝑦 = ∆𝑙𝑦/𝐿0 - ïðî-

äîëüíàÿ äåôîðìàöèÿ, 𝐿0 = 28 ìì � äëèíà öåíòðàëüíîé çîíû, 𝜀𝑥 = ∆𝑙𝑥/𝑙0 - ïîïåðå÷-

íàÿ äåôîðìàöèÿ, 𝑙0 = 24 ìì � øèðèíà öåíòðàëüíîé çîíû.

Ðàñ÷åò çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà îò ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ

äåôîðìàöèé äëÿ ÷åòûðåõ îáðàçöîâ ïðèâåäåí íà Ðèñ.Ï.4. Êàê âèäíî èç Ðèñ.Ï.4à

ïëîñêèå ÿ÷åèñòûå ñòðóêòóðû, ñîäåðæàùèå êðèâîëèíåéíûå ýëåìåíòû, ìîãóò èñïû-

òûâàòü áîëåå ñèëüíûå ïðîäîëüíûå äåôîðìàöèè. Â ðåçóëüòàòå ðàñòÿæåíèÿ äâóìåð-

íîé ÿ÷åèñòîé ñòðóêòóðû ñ ïðÿìûìè ýëåìåíòàìè ìàêñèìàëüíûå ïðîäîëüíûå äåôîð-

ìàöèè ðàâíû 40%, à ìàêñèìàëüíûå ïîïåðå÷íûå äåôîðìàöèè � 32%. Â ñëó÷àå îá-

ðàçöîâ ñ êðèâîëèíåéíûìè ýëåìåíòàìè ìàêñèìàëüíûå ïðîäîëüíûå è ìàêñèìàëüíûå

ïîïåðå÷íûå äåôîðìàöèè ñîñòàâèëè 78% è 46% äëÿ îáðàçöà ss, 80% è 44% äëÿ îá-
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Ðèñ. Ï.4: Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà êàê ôóíêöèÿ îò (à) ïðîäîëüíûõ äåôîðìàöèé 𝜀𝑦
è (á) ïîïåðå÷íûõ äåôîðìàöèé 𝜀𝑥 äëÿ ÷åòûðåõ îáðàçöîâ.

ðàçöà ssH, 88% è 36% äëÿ îáðàçöà ssV). Äëÿ îáðàçöà ss è îáðàçöà ssH ïðîäîëüíûå

è ïîïåðå÷íûå äåôîðìàöèè èìåþò áëèçêèå çíà÷åíèÿ, ò.å. ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî

îòñóòñòâèå ãîðèçîíòàëüíîãî ýëåìåíòà â ÿ÷åèñòîé ñòðóêòóðå ñëàáî âëèÿåò íà ìåõà-

íè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè. Îòñóòñòâèå âåðòèêàëüíîãî äåôåêòà

(îáðàçåö ssV) ïîçâîëÿåò ñèëüíåå óäëèíÿòüñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ îáðàçöîì ss è îáðàçöîì

ssH (ñì. Ðèñ.Ï.3).

Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà äëÿ ÿ÷åèñòîé ñòðóêòóðû ñ ïðÿìûìè ýëåìåíòàìè ïðè

ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ ðàâåí −0.4 è äàëåå áûñòðî óìåíüøàåòñÿ äî −0.8 ñ ðîñòîì äå-

ôîðìàöèé. Ó îáðàçöà ss è îáðàçöà ssH ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Ïóàñ-

ñîíà îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè −0.58 è −0.55 ñîîòâåòñòâåííî. Îòìåòèì, ÷òî ó îáðàçöà

zz, îáðàçöà ss è îáðàçöà ssH êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà â çàâèñèìîñòè îò ïðîäîëü-

íûõ è ïîïåðå÷íûõ äåôîðìàöèé ìîíîòîííî óìåíüøàþòñÿ â îòëè÷èå îò îáðàçöà ssV,

ó êîòîðîãî êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà èìååò ñëîæíûé õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ. Îòìåòèì,

÷òî ó îáðàçöà ssV èç-çà îòñóòñòâèÿ âåðòèêàëüíîãî ýëåìåíòà, çíà÷åíèÿ ïîïåðå÷íî-

ãî ñìåùåíèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîïåðå÷íîé äåôîðìàöèè îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå ÷åì

ó îáðàçöà ss, ÷òî îòðàæàåòñÿ íà êîýôôèöèåíòå Ïóàññîíà. Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå

êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà äëÿ îáðàçöà ssV ðàâíî −0.41.

Òàêæå ïðîâåäåíî ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå âëèÿíèå äåôåêòîâ íà îá-

ðàçöû ñ êîíñòðóêöèÿìè èç âîãíóòûõ øåñòèóãîëüíèêîâ ñ ïðÿìîëèíåéíûìè ýëåìåí-

òàìè, â êîòîðûõ îòñóòñòâîâàë îäèí ãîðèçîíòàëüíûé èëè âåðòèêàëüíûé ýëåìåíò â

öåíòðàëüíîé çîíå îáðàçöà. Â ðåçóëüòàòå ëàçåðíîé ðåçêè áûëè ïîëó÷åíû òðè ïëîñêèõ

ÿ÷åèñòûõ îáðàçöà ðàçìåðàìè 112.5 × 24 × 0.7 ìì ñ öåíòðàëüíîé çîíîé 28 × 24 × 0.7

ìì (Ðèñ.Ï.5): áåçäåôåêòíûé îáðàçåö zz (Ðèñ.Ï.5), îáðàçåö zzH ñ îòñóòñòâóþùèì

îäíèì ãîðèçîíòàëüíûì ýëåìåíòîì (Ðèñ.Ï.5), îáðàçåö zzV c îòñóòñòâóþùèì îäíèì

âåðòèêàëüíûì ýëåìåíòîì (Ðèñ.Ï.5). Ïîïåðå÷íûé ðàçìåð ýëåìåíòîâ ÿ÷åèñòîé êîí-

ñòðóêöèè ðàâíÿëñÿ òîëùèíå èñõîäíîé ïëàñòèíû.

Íà Ðèñ.Ï.6 ïîêàçàíî èçìåíåíèå ïîïåðå÷íîãî ïåðåìåùåíèÿ ∆𝑙𝑥 â çàâèñèìî-
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Ðèñ. Ï.5: Òðè ïëîñêèõ ÿ÷åèñòûõ îáðàçöà ñ öåíòðàëüíîé çîíîé 28 × 24 × 0.7 ìì:

áåçäåôåêòíûé îáðàçåö zz (à); îáðàçåö ñ îòñóòñòâóþùèì îäíèì ãîðèçîíòàëüíûì ýëå-

ìåíòîì, îáðàçåö zzH (á); îáðàçåö ñ îòñóòñòâóþùèì îäíèì âåðòèêàëüíûì ýëåìåíòîì,

îáðàçåö zzV (â).

Ðèñ. Ï.6: Èçìåíåíèå ïîïåðå÷íîãî ïåðåìåùåíèÿ ∆𝑙𝑥 â çàâèñèìîñòè îò ïðîäîëüíîãî

ïåðåìåùåíèÿ ∆𝑙𝑦.

ñòè îò ïðîäîëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ ∆𝑙𝑦 äëÿ òðåõ ÿ÷åèñòûõ îáðàçöîâ. Îáðàçåö ñ îò-

ñóòñòâóþùèì âåðòèêàëüíûì ýëåìåíòîì (îáðàçåö zzV) óäëèíèëñÿ ãîðàçäî ñèëüíåå

ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè îáðàçöàìè. Ìàêñèìàëüíîå èçìåíåíèå ïðîäîëüíîãî ïåðåìå-

ùåíèÿ îêàçàëîñü 9.6 ìì äëÿ îáðàçöà zz, 10.3 ìì äëÿ îáðàçöà zzH è 11.7 ìì äëÿ

îáðàçöà zzV. Îòñóòñòâèå îäíîãî ãîðèçîíòàëüíîãî ýëåìåíòà â îáðàçöå zzH ïîçâîëèëî

åìó ïîçæå òåðÿòü óñòîé÷èâîñòü ïî ñðàâíåíèþ ñ îáðàçöîì zz. Ýòî ïðèâåëî ê òîìó,

÷òî îáðàçåö zzH ÷óòü ñèëüíåå óäëèíèëñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ áåçäåôåêòíîé êîíñòðóêöè-

åé. Îòñóòñòâèå îäíîãî âåðòèêàëüíîãî ýëåìåíòà ó îáðàçöà zzV ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî

ýòîò îáðàçåö ñëàáî ðàñøèðÿåòñÿ â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè ïî ñðàâíåíèþ ñ äâóìÿ

äðóãèìè îáðàçöàìè. Ìàêñèìàëüíûå èçìåíåíèÿ ïîïåðå÷íûõ ïåðåìåùåíèé ñîîòâåò-

ñòâîâàëè 6.4 ìì äëÿ îáðàçöà zz, 6.9 ìì äëÿ îáðàçöà zzH è 5.3 ìì äëÿ îáðàçöà zzV. Íà

Ðèñ.Ï.7 ïðåäñòàâëåíû ñíèìêè äëÿ òðåõ èññëåäóåìûõ îáðàçöîâ íà ðàçíûõ ñòàäèÿõ

äåôîðìèðîâàíèÿ.
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Ðèñ. Ï.7: Ôîòîãðàôèè îáðàçöà zz íà ðàçëè÷íûõ ñòàäèÿõ äåôîðìèðîâàíèÿ 𝜀𝑥 = 0,

𝜀𝑦 = 0 (à), 𝜀𝑥 = 0.110, 𝜀𝑦 = 0.172 (á), 𝜀𝑥 = 0.319, 𝜀𝑦 = 0.400 (â); Ôîòîãðàôèè îáðàçöà

zzH íà ðàçëè÷íûõ ñòàäèÿõ äåôîðìèðîâàíèÿ 𝜀𝑥 = 0, 𝜀𝑦 = 0 (ã), 𝜀𝑥 = 0.118, 𝜀𝑦 = 0.188

(ä), 𝜀𝑥 = 0.287, 𝜀𝑦 = 0.365 (å); Ôîòîãðàôèè îáðàçöà ssV íà ðàçëè÷íûõ ñòàäèÿõ

äåôîðìèðîâàíèÿ 𝜀𝑥 = 0, 𝜀𝑦 = 0 (æ), 𝜀𝑥 = 0.098, 𝜀𝑦 = 0.210 (ç), 𝜀𝑥 = 0.218, 𝜀𝑦 = 0.395

(è). Îñü 𝑦 ñîîòâåòñòâóåò îñè ðàñòÿæåíèÿ, à îñü 𝑥 � ïîïåðå÷íîìó íàïðàâëåíèþ.

Çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà îò ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ äåôîðìà-

öèé äëÿ òðåõ ÿ÷åèñòûõ îáðàçöîâ ïðèâåäåí íà Ðèñ.Ï.8. Êàê âèäíî èç Ðèñ.Ï.8à îáðà-

çåö zz è îáðàçåö zzV èñïûòûâàþò áîëüøèå ïðîäîëüíûå äåôîðìàöèè ïî ñðàâíåíèþ

ñ îáðàçöîì zzH. Â ñëó÷àå ïîïåðå÷íûõ äåôîðìàöèé (ñì. Ðèñ.Ï.8á) îòñóòñòâèå îä-



ГЛАВА 5. УГЛЕРОДНЫЕ АУКСЕТИКИ 373

Ðèñ. Ï.8: Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà êàê ôóíêöèÿ îò (à) ïðîäîëüíûõ äåôîðìàöèé 𝜀𝑦
è (á) ïîïåðå÷íûõ äåôîðìàöèé 𝜀𝑥 äëÿ òðåõ îáðàçöîâ.

íîãî âåðòèêàëüíîãî ýëåìåíòà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî îáðàçåö zzV èìååò ñóùåñòâåííî

ìåíüøóþ ïîïåðå÷íóþ äåôîðìàöèþ ïî ñðàâíåíèþ ñ äâóìÿ äðóãèìè îáðàçöàìè. Ìàê-

ñèìàëüíûå ïðîäîëüíûå è ìàêñèìàëüíûå ïîïåðå÷íûå äåôîðìàöèè ñîñòàâèëè 40% è

32% äëÿ îáðàçöà zz, 36% è 29% äëÿ îáðàçöà zzH, 41% è 22% äëÿ îáðàçöà zzV).

Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà äëÿ îáðàçöà zz ìåíÿåòñÿ â áîëüøåì äèàïàçîíå (îò

−0.40 äî −0.81), ÷åì ó äâóõ äðóãèõ îáðàçöîâ. Â ñëó÷àå îáðàçöà zzH êîýôôèöèåíò

Ïóàññîíà óìåíüøàåò ñâîå çíà÷åíèå îò −0.54 äî −0.79. Îòñóòñòâèå îäíîãî ãîðèçîí-

òàëüíîãî ýëåìåíòà â ÿ÷åèñòîé ïëîñêîñòè (îáðàçåö zzH) ñëàáî âëèÿåò íà ìåõàíè÷å-

ñêèå ñâîéñòâà. Ðàçëè÷èå â êîýôôèöèåíòå Ïóàññîíà èìååò ìåñòî ïðè ïðîäîëüíûõ

äåôîðìàöèÿõ, íå ïðåâûøàþùèõ 13%. Ìåíüøå âñåãî êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà èçìå-

íÿåòñÿ ó îáðàçöà zzV (îò −0.40 äî −0.54). Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ýòîò îáðàçåö

ñèëüíåå óäëèíÿòüñÿ è ìåíåå ðàñøèðÿåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ îáðàçöîì zz è îáðàçöîì

zzH (Ðèñ.Ï.6).

П.2.2. Заключение

Ýêñïåðèìåíòàëüíî èññëåäîâàíû ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ïëîñêèõ ÿ÷åèñòûõ

êîíñòðóêöèé ñ àóêñåòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè. Ðàñòÿæåíèå

îáðàçöà, ñîñòîÿùåãî èç ïðÿìîëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ, è áåçäåôåêòíîãî îáðàçöà, ñîäåð-

æàùåãî êðèâîëèíåéíûå ýëåìåíòû, ïîêàçàëî, ÷òî ÿ÷åèñòûå êîíñòðóêöèè ñ êðèâîëè-

íåéíûìè ýëåìåíòàìè áîëåå ñèëüíî óäëèíÿþòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ êîíñòðóêöèÿìè ñ

ïðÿìîëèíåéíûìè ýëåìåíòàìè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî êîíñòðóêöèè ñ êðèâîëèíåé-

íûìè ýëåìåíòàìè ìîãóò èñïûòûâàòü áîëåå ñèëüíûå ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè çà

ñ÷åò îñîáåííîñòåé êîíñòðóêöèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ÿ÷åèñòûå êîíñòðóêöèè ñ ïðÿ-

ìîëèíåéíûìè ýëåìåíòàìè èìåþò áîëüøèå îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà

Ïóàññîíà. Àíàëèç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïîêàçàë, ÷òî îòñóòñòâèå ãîðèçîíòàëü-

íîãî ýëåìåíòà â ÿ÷åèñòîé êîíñòðóêöèè ñëàáî âëèÿåò íà ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðè

îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè â îòëè÷èå îò êîíñòðóêöèè ñ îòñóòñòâóþùèì âåðòèêàëüíûì
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ýëåìåíòîì.
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